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Apresenta-se uma introdugédo elementar & interpretacdo da mecanica quantica conhecida como “interpretagao
da onda piloto”, inicialmente proposta por Louis de Broglie e posteriormente elaborada por David Bohm. Com o
objetivo de adequar o nivel do tratamento a um primeiro curso de mecanica quantica, considera-se apenas o caso
de uma unica particula, ignorando aspectos associados ao spin. Os assuntos tradicionalmente abordados em tal
curso, quais sejam, a particula livre, a particula ligada, a reflexao e a transmissao por uma barreira de potencial,
0 4tomo de hidrogénio e o experimento de duas fendas, sdo discutidos do ponto de vista dessa interpretagao,
focando em especial a visualizagdo das trajetérias da particula.
Palavras-chave: interpretagdo da mecanica quéntica, onda piloto, particula unica.

An elementary introduction to the interpretation of quantum mechanics known as “pilot-wave interpreta-
tion”, initially proposed by Louis de Broglie and further elaborated by David Bohm, is presented. With the
aim of adapting the treatment level to a first quantum-mechanics course, only the case of a single particle is
considered, disregarding aspects associated with spin. The topics usually covered in such a course, namely the
free particle, the bound particle, reflection by and transmission through a potential barrier, the hydrogen atom,
and the double-slit experiment, are discussed from the viewpoint of the interpretation in question, focusing in

particular on the graphic visualization of particle trajectories.
Keywords: interpretation of quantum mechanics, pilot wave, single particle.

1. Introdugao

No ensino-aprendizagem da mecanica quantica, nao
basta analisar os fatos empiricos e desenvolver o forma-
lismo matematico. Ainda é preciso deter-se a questao
da interpretacao: o que as grandezas presentes nas
equagoes representam? Como elas se relacionam com
os dados que podem ser extraidos dos experimentos?
Que visao do mundo fisico pode-se construir a partir
dai? Estas questoes tém sido debatidas entre fisicos
e filésofos desde o surgimento da teoria e vém sus-
citando um interesse crescente ultimamente, tanto no
meio académico dos especialistas como até no publico
leigo.

A abordagem tradicionalmente adotada nas discipli-
nas de graduagéo [0,B] comega com a discussao, a nivel
essencialmente qualitativo, de alguns grandes avangos
ocorridos nas duas primeiras décadas do século XX, que
formaram o alicerce para o desenvolvimento da teoria
quantica na terceira década desse século. E entéo intro-
duzida a equagao de Schrodinger, apresentada como a
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equacao fundamental da teoria (numa abordagem néo-
relativistica). A conexao entre uma solucdo da equagao
— uma onda complexa — e o mundo do laboratério é
estabelecida pela conhecida regra de Born: o médulo
quadrado da funcao de onda fornece a probabilidade
de observar a particula numa dada regiao. Um profes-
sor preocupado com a clareza conceitual normalmente
enfatizard que a posigao se torna bem definida ape-
nas ao ser medida, e que nao se deve imaginar uma
particula possuindo uma posicao bem definida, embora
desconhecida, a cada instante. Este quadro conceitual
de dificil compreensao intuitiva constituir-se-a na duali-
dade onda-particula [B] segundo a qual um elétron, por
exemplo, serd descrito ora como uma onda, ora como
uma particula. “O elétron se propaga como uma onda
mas é detectado como uma particula” é uma afirmacao
encontrada em textos didéticos [@].

A linearidade da equacao de propagacao da onda
levard naturalmente a enfatizar a importancia do
principio de superposicao e a analisar os fenomenos de
interferéncia decorrentes. O experimento da fenda du-
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pla serd frequentemente utilizado como ilustragao [B],
ressaltando-se que a interferéncia entre as ondas difra-
tadas pelas duas fendas resulta em franjas na distri-
buicao estatistica de impactos da particula sobre a tela
de observagao.

A transigdo, no que diz respeito ao formalismo ma-
temaético [B], do ponto de vista ondulatério para o as-
pecto corpuscular no ato de observagao ou medida, pos-
sivelmente serd caracterizada como “colapso do pacote
de ondas”, usualmente com pouca elaboragao das difi-
culdades conceituais associadas.

No intuito de evitar confundir desnecessariamente o
aprendiz iniciante ou, em certos casos talvez, por falta
de conhecimento das alternativas, o professor prova-
velmente apresentard o conjunto de nogodes acima re-
sumidas como ¢ interpretagao da mecanica quéntica,
invocando os nomes de Niels Bohr, Max Born, Wolf-
gang Pauli, Werner Heisenberg, entre outros, talvez até
usando a expressdao Interpretagdo de Copenhague [@],
mas sem elaborar sobre a possibilidade de existirem
outras interpretacoes. E plausivel que, para a maioria
dos fisicos que lidam com mecanica quantica, tanto na
pesquisa como no ensino, baste aceitar a interpretacao
ortodoxa e seguir em frente. Porém, em certas areas
de grande interesse atualmente, tais como a cosmolo-
gia [§], a quantizacdo da gravitagao [H] e a computagio
quéantica [[M], as questoes de interpretagdo revelam-se
incontorndveis. E de se esperar que novos desenvol-
vimentos na interpretacao da teoria fundamental do
mundo fisico, induzidos por pesquisa nestas areas, te-
nham impacto na filosofia da ciéncia e na epistemolo-
gia ).

H& na literatura inumeras propostas de inter-
pretacao da mecanica quantica. Deixando de lado aque-
las cuja inconsisténcia conceitual ou incompatibilidade
com os fatos ja foram demonstradas, e sem procurar dis-
tinguir entre aquelas que diferem apenas nos detalhes,
pode-se listar como segue as principais alternativas [[2]
a interpretacao de Copenhague:

e A Interpretacio dos Universos Multiplos foi ini-
cialmente proposta por Everett [[3] e é fre-
quentemente utilizada em trabalhos de cosmolo-
gia tedrica. Nela, todos os possiveis resultados
de uma medida estao realizados, mas em uni-
versos paralelos, entre os quais nao ha comu-
nica¢do. Veja [[@] para uma discussio acessivel
de um exemplo, e referéncias [[3,[H] para mais
informagao.

e A Interpretacdo das Historias Consistentes 4,
[¥], também chamadas Histérias Descoerentes,
baseia-se em critérios que permitem analisar as
probabilidades de sequéncias de eventos, evitando
referéncia ao processo de medida. E também ttil
em cosmologia e oferece uma perspectiva interes-
sante sobre o limite cldssico [[9].

Betz

o A Interpretagio ModalP [PO], bastante discutida
entre filésofos da fisica, enfatiza a distincao en-
tre estado dindmico e estado de propriedade na
descricao de um sistema quéantico. O estado
dindmico fornece informacao, de cunho proba-
bilistico, sobre possiveis resultados de medidas,
ao passo que um estado de propriedade atribui
um valor definido a uma certa propriedade fisica.

o A Interpreta¢do da Onda Piloto, proposta por de
Broglie [EI] no principio da mecénica quéntica
e retomada por Bohm [E2] um quarto de século
mais tarde, sob a perspectiva de Teoria do Po-
tencial Qudntico, afirma que a funcdo de onda
de Schrédinger atua como um guia que conduz
a particula cuja posicdo, mesmo que seja inob-
servavel, estd bem definida a cada instante.

Evidentemente, nao seria possivel entrar aqui em
mais detalhes a respeito de cada uma destas in-
terpretagoes, ainda mais considerando que algumas
delas exigem, no seu desenvolvimento, o uso, em
nivel avancado, do formalismo abstrato da mecéanica
quantica. O presente trabalho pretende focar ape-
nas a ultima das interpretacoes listadas acima e, ade-
mais, limitar-se a consideracao dos sistemas fisicos os
mais simples, que consistem numa tnica particula sem
spin. Como fatores motivadores deste empreendimento,
pode-se destacar os seguintes:

e Apesar de ser objeto de estudo atual por parte
de um conjunto significativo de pesquisadores, a
interpretagao da onda piloto parece ser desconhe-
cida por boa parcela da comunidade dos fisicos.

e A interpretacdo pode ser introduzida de maneira
bastante natural no contexto da mecanica ondu-
latéria elementar.

e Em especial na perspectiva da teoria do poten-
cial quantico, a interpretacao faculta uma com-
paracao valiosa com a mecanica newtoniana.

e Por explicar a natureza probabilistica da fisica
quantica através de consideracoes semelhantes
com aquelas usualmente apresentadas no desen-
volvimento da mecanica estatistica cldssica, mas
bastante diversas daquelas encontradas em textos
baseados na interpretagao ortodoxa da mecanica
quantica, a interpretacao da onda piloto propicia
uma discussao contrastada das nocoes de proba-
bilidade epistémica e nao-epistémica.

e Por autorizar a conceituacao da existéncia si-
multanea da onda e da particula, a interpretagao
da onda piloto permite uma visualizacdo grafica
mais rica e concreta dos processos quanticos, um

20 adjetivo modal refere-se a “modalidades légicas”, tais como possibilidade e necessidade.
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aspecto que poderia se revelar bastante provei-
toso no desenvolvimento de animagoes de cunho
didatico.

O enfoque pretendido aqui é pedagdgico, mais que
investigativo, embora resultados de célculos destinados
a compreensao e a visualizagao das possiveis trajetérias
da particula nos sistemas considerados serao apresenta-
dos em diversos graficos. Para discussoes mais abran-
gentes e completas da interpretagao da onda piloto,
recomenda-se consultar os livros de Holland [E3] e de
Diurr e Teufel [24].

A segdo 2 do presente artigo consiste numa breve
revisao da apresentagao usual da mecanica quantica
da particula sem spin, focando em especial a inter-
pretagdo de Born da funcao de onda e a equacao de
conservagao local da probabilidade. A secao 3 introduz
a interpretagao da funcao de onda como onda piloto
que determina o campo de velocidade da particula. Na
secao 4, discute-se a perspectiva adotada por Bohm, na
qual a funcao de onda determina um potencial quantico
que, somado ao potencial cldssico, permite formular
a mecanica quantica no molde da mecanica newtoni-
ana. Nas segoes 5-8, sistemas tradicionalmente discuti-
dos num curso introdutério sao analisados do ponto de
vista da interpretacao de Bohm e de Broglie: estados
ligados, em especial a particula numa caixa e o atomo
de hidrogénio na segao 5, a particula livre na segao 6,
os fenomenos de reflexao e transmissao por uma bar-
reira de potencial na secao 7, e o experimento da fenda
dupla na secdo 8. A segdo 9 apresenta as conclusdes do
estudo e alguns comentarios finais.

2. Equacao de Schrodinger

No desenvolvimento de um curso de introducao a
mecanica quantica, argumentos diversos podem ser uti-
lizados para motivar a equagao fundamental da teoria,
para um sistema constituido de uma particula de massa
m em movimento nao-relativistico num potencial V(r),
que serd suposto aqui independente do tempo. Esta
equagdo, a equagao de Schrodinger [B], é uma equagio
a derivadas parciais que descreve a propagagao de uma
funcao de onda complexa ¥(r,t)

2
ih%\ll(r, 1 = f:—mA\I!(r, D+ VE)TE), (1)

onde A = 8‘% + 68722 + (%22 é o operador Laplaciano
e h = %, sendo h a constante de Planck. Na forma
acima, a equacao descreve uma particula sem spin, mas
pode também ser utilizada no caso de uma particula
com spin, um elétron por exemplo, desde que a in-
teracdo especificada pelo potencial V(r) seja indepen-
dente do spin.
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A evolugdo da fungdo de onda estipulada pela
Eq. () é determinista, ou seja, a fungdo de onda num
instante t qualquer pode ser calculada sabendo-se a
fungéo de onda ¥(r,ty) num instante inicial ¢y, j& que
trata-se de uma equacao diferencial de primeira or-
dem no tempo. Porém, o significado fisico da funcao
de onda é de natureza estatistica. Na interpretacao
usual da mecanica quantica, inicialmente proposta por
Max Born [B3], a norma quadrada da fungéo de onda
fornece a densidade de probabilidade de encontrar a
particula numa certa regiao, numa medida de posicao.
Ou seja, a probabilidade de observar a particula num
pequeno volume dr localizado na posicio r é dada por
|U(r,t)|?d3r. J& que a particula necessariamente se en-
contra em algum lugar, esta interpretacao requer que a
funcao de onda satisfaca a condicao de normalizacao

/|\I'(r,t)|2d3r =1. (2)

Como a equacao de Schodinger é linear, é sempre
possivel normalizar a fun¢ao de onda.

Conforme demonstrado nos livros textos [B], desde
que o potencial seja uma funcao real, a equagao de
Schrédinger implica na equacdo de continuidade

Ep(nt) +V~j(l’,t) =0, (3)
onde
p(I’, t) = |\I’(I‘, t)|2 (4)
o8
i) = %%[\I/*(r,t)V\IJ(Lt)] . (5)

J& que a regra de Born atribui a fungédo p(r,t) o signifi-
cado de densidade de probabilidade, a Eq. (B) pode ser
interpretada como a expressao da conservagao local da
probabilidade e a quantidade j(r,¢) identificada como
a densidade de corrente de probabilidade.

Deve-se enfatizar que, na interpretacao padrao,
probabilidades referem-se a resultados de medidas de
posicao; nao faz sentido falar da evolugao (determinista
ou nao) da posigdo da particula entre observagoes.

3. Interpretagao da onda piloto
Se a equagcao de continuidade (B) fosse associada a con-

vecgao de um fluido, existiria, entre a densidade de cor-
rente j e a densidade? p, a relacdo

j(I‘, t) = p(r, t)V(I‘, t) ’ (6)

sendo v(r,t) o campo de velocidade do fluido. A
mecéanica bohmiana consiste em adotar a relacao (B),

3A notacdo & é usada aqui para indicar a parte imaginiria de um nimero complexo.
4Naturalmente, neste caso, néo se trataria de densidades de probabilidade mas, por exemplo, de massa.
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junto com as expressoes (B) e (B), levando entao a cal-
cular o campo de velocidade a partir da fun¢ao de onda,
pela equacgao

vty = @D _ ST () V()
’ p(r,t) m [T (r,t)|2
_ h VVU(r,1)
T om () (7)

E importante salientar que, apesar da analogia for-
mal, o sistema quéntico nao estd sendo conceituado
como um fluido, e sim como uma unica particula. A
expressao acima estipula simplesmente qual sera a ve-
locidade da particula, caso esta se encontrar no ponto
r no instante t. Se denotarmos por R(t) a posigdo
da particula, esta posicao evoluird de acordo com a

equacao p
%R(t) =v(R,1). (8)

Dada a posigao da particula no instante inicial ¢, esta
equacgao permite calcular a posicao num tempo ¢ qual-
quer desde, é claro, que a equacdo de Schrodinger j&
tenha sido resolvida para obter a funcao de onda e, a
partir desta, calcular o campo de velocidade.

Claramente, para que esta teoria seja equivalente
a mecanica quantica usual, é necessario supor que a
posicao inicial nao é conhecida com precisao, mas que
a probabilidade de a particula estar num volume infini-
tesimal d® R localizado em R ¢é dada por |¥ (R, to)|>d®R.
Segue entao que a probabilidade de a particula estar,
num instante ¢ qualquer, dentro de um volume infinite-
simal d3R localizado em R ¢ dada por |¥(R,t)|?d®R.
A suposicao de que a distribuicdo probabilistica de
posicao inicial da particula estd relacionada com a
funcao de onda pela regra de Born é conhecida como
hipdtese de tipicidade. Apenas se ela estiver satisfeita,
haverd equivaléncia fenomenolégica entre a mecanica
bohmiana assim formulada e a mecanica quantica usual.
Bohm argumentou que, mesmo se a tipicidade for ini-
cialmente violada num dado sistema quéntico, ocor-
rerd uma rapida evolugao para um estado de equilibrio
quantico no qual ela serd satisfeita. Trabalhos que pro-
curam identificar situacoes nas quais tal equilibrio nao
seria alcangado — e portanto a mecanica quantica nao
seria valida na sua forma usual — podem ser encontra-
dos na literatura [E8].

Vale a pena deter-se um pouco mais na andlise
do aspecto probabilistico da fisica quantica, contras-
tando a conceituacao oferecida pela mecénica bohmi-
ana com aquela adotada na interpretagao ortodoxa. Na
mecanica bohmiana, a particula possui uma posicao
e uma velocidade bem definidas, embora nao conhe-
cidas com precisdo. A situacdo é semelhante aquela
pertinente & mecéanica estatistica cldssica. As proba-
bilidades estao associadas a falta de conhecimento de
valores que estao de fato bem definidos “no mundo 14
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fora”. Usa-se a palavra “epistémicas” para caracteri-
zar probabilidades desta natureza. Ja na interpretacao
ortodoxa, a posicdo ou a velocidade (ou qualquer ou-
tra grandeza fisica) estd definida apenas no ato da me-
dida, ou observacao. Salvo nesta circunstancia, o valor
de uma quantidade fisica estd indefinido, e nao apenas
desconhecido; as probabilidades sao de natureza “nao-
epistémica”.

4. Potencial quantico

Numa tentativa de aproximar o formalismo da
mecénica quantica da descrigdo cldssica (newtoniana)
dos movimentos, David Bohm introduziu o potencial
quantico que, quando somado ao potencial classico, per-
mite interpretar o movimento da particula como devido
a acgao de uma forga derivada do potencial total. Para
extrair da equagao de Schrodinger a expressao do poten-
cial quantico, é conveniente escrever a fungao de onda
em termos de duas fungoes reais R e S, na forma

U = Re'S | (9)

Pode-se entdo re-escrever a Eq. (@) na forma
h
v(r,t) = —VS8(r,t) . (10)
m

Substituindo, na equagdo de Schrédinger (M), a ex-
pressdo (B) para a fungdo de onda e separando as partes
real e imagindria da equagao resultante, obtém-se duas
equacdes acopladas para as funcoes R e SB

OR h
= = 9 : 28) : 11
5 2m( VR -VS+RV=S); (11)
oS h? V2R 9
= = = - -V. 12
hat 2m( R Vs -v (12)
Definindo o potencial quantico
h? V2R
= 1
v 2m R’ (13)

pode-se re-escrever a Eq. (I2) na forma

oS h? 9
hat +2m|VS\ =—(V+U). (14)
Para justificar a interpretagao da fungao U como
potencial quantico, basta notar que, se a integracao
da segunda lei de Newton deve resultar na veloci-
dade ((Eq. [)), a forga atuando sobre a particula pre-
cisa ser

d d

onde a derivada temporal deve ser entendida com deri-
vada convectiva, de maneira que
0

f=hl5 VS(R.1) + % 'VVSR,1)].  (16)

5Nestas e outras equacgdes subsequentes, usa-se a notacio V2 =V -V = A.
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Usando as Egs. (B) e (IO), e ainda realizando algu-
mas manipulagoes simples do operador gradiente, nao
¢ dificil re-escrever a Eq. (IA) na forma

0 h? 9
f7V[hatS(R,t)+2m|VS(R,t)| ]. (17)
Comparando esta expressao com a Eq. ([d), verifica-se
imediatamente que a forga atuando sobre a particula
quantica pode ser derivada de um potencial que é a
soma do potencial classico V' e do potencial quantico U
definido pela Eq. (I3)

f=—Vg[V(R,t)+ UR,1)] . (18)

Pode-se, portanto, considerar que a fungao de onda gera
um potencial quantico ao qual corresponde uma forca
quantica que deve ser somada & forga classica para que
o movimento da particula quéantica seja regido pela se-
gunda lei de Newton.

Deve-se enfatizar que, para que esta teoria seja
experimentalmente equivalente & mecanica quantica
usual, é necessario que a distribuicao probabilistica de
posicao inicial da particula esteja relacionada com a
funcdo de onda inicial pela Eq. (@) e ainda que, a cada
possivel posicao inicial, esteja associada uma veloci-
dade inicial dada pela condigao de pilotagem (Eq. (I0)).
Uma teoria na qual estes vinculos entre as condigoes
iniciais relativas a particula e aquelas relativas a onda
estivessem parcial ou totalmente relaxadas constituiria
uma generalizacao da mecanica quantica.

Em muitas aplicagoes, em vez de extrair a fungao R
da funcao de onda e calcular o potencial quantico
usando a Eq. (3), é mais conveniente calcular o po-
tencial quantico diretamente a partir da densidade de
probabilidade. Basta utilizar a relacdo p = R? para
deduzir da Eq. ([3) a expressao equivalente

hQ
B dmp

(B0 = 5-1VP). (19)

5. Estados ligados

Na anédlise dos estados ligados de uma particula
quantica num potencial (cldssico) independente do
tempo, comeca-se usualmente por considerar os esta-
dos estaciondrios, descritos por solugoes da equagao de
Schrédinger nas quais a dependéncia temporal é fato-
rada. Tais solucoes possuem a forma

U(r,t) = P(r)e BN, (20)

onde E é a energia total e ¢(r) satisfaz a equagdo de
Schrédinger independente do tempo

2
- Zh—mAw(r) V)W) = Bor) . (21)

6 Aqui, me denota a massa do elétron.
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Inserindo a Eq. (EO) na Eq. (@), obtém-se o campo de
velocidade
h  Viy(r h
v(r) = E% djfl{)) = EVSw(r) , (22)
sendo Sy (r) a fase da parte espacial da funcéo de onda.
Num estado estacionario, a densidade de probabi-
lidade é independente do tempo e, como mostram as
expressoes (M) e (), o mesmo é verdade do poten-
cial quantico e do campo de velocidade. Naturalmente,
estados mais gerais, nos quais estas grandezas depen-
dem do tempo, podem ser construidos por superposicao
linear de estados estaciondrios.

5.1. Atomo de hidrogénio

A elucidagao da estrutura do dtomo foi de grande im-
portancia no desenvolvimento da fisica quantica. Num
curso introdutério, a discussao costuma focar essencial-
mente o mais simples dos atomos, qual seja, o &tomo de
hidrogénio. O potencial cldssico responsédvel pelo movi-
mento do elétron corresponde simplesmente a atracao
coulombiana devida ao nucleo,

2 2
q e

Vir) = — =< 23

(r) 4dmegr r’ (23)

sendo g o valor absoluto da carga do elétron e ¢y a per-
missividade do vdcuo. Como este potencial possui sime-
tria esférica, usando-se coordenadas esféricas, é possivel
separar as coordenadas angulares da coordenada radial
e escrever as solugoes da Eq. (E0) na forma

wnlml (I‘) = Rnl(r)Y—lml (9’ (rb) ) (24)

sendo Y, um harménico esférico. As funcées de onda
radiais R, sdo reais e bem conhecidas [B].

O estado fundamental do a&tomo corresponde a n =
lLel=m; =0. Como YQ(0,¢) = 1/+/4r, a funcdo de
onda v é real e segue entao da Eq. (B2) que, no estado
fundamental do dtomo, a velocidade do elétron € nula.
Em cada dtomo no estado fundamental, o elétron estéd
em repouso numa posigao a priori desconhecida mas
cuja distribuicao de probabilidade, se for assumida a
tipicidade, é isotrépica em relacao ao nicleo e possui
densidade radial

4

2 )
Rlo(’r‘) = a—3€ r/a07 (25)
0
sendo ag = mh—; o raio de Bohr.P? Vé-se que a in-

terpretagao de de Broglie-Bohm oferece uma visao do

estado fundamental do atomo de hidrogénio bastante

diferente daquelas usualmente apresentadas. No mo-

delo de Bohr, muitas vezes utilizado para encaminhar

a discussdo do dtomo quéntico [M], o elétron percorre

uma trajetéria circular de raio ag com velocidade ca,
e 1

sendo ¢ a velocidade da luz e @ = -~ g a conhe-

cida constante de estrutura fina. J4 na interpretacao
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padrao da teoria quantica, embora esteja proibido atri-
buir ao elétron uma posicao e um momentum bem
definidos, argumentos baseados no principio da incer-
teza sugerem uma dispersao de velocidade da ordem de
Av = ﬁ—’: ~ ao’?ne = ca, para uma dispersao de posi¢ao
da ordem do tamanho ag do 4tomo.

O primeiro nivel excitado do atomo corresponde a
n = 2 e é degenerado, sendo composto de um singleto
com | = m; = 0 e um tripleto com [ = 1,m; = 0, £1.
Para o singleto e o membro do tripleto com m; = 0, a
funcao de onda, de novo, é real e a velocidade do elétron
é nula. Ja nos membros do tripleto com m; = +1, a
func¢ao de onda é dada por

Vo141(r,0, ) = Ff(r,0) e, (26)

com
1

,
8/a

Vé-se que, para estas fungdes de onda, a funcao Sy
que aparece na expressao (22) do campo de velocidade
é simplesmente +¢ e, usando a familiar expressao do
operador gradiente em coordenadas esféricas, obtém-se

h

—ey .
mrsend ©

f(r,0) = e~ "/?%sen | (27)

v(r) =+ (28)
Se a particula estiver inicialmente localizada no ponto
de coordenadas (rg, 6o, ¢o), ela efetuard um movimento
circular tal que (r = ro,0 = 0y, ¢ = ¢o £ mt)
A distribuigdo de probabilidade das posigdes iniciais é
dada pela norma quadrada da funcao (E4). Tipica-
mente, 79 serd da mesma ordem de grandeza que o raio
de Bohr ag e senfy serd um ntimero de ordem 1, de
maneira que a ordem de grandeza da velocidade sera
~ Nh/(mag) = ac. Vale notar que, nesta interpretacao,
o tratamento nao-relativistico é justificado, no sentido
de ser improvavel uma condigao inicial para a qual ele
nao seria valido em boa aproximagao.

Os demais estados do atomo podem ser analisa-
dos de maneira semelhante. Deve-se lembrar que com-
binagoes lineares de solucoes estacionarias também cor-
respondem a estados fisicos. Em tais estados, o campo
de velocidade depende do tempo e o movimento do
elétron pode ser bastante complexo.

5.2. Caixa unidimensional

A particula numa caixa unidimensional de comprimento
L, com paredes infinitamente rigidas, é comumente dis-
cutida como primeiro exemplo de resolugao da equagao
de Schrodinger. No interior da caixa, o potencial
cldssico V(z) é nulo; j& fora da caixa, imagina-se que
ele assume valores arbitrariamente grandes, impedindo
a penetracao da particula nestas regides. Por continui-
dade, a fun¢ao de onda deve se anular nas extremidades
da caixa. Impondo estas condigoes de contorno sobre

"Pode-se supor § > 0e 0 < ¢ < 2w
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as solugoes da Eq. (EI), obtém-se, para os estados es-
tacionarios, as funcoes de onda normalizadas

U, (,) =t (@)e Fnt/h (29)

P (z) = \/Esenm;x (30)

no intervalo [0, L] e 9, (z) =0 fora deste intervalo, sendo
n um ndmero inteiro positivo. A energia correspon-
dente é

com

n?m?h?
En= 2mL? (31)
Vale notar que nao ha degenerescéncia dos niveis de
energia no caso unidimensional.

Como as funcgoes de onda espaciais sao reais, se-
gue imediatamente da Eq. (E2) que a velocidade
da particula é nula em qualquer estado estacionario.
Usando a Eq. (I3), é ficil calcular o potencial quantico
associado ao estado (Z9-BI):

d2sen 2
K2 dz2 B2 n?r?
U] = = o ™ “am 2 P 62
L

Vé-se que, no interior da caixa, o potencial classico é
nulo mas o potencial quantico é igual a energia total,
de maneira que a energia cinética da particula é nula,
como tem que ser para consisténcia com a conclusao ja
alcangada a respeito da velocidade.

Para que a particula se mova, a fungao de onda deve
corresponder, nao a um estado estacionario, mas a uma
sobreposicgao de tais estados. Como ilustragao, conside-
ramos uma combinagao linear do estado fundamental e
do primeiro estado excitado, da forma

U(z,t) = [V (2,t) + 69Uy (2, )], (33)

1
V1+ 62
onde § e ¢ sdo parametros reais constantes.? Defi-
nindo, para nao sobrecarregar a notagao, as quantida-

2
des w = % e k = T, pode-se re-escrever a Eq. (29),
com as Eqs. (B0) e (B1), na notagdo simplificada

U, (z,t) = \/gsen(nkx) ein et (34)

Inserindo entao a funcao de onda definida pela ex-
pressao (B3) na férmula geral (B), obtém-se a expressao
da densidade de probabilidade

plx,t) = %senQ(km)a(x,t) , (35)
onde

oz, t) = [1 + 462 cos?(kx)

1+62
+46 cos(kx) cos(3wt — )] . (36)
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Semelhantemente, usando a fungdo de onda (B3) na
férmula (@), chega-se ao campo de velocidade corres-
pondente

h 0
v(z,t) = — s[ﬁ%\v(az,tﬂ
_ hk 25 sen(kx)sen(3wt — ) (37)
- m 1 + 52 O'(l‘, t) '

O potencial quantico poderia também ser deduzido sem
dificuldade das Egs. (I¥) e (BH). Porém, sendo uma
fungéo do tempo (além de depender dos pardmetros §
e ), ele seria de pouca utilidade na anélise qualitativa
do movimento.

1.0 T T T

0.8} \ -

t/T

|

|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z/L

Figura 1 - Trajetdrias espago-temporais de um elétron numa caixa
unidimensional de comprimento L = 1 nm, com posi¢do em abs-
cissa e tempo em ordenada, em escala t/T', com T o periodo de
movimento. O estado quantico é dado pela expressao (B3) com
d =1e @ = 0. As curvas azuis representam a densidade de
probabilidade, em unidades arbitrarias, para 4 instantes.

Para visualizar as trajetérias da particula, basta in-
tegrar numericamente a Eq. (B), com o campo de ve-
locidade dado pela Eq. (B@) e a distribuigdo inicial de
posigao dada pela Eq. (BT), com ¢ = 0. A Fig. I mos-
tra resultados para mc? = 511 keV (massa do elétron),
L=1nm,§d=1e¢p =0. O tempo estd mostrado
em ordenada numa escala t/T, sendo T = 27 /(3w) =
4mL?/(3mh) o perfodo de uma oscilagio. Sao mostra-
das as trajetérias da particula para um conjunto de va-
lores da posicao inicial, distribuidos em conformidade
com a densidade de probabilidade (B3). Esta densidade
estd também mostrada, para quatro instantes igual-
mente espagados num periodo. Deve-se enfatizar que ha
apenas uma particula na caixa, que percorrerd uma das
trajetorias mostradas, conforme o valor da sua posicao
inicial.
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Por inspegao das expressoes (BB-BQ) acima, é facil
ver que a ordem de grandeza da velocidade da particula
depende do valor do parametro §: se 6 ~ 1 (como
no exemplo da Fig. M), a velocidade alcanca valores
~ hk/m para a maioria das condigdes iniciais.® Se
§d << 1oud >> 1, a velocidade é tipicamente pe-
quena (<< hk/m) e, j4 que o perfodo nao depende de
d, a particula realiza um movimento oscilatério de pe-
quena amplitude. Para § — 0 ou § — oo, a amplitude
desta oscilagao tende a zero, como esperado ja que uma
componente do estado (B3) fica desprezivel e recai-se no
caso de um estado estaciondrio.

6. Particula livre

Se o potencial classico for nulo, a equacao de Schrodin-
ger (0) admitird solugoes do tipo onda plana®

Uy (x,t) = e'krment) (38)

com wy = Ex/h = hk?/(2m). Evidentemente, usando

este fungao de onda, deduz-se da expressao geral (@) o

campo de velocidade constante ingenuamente esperado,

hk

v=—". 39

s (39)

Porém, nao sendo normalizédvel, a fungdo (B3) nao

estd adequada a descricao do estado de uma tnica

particula, e o estudo correto do movimento da particula

livre na interpretagao da onda piloto requer a consi-
deracao de um pacote de ondas.

6.1. Pacote gaussiano simples

Serd considerado primeiramente um pacote de ondas
gaussiano, da forma

U(x,t) = %/ T gy (40)

\/> exp|— )

sendo a e ko constantes. O fator multiplicativo na ex-
pressdo (E) garante a normalizagdo correta, como pode
ser facilmente verificado. Com a forma (E1), a integral
presente na expressao (E0) pode ser realizada [B], com
o resultado

com
2(k — ko)

U ¢ — 1/4 ji(kox+¢)
@t) = ()
(v — vot)?
xexpl - )
onde vy = fikg/m e
t ma?
z + i~ com T=—pm; (43)

8Para valores muito improvéveis da posicdo inicial, a velocidade pode alcancar valores muito grandes, como pode ser visto na Fig. 1.
9Serd considerado aqui o movimento da particula num espaco de uma dimens&o apenas.
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hk2 t
p=—0- 0t com tan20 = - . (44)
2m T

A densidade de probabilidade correspondente é

_J2 1 o — Vot g
p(.’L‘,t) = \/;aC(t) exp{ 2[ CLC(t) ] }’ (45)

) =0 =1+ 5 (46)

Vé-se que a distribuicao de posicao mantém a forma
gaussiana, com um maximo que se desloca com velo-
cidade vy e uma largura, dada por Az = a((t)/2, que
alcanca o seu minimo a/2 em t = 0.

A funcdo de onda (E2) corresponde, por aplicagao
da férmula (@), o campo de velocidade

onde

(x — vot)t

t) =
’U(JI, ) vo + T2+t2

(47)
Embora nao seja necessario para o estudo do movi-
mento da particula, pode-se julgar interessante dispor
também da expressao do potencial quantico. Reali-
zando alguns cdlculos a partir das Eqs. ([¥) e (E3),
obtém-se

2.0

15

1.0

0.5

t/T 0.0

-0.5

-1.0

-15

-2.0

Figura 2 - Trajetérias espaco-temporais de um elétron livre com
pacote de ondas da forma (E0) com a = 0,5 nm e kg = 20 nm ™",
A posicao estd em abscissa e o tempo em ordenada, em unidades
t/7, com 7 definido pela Eq. (E3). A densidade de probabilidade
de posi¢do (curvas azuis) e o potencial quantico (curvas verme-
lhas) sdo mostrados para alguns valores do tempo (em unidades
arbitrérias).

A Fig. O apresenta trajetorias espago-temporais cal-
culadas por integracdo numérica da Eq. (B), com o
campo de velocidade dado pela Eq. (E2). Os valores
dos parametros utilizados sao m = 511 keV/c? (massa
do elétron), a = 0,5 nm e kg = 20 nm~!. Utilizando
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férmulas lembradas no apéndice A, pode-se verificar
que estes valores correspondem a uma energia média
(E) = 15,4 eV, com dispersao AE = 3,05 eV. Vé-se
que, como era esperado ja que o pacote de ondas foi
construido de maneira a alcangar a sua largura minima
em t = 0, as trajetorias se aproximam com o passar
do tempo para t < 0, passando a se afastar quando
t > 0. A figura também mostra, para alguns valo-
res do tempo, a distribuicao de posi¢ao e o potencial
quantico (na regido na qual hé probabilidade signifi-
cativa de a particula se encontrar). A curva de po-
tencial quantico é uma parabola com concavidade para
baixo e maximo no centro do pacote de ondas, indi-
cando uma forga quéntica repulsiva em relagdo a este
centro. A magnitude desta forca é significativa apenas
quando o tamanho do pacote nao difere muito do seu
valor minimo.

6.2. Pacote gaussiano duplo

Constatou-se acima que, mesmo numa situacao que
possui um correspondente classico natural, o movi-
mento da particula quéntica livre, apesar de relati-
vamente simples, ndo é uniforme. A linearidade da
equagao de Schrodinger possibilita a construgao de es-
tados quanticos mais exéticos, para os quais pode-se es-
perar movimentos bem mais complicados. Como exem-
plo, sera considerado aqui um estado superposicao li-
near de dois pacotes gaussianos, inicialmente localiza-
dos em regioes separadas do espaco e rumando um em
direcao ao outro

L B CUE ) R

onde W, (z,t) é obtida da Eq. (2) pela translagdo
x — x4+ L e U_(x,t) é obtida da Eq. (E2) pela
translacao x — x — L e a troca do sinal da velocidade,
vg — —vp. Para que a fungao de onda (E9) esteja corre-
tamente normalizada, é necessario que nao haja sobre-
posicao significativa das duas componentes no instante
inicial, o que serd o caso se L for escolhido suficiente-
mente grande em comparacao com a.

E uma tarefa elementar deduzir da func¢ao de onda
estipulada acima o campo de velocidade, a densidade
de probabilidade e, se houver interesse, o potencial
quéntico [usando as férmulas gerais (@), (@) e (M), res-
pectivamente]. As expressoes resultantes sao um tanto
complicadas e nao serao exibidas aqui. Resultados de
calculos numéricos para @ = 0,5 nm, ky = 20 nm~! e
L = 1,5 nm podem ser vistos na Fig. B. Inicialmente,
a particula estd localizada numa das duas componentes
do pacote e, quando ocorre sobreposicao das duas com-
ponentes, a interferéncia provoca variacoes rapidas no
campo de velocidade, resultando num movimento com-
plexo da particula, visivel em maior escala na Fig. @.
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Figura 3 - Trajetérias espago-temporais de um elétron livre com
pacote de ondas da forma (E), com parametros a = 0,5 nm,
ko = 20 nm™! e L = 1,5 nm. A posicio estd em abscissa e
o tempo em ordenada, em unidades t/7, com 7 definido pela
Eq. (3). As curvas azuis mostram a densidade de probabilidade
de posigao para alguns valores do tempo, em unidades arbitrarias.

1.0

0.9

0.8

0.7
t/T

0.6

0.5

0.4

0.3 '
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Figura 4 - Trajetérias espago-temporais de um elétron livre com
pacote de ondas da forma (E9), quando ocorre sobreposigao sig-
nificativa das duas componentes. Os valores dos parametros sdo
a=0,5nm, kp =20 nm~! e L = 1,5 nm. A posicio estd em
abscissa e o tempo em ordenada, em unidades t/7, com 7 definido
pela Eq. (03).

Numa interpretagao meramente ondulatéria, seria
natural considerar que as duas componentes do pacote
se aproximam, interferem ao se cruzar e, continuando
a se deslocar, cada uma no seu respectivo sentido de
movimento, passam a afastar-se. A interpretagao da
onda piloto traz uma imagem diferente, porque nela nao
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pode ocorrer cruzamento das trajetérias, ja que a velo-
cidade é uma fungao univoca da posicao da particula e
do tempo. Assim, numa situacao simétrica como aquela
considerada acima, com duas componentes do pacote
de pesos iguais, a particula acaba necessariamente vol-
tando para o lado de onde ela veio.

7. Barreira de potencial

O primeiro contato do aluno com a teoria quantica do
espalhamento ocorre usualmente quando discutem-se os
fenomenos de reflexao e transmissao de uma particula
por uma barreira de potencial. A “barreira quadrada”
de altura Vj e largura d, tal que

0 <0
Vie)=< Vo 0<z<d (50)
0 d<zx

é particularmente conveniente, pois as solucoes esta-
ciondrias da equacao de Schrédinger podem ser cons-
truidas por procedimentos elementares [Z4]. Supondo
que a particula incide sobre a barreira vindo da regiao
x < 0, a funcdo de onda espacial de energia F toma a
forma

(00 2
ikx Z(q —k )Sen(qd) —ikx
e 1 + D) e <0
Kk ig(z—d)
V()= Dik) . 'e
+(q — k)ke—zq(r—d)] 0<z<d
2qk ik(z—d)
D) e d<zz
(51)
onde

D(k) = 2gk cos(qd) — i(q* + k?) sen(qd); (52)

2mE
k= 5 (53)
q= —2m(§ —Vo) (54)

A discussdo usual consiste em extrair dos resulta-
dos acima as expressoes das correntes incidente, refle-
tida e transmitida e, delas, os coeficientes de reflexao
e transmissao. Pouco rigoroso na interpretagao usual,
tal procedimento se torna inviavel na interpretacao da
onda piloto, na qual deseja-se analisar a trajetoria da
particula. Para tanto, como no caso da particula livre,
é necessario construir um pacote de ondas. Supondo
que, antes de se aproximar da barreira, o pacote possui
a forma gaussiana, a funcao de onda é dada por

¥t = = [ au@e FEar, 69

onde g(k) é dada pela Eq. (E0). O calculo do campo de
velocidade (@) e do potencial quantico (9) requer, além
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da funcao de onda, as suas derivadas espaciais (primeira
e segunda), que podem ser calculadas, por integragao
semelhante a Eq. (B3), a partir das derivadas corres-
pondentes, facilmente deduzidas, da func¢ao (B1). Estas
integragoes precisam ser realizadas numericamente.

200 T T T T

150 p 5

/

100

t (nm/c)

—-50+ -

—100 T Zos 0.0 0.5 1.0

x (nm)

Figura 5 - Trajetérias espaco-temporais de um elétron com pa-
cote de ondas inicial da forma gaussiana (El) que incide sobre
uma barreira de altura 20 eV e espessura 0,1 nm. Os valores dos
parametros sdo a = 0,5 nm e kg = 20 nm~!, o que corresponde
a uma energia média de 15,4 eV, com dispersao de 3,05 eV. A
posicao estd em abscissa e o tempo em ordenada. A faixa bege
indica a posi¢do da barreira. As curvas azuis mostram a densi-
dade de probabilidade, em unidades arbitrarias, para 3 valores
do tempo.

Resultados obtidos para o caso de um pacote de
ondas com kg = 20 nm™!' e a = 0,5 nm, associ-
ado a um elétron que incide sobre uma barreira de al-
tura 20 eV e espessura 0,1 nm, podem ser vistos na
Fig. B. J4 que, para tal pacote, (E) = 15,4 eV com
AFE = 3,05 eV, trata-se de uma barreira alta (intrans-
ponivel na mecénica cldssica), mas de pouca espessura
e portanto, na mecanica quantica, a probabilidade de
tunelamento é significativa. Vé-se que, para 4 das 13
trajetérias (inicialmente distribuidas de acordo com a
densidade de probabilidade visivel na figura), ocorre
o tunelamento. Vale notar que, como nao pode ha-
ver cruzamento de trajetérias, a particula atravessara
a barreira se estiver inicialmente na parte dianteira do
pacote, ao passo que, se estiver inicialmente na parte
traseira, serd refletida.

Como enfatizado por alguns autores [d], a inter-
pretagao da onda piloto abre um caminho para abordar
uma pergunta frequentemente feita, mas dificilmente
respondida na interpretacao usual [E8]: quanto tempo
a particula passa dentro da barreira, na regiao classi-
camente proibida? Para as trajetorias mostradas, este
tempo pode ser lido diretamente da Fig. B. Num estudo
mais completo desta questao — que nao sera realizado
aqui — far-se-ia uma média sobre as possiveis trajetorias
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para calcular um tempo de tunelamento médio [E9].

No ambito da mecénica cldssica, seria comum utili-
zar um grafico de energia para discutir a reflexdo e/ou a
transmissao de uma particula por uma barreira. O con-
ceito de potencial quantico pode ser aproveitado para
abordar a questao por este angulo também na mecéanica
quantica, analisando o movimento da particula no po-
tencial total, soma dos potenciais classico e quantico.
Naturalmente, serd importante nao perder de vista os
aspectos que tornam a situacao quantica significativa-
mente mais complexa que a homodloga classica, em es-
pecial:

e 0 potencial quantico depende do tempo e, por-
tanto, o potencial experienciado pela particula
numa dada posigao depende da trajetoria seguida;

e a energia total pode variar ao longo da trajetéria
da particula, apenas a média da energia total so-
bre todas as trajetérias possiveis é conservada
exatamente.

A Fig. B apresenta diagramas de energia para 3 tra-
jetorias de um elétron que incide sobre uma barreira
de altura 18 eV e espessura 0,4 nm. Como antes,
0s parametros caracteristicos do pacote de ondas sao
a=0,5nmeko=20nm~!. NaFig.B(a), vé-se a distri-
buigao inicial de probabilidade e as trajetorias espago-
temporais para 3 posigoes iniciais escolhidas de maneira
a ilustrar casos qualitativamente distintos. A Fig. B(b)
mostra o diagrama de energia associado ao caso de uma
trajetoria para a qual ocorre o tunelamento. A contri-
buicao do potencial quantico abaixa o potencial total o
suficiente para permitir a penetragao da particula na
barreira. A medida que a particula avanca na bar-
reira, o potencial total aumenta, mas a energia total
também, de maneira que o tunelamento pode ocorrer.
O diagrama de energia da Fig. B(c) corresponde ao caso
de uma trajetdria para a qual a particula penetra na
barreira mas, no interior desta, as curvas de energia
potencial e total vao se aproximando até tocar-se, e
a particula entdo dé meia-volta. Por fim, o diagrama
de energia da Fig. B(d) corresponde ao caso de uma
trajetoria tal que a particula nem alcanga a barreira,
sendo repelida antes pelo potencial quantico. Nos dois
ultimos casos, nos quais a particula d4 meia-volta, nota-
se que as curvas tragadas pelo potencial e pela energia
totais no caminho de volta nao coincidem com aquelas
tracadas na ida em direcao a barreira. Isto nao é de
se estranhar, ja que essas quantidades sao determina-
das pela fungao de onda, cuja modificagao na reflexao
é complexa. Pode-se reparar, ainda, que o movimento
quantico da particula, embora bem mais complicado
que o movimento cldssico correspondente, é mais suave
pois, no caso quantico, o potencial total é continuo: as
descontinuidades do potencial cldssico sao compensadas
por descontinuidades do potencial quantico oriundas
das descontinuidades da derivada segunda da funcao
de onda nas extremidades da barreira.
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Figura 6 - Anélise do movimento quantico de um elétron, com pacote de ondas inicial da forma gaussiana (EI), que incide sobre uma

barreira de altura 18 eV e espessura 0,4 nm. Os valores dos parametros sdo a = 0,5 nm e kg = 20 nm™

1, o que corresponde a uma

energia média de 15,4 eV, com dispersdo de 3,05 eV. (a) Trés trajetérias espago-temporais; a posi¢do estd em abscissa e o tempo em
ordenada; a faixa bege indica a posi¢do da barreira; a curva azul mostra a densidade de probabilidade inicial, em unidades arbitrarias.
(b-d) Diagramas de energia mostrando a energia potencial total (curva vermelha), a energia total (curva verde) e a energia total média
(linha azul). A &4rea bege indica o potencial cldssico. Os casos (b), (c) e (d) correspondem, respectivamente, as trajetérias verde, roxa

e amarela da figura (a).

8. Difragao por uma fenda dupla

O experimento da fenda dupla, no qual um feixe de
particulas atravessa duas fendas abertas num anteparo,
antes de incidir sobre uma tela de observacao, é tema
incontornéavel no ensino da mecanica quantica, podendo
até servir de ponto de partida no desenvolvimento dos
conceitos essenciais desta teoria [B]. E sabido que,
na auséncia de um dispositivo que permita determinar
qual a fenda atravessada pela particula, observa-se um
padrao de interferéncia na distribuicao estatistica dos
impactos sobre a tela. Nesta situagao, costuma-se afir-
mar — na base da interpretacao usual — que nao faz
sentido perguntar por qual fenda a particula passou.
Evidentemente, a interpretacao da onda piloto, na qual
a particula segue uma trajetéria bem definida, deve ofe-
recer uma visao conceitualmente bem diferente.

Foi enfatizado aqui que, no estudo rigoroso do mo-
vimento da particula na interpretacao da onda piloto,
obtém-se o campo de velocidade a partir de uma solucao
normalizada da equagao de Schodinger. No caso de um
problema de espalhamento, isto requer a construgao de
solucgoes estacionarias satisfazendo as condigoes de con-
torno adequadas e a combinacao de tais solucoes para
formar um pacote de ondas. Para sistemas unidimen-
sionais, recursos computacionais atuais permitem cum-
prir esta tarefa com relativa facilidade, como visto na
secao 7. Mas no experimento de duas fendas, a equagao
de Schrodinger independente do tempo passa a ser uma
equagao a derivadas parciais e a tarefa de construir
solugoes satisfazendo condigoes de contorno, a priori
nao-triviais, no anteparo, jaz além do escopo do pre-
sente trabalho. Mesmo assim, procurar-se-a4 uma visu-
alizacao semi-quantitativa das trajetérias da particula
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através de um tratamento simplificado, baseado no uso
de uma funcao de onda estaciondria para a descri¢cao
do movimento da particula na regiao além do anteparo.
Pode-se considerar tal descricao como uma idealizacao
aproximativa do caso de um pacote de ondas de pouca
dispersao em comprimento de onda e grande extensao
longitudinal.

Por simplicidade, considera-se aqui um sistema bi-
dimensional apenas, definido no plano (z,y). SupGe-se
que o feixe incidente é paralelo ao eixo x e o anteparo
coincide com o eixo y. As “fendas” sdo pequenos furos
localizados em y = +a/2. J4 que ndo hé interagdo na
regido considerada, a Eq. (E0) satisfeita pela fungao de
onda de energia E reduz-se a

Aw(ﬂ% Z/) = —k2¢(33a Z/) ’ (56)

onde k = v2mE/h e o Laplaciano é dado, em coorde-
nadas polares, por
10,6 oY 1 0%y
Ap=——(r—)+ 57 -
rOor" Or r2 00
Comegando com uma unica fenda muito estreita lo-
calizada na origem, é natural postular uma onda difra-
tada radialmente, portanto independente do angulo 6,
de maneira que, com a Eq. (B2), a Eq. (B0) se reduz a

(57)

d d
wW— 4 u— + Y =0, (58)
U U

onde foi introduzida a variavel adimensional u = kr.
As solugbes desta equagdo sado conhecidas [BO|; para ga-
rantir que a onda afaste-se da fenda com o passar do
tempo, deve-se escolher a funcdo de Hankel Hél)(u),
cujo comportamento assintético a grande distancia é

G ()0 ~ JZ expli(u— ). (59)

Voltando ao caso de duas fendas, postula-se entao
para a funcao de onda total uma superposicao linear,
com pesos iguais, de duas fungoes de Hankel H, él) trans-
ladadas de maneira a originar-se da fenda superior e da
fenda inferior, respectivamente

Y(w,y) o HY (kry) + HSY (kro), (60)
onde
a a?
ri:|rq:§ey\: :C2+y2+ZZFay. (61)

A obtencao do campo de velocidade pela Eq. (@) requer
o calculo do gradiente da funcao de onda. Usando as
expressoes (E) e a relagao

d

g1 () = —H" (@) (62)
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entre funcoes de Hankel, obtém-se facilmente
Vi(a,y) = —k{tlres + (y — $e,JH (kry)
it lres + (u+ ey H (ko)) . (63)

Usando as expressoes (BD) e (B3), junto com a
Eq. (BI), é ficil calcular o campo de velocidade por
aplicagdo da férmula (@) e integrar numericamente a
Eq. (8) para obter as trajetérias da particula. Por
inspegao destas expressoes, vé-se que o padrao de inter-
feréncia formado sobre a tela de observacao e a forma
das trajetorias entre o anteparo e a tela apenas depen-
dem da razdo a/\ entre a distancia de separagao das
fendas e o comprimento de onda.™ A Fig. @ apresenta
resultados para a/A = 4. Evidentemente, muito perto
do anteparo, a particula deve se encontrar préxima a
uma das fendas; na integragdo da Eq. (B), foram con-
sideradas posicoes iniciais distribuidas sobre pequenos
circulos (de raio inferior & resolugao da figura) centrados
nas fendas. Vé-se que, apds sair de uma fenda isotro-
picamente, certas trajetorias sofrem desvios repentinos,
de maneira que, a grande distancia do anteparo, as tra-
jetorias formam grupos que correspondem aos maximos
do padrao de interferéncia. Cabe enfatizar de novo que
o tratamento aqui apresentado estd embasado em sim-
plificagoes drésticas e, portanto, os resultados da Fig. @
sao apenas sugestivos.

Num experimento recente [Bl], um procedimento co-
nhecido como medida fraca foi utilizado para determi-
nar trajetérias médias da particula — no caso, um féton
—num interferémetro de duas fendas. Embora a andlise
realizada independa da interpretacao, é no minimo ins-
tigante comparar a reconstrugao grafica das trajetérias
apresentada nesse trabalho com a Fig. @.

6 T T T

-0 1 I
0 2 4 6 8 10 12

x/A

Figura 7 - Trajetdrias da particula no modelo bidimensional do
experimento da fenda dupla, para o caso de uma separacao entre
as fendas igual a 4 comprimentos de onda.

10A constante de Planck e a massa da particula, presentes na expressio (l), apenas influenciam a distancia percorrida por unidade

de tempo sobre uma trajetoria.
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9. Conclusoes e comentarios

Este artigo apresentou uma introdugao a interpretacao
da mecanica quantica conhecida como interpretacdo da
onda piloto, focando sistemas simples usualmente con-
siderados num primeiro curso de graduagao dedicado
a esse ramo fundamental da fisica. Nao é intencao do
autor advogar que essa interpretagao deveria embasar
a apresentacao da mecanica quantica a alunos de gra-
duagao, substituindo a interpretagao habitual, mas ape-
nas sugerir que o professor poderia aproveita-la ocasi-
onalmente para adotar um outro ponto de vista, enri-
quecendo as sua aulas. Como indagou John Bell [BJ]

Porque serd que a visao da onda piloto esta
ignorada nos livros de mecéanica quantica?
Nao seria o caso de ensina-la, nao como a
via Unica, mas como um antidoto & autos-
satisfagao vigente?

Além da sua importancia para a compreensao pro-
funda da fisica, as questoes levantadas pela com-
paracao das interpretagdes da mecanica quantica pos-
suem grande relevancia para a epistemologia e para
a filosofia da ciéncia. A caracterizacdo do indetermi-
nismo presente na teoria quantica, seja como intrinseco
e nao passivel de explicagao, como alega a interpretacao
usual, seja como associado a uma falta de conheci-
mento, como alega a interpretacao da onda piloto, re-
presenta uma opc¢ao epistemoldgica de fundamental im-
portancia, como foi enfatizado ao longo do presente tra-
balho. Outra questao focada nos debates de cunho fi-
loséfico é a do realismo [[A] da teoria e do status on-
toldgico [EA] dos entes que dela participam. Na inter-
pretacao usual, o sistema quéantico esta inteiramente
especificado pela fungdo de onda. Vale destacar que
apenas no caso de uma particula tnica, esta onda se
propaga no espaco tridimensional usual. Para um sis-
tema de N particulas, a fungdo de onda (complexa) se
propaga no espaco de configuragao, de dimensao 3N.
E natural hesitar a atribuir o status de objeto real a
tal entidade. J& na interpretagdo da onda piloto, ha
realmente NN particulas, cada uma delas com a sua
posicao no espaco tridimensional usual bem definida —
embora desconhecida — a cada instante. A fungio de
onda orquestra os movimentos das particulas, num pa-
pel um tanto semelhante ao da lagrangiana na mecanica
cléssica.

Para ilustrar a interpretagao da onda piloto, o pre-
sente trabalho focou apenas sistemas constituidos de
uma Unica particula sem spin. Dentre o rol de assuntos
bésicos no ensino da mecanica quantica [B], a particula
de spin 1/2 e o experimento de Stern-Gerlach, ou ainda
o emaranhamento de um sistema de duas particulas,
poderiam ser apresentados proveitosamente também no
enfoque alternativo dessa interpretagao.

Nas visualizagoes animadas de fendmenos quanticos
na tela do computador [B3,Bd], observa-se usualmente
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o movimento de pacotes de ondas. Na abordagem
usual, a interpretagao destes pacotes como represen-
tando uma distribuicao de probabilidade de presenca
de uma particula estd apresentada forgosamente ape-
nas num texto explicativo que acompanha a animacao.
A interpretacao da onda piloto oferece a possibilidade
de visualizagao simultanea dos aspectos ondulatérios e
corpusculares, o que poderia ser explorado para enri-
quecer as animacoes existentes, por exemplo da reflexao
e transmissao por uma barreira, sem infringir a duali-
dade onda-particula.

Apéndice - Propriedades do pacote de
ondas gaussiano

Usando o fator de forma gaussiano (E1) e uma tabela
de integrais, pode-se deduzir os valores esperados
1 .
a?’

o 6k2 3
(B = [T ok)ktdk =k +—F +— . (65)

(k) = [ g(k)k*dk = k§+ (64)

Portanto, a energia média da particula livre com pacote
de ondas gaussiano é

h? 1
E) = —(k*) = Ey[1
(B) = g k) = Boll + o] (660
onde 212
_ 0
Ey = el (67)
A dispersao na energia é
h2
AE = a4\ _ (122
/T — ()
2 1
Okoa + 2(/60&)2 (68)

Se desejarmos que (E) ~ Ey e AE << Ey, deveremos
escolher a tal que kga >> 1.
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