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Resumo

)

Através do raio dinamico de influéncia gravitacional em torno de uma particula sélida e de
forma esférica, uma nova expressao para o Limite de Roche foi obtida. Aplicando-se essa
expressao as particulas pertencentes ao anel D, de Saturno, obteve-se para os raios interno
e externo, respectivamente, as densidades de 2,05 e 1,49 kg/m® que sdo valores razoéveis
quando comparados com as densidades dos satélites de Saturno.

Abstract

A new expression for Roche’s Limit was obtained through the dynamical radius of gravita-
tional influence around a solid and spherical particle. Appplying this expression to particles
belonging to Saturn’s D ring the densities of 2,05 and 1,49 kg/m® were found for the in-
ternal and external radius, respectively. These values are reasonable when compared to the

densities of Saturn satellites.

I. Introducgao

Newton foi o primeiro cientista a explicar a causa
das marés. através das forgas de atragao gravitacionais,
exercidas pela Lua e pelo Sol, nas dguas dos oceanos.
A Lua, pelo motivo de estar muito mais pro6xima
da Terra, produz marés ocednicas cerca de duas vezes
maiores que aquelas produzidas pelo Sol. Essas marés
provocam um aumento no periodo de rota¢ao da Terra
de, aproximadamente, trés milésimos de segundo por
século, e a Lua, por sua vez, afasta-se da Terra.’ "=

Se fosse possivel aproximar a Lua, comportando-se
como um liquido, da Terra, a menor distancia entre
os centros dos dois astros, de tal maneira que a for¢a
de maré, exercida pela Terra sobre a Lua, e a forga de
autogravitagao da Lua, ainda, estivessem em equilibrio,
seria de 2,97R (R representa o raio da Terra). Essa
distancia é chamada de Limite de Roche.

Aplicando-se o Limite de Roche ao anel D, de Sa-
turno, na suposi¢do de que as particulas constituintes
do anel se comportem como um liquido, encontram-
se densidades muito elevadas: entre 5,28 e 7,23g/cm3.
Propos-se, entao, através do raio dinamico de influéngia
gravitacional, em torno de uma particula sélida e de
forma esférica, uma nova expressido para o Limite de

Roche, e, através dela, obteve-se para as particulas do
anel D, as densidades entre 1,49 e 2,05g/cm3. .

II. Intervalo de tempo entre duas marés sucessi-
vas

Quando a Lua e o Sol se alinham com a Terra, du-
rante as fases de Lua cheia ou Lua nova, sdo produzidas
as marés mais altas. As marés mais baixas sao produzi-
das nas fases de quarto crescente e quarto minguante®.

Com a Lua na posi¢ao C, da Figura 1, o observador,
no ponto A, registra, no instante ¢, a altura maxima da
maré. Devido aos movimentos de rota¢ao da Terra, em
torno de seu eixo, e de revolu¢do da Lua, em torno da
Terra, o mesmo observador registrara o segundo ponto
de méxima altura da maré no ponto B, no instante
t 4+ At. Desta maneira, enquanto a Lua se desloca de
C até D, correspondente ao angulo @ = wp - At =
27 - At/Tg, o observador se deslocou, juntamente, com
a Terra, de A; até B, correspondente ao angulo a+r =
wr - At = 27 - At/Tr. Eliminando-se o dngulo a, entre
as duas equagdes, tem-se:

At=Ty -Tr/[2-(TL - Tr)), (1)
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Figura 1: A figura mostra o sistema Terra-Lua no plano
XOY e as marés A e B, produzidas na Terra pela Lua.

onde T = 1,00 dia e T, = 27, 3 dias representam, res-
pectivamente, o periodo de rotagdo da Terra e o periodo
de revolugdo da Lua. A equagdo (1) fornece o intervalo
de tempo médio entre duas marés sucessivas, de 12h e
27min, que esta de acordo com os resultados encontra-
dos & beira-mar2.

As marés nao sio produzidas, somente, na parte
liquida da Terra, mas também na sua parte sélida e
na sua atmosfera. A parte slida da Terra ¢, inegavel-
mente, menos deformavel do que a sua parte liquida,
por isso, as marés nas rochas sdo mais baixas que as
oceanicas. As elevagdes e decréscimos no nivel da gua,
que se observa nas praias, portos, etc., resulta da di-
ferenca entre as marés na parte liquida e na sélida da
Terra. Aproximadamente, duas vezes ao dia, elevam-se
montanhas, cidades, vales, etc., e as pessoas, longe da
orla maritima ndo se apercebem do fato. Da mesma
Mmaneira, seria impossivel de um barco, em alto mar,
perceber a subida e descida das dguas sem nenhuma
ilha por pertol.

Supondo que as partes sélida e liquida da Terra fos-
sem, respectivamente, perfeitamente elastica e perfei-
tamente fluida, as marés seriam o resultado dos efeitos
instananeos das forgas de atragio gravitacionais e as al-
turas maximas das marés ocorreriam sempre na diregao
do corpo atrativo, no caso da Figura 1, a Lua3.

II1. Efeitos das marés

Nao sendo, contudo, a parte sélida, da Terra, per-

feitamente elastica, nem a parte liquida perfeitamente "

fluida, as alturas maximas das marés nio ocorrem
quando a Lua est4, diretamente, acima do observador,
mas, sim, um pouco depois. Este fato produz, na Terra,
um efeito de tor¢ao com tendéncia a retardar o movi-
mento de rotagdo em torno de seu eixo, causando na
Lua um efeito de torgao, igual em intensidade e de
sentido contrario, com tendéncia a acelerar seu movi-
mento orbital. Assim, a Terra perde energia cinética
de rotagdo, pois uma parte é dissipada em calor pelo
atrito das marés nas praias, no fundo dos oceanos, etc.,
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e a outra é transferida a0 movimento orbital da Lua3.

observador
W,

passagea
zenital
Terra Lua

Figura 2: A figura mostra os bojos das marés, na Terra,
ndo na diregao da Lua, mas logo apés a sua passagem
zenital.

Supondo ser a desaceleragio angular da Terra, cons-

tante e igual a § = ~8,2 x 10~2?rad/s?, daqui a um
século de quanto estard acrescido o seu periodo de
rotagao??

Para responder & pergunta deve-se langar mao da
expressio do movimento circular de aceleragio cons-
tante, a saber: w = wg + 6 - At. Substituindo-se, na
€Xpressdo, w e wo, respectivamente, por 2r/(Tp + 7) e
27 /Ty, resolvendo em 7, que é muito pequeno, vem:

T~ -T2.0.-At/2r (2)

Substituindo-se, na expressio (2), To = 24h
8,64 x 10%s e At = 1 século = 3,15 x 10%, tem-se:
7 = 3,10 x 10~3s. Desta maneira, o relégio terresire
estd atrasando de, aproximadamente, trés milésimos de
segundo por século.

IV. Hipétese de Darwin

Com a deconfianga, através de registros fosseis, de
que o periodo de rotagao da Terra, em torno de seu eixo,
estava aumentando, G. H. Darwin (filho de C. R. Dar-
win, célebre naturalista inglés; autor de: Da origem das
espécies por via de selegdo natural) sugeriu, em 1880,
que a Lua poderia ter-se formado a partir de um corpo
primario que girava, em torno de seun eixo, com periodo
de, aproximadamente, 4,0h. Esse corpo primario ja de-
veria conter um niicleo de materiais pesados, densidade
média em torno de 5,5 x 10% kg/m?® e densidade super-
ficial da ordem de 2,8 x 103kg/m3 , muito semelhante 3
Terra de nossos dias3.

Qual seria o periodo de oscilagdes livres desse corpo
primitivo?

Uma maneira bem simples de responder 3 pergunta
é considerar, no corpo primitivo, uma coluna liquida
que se estenda do pélo norte até o pélo sul e que realize
oscilagdes sem atrito (ver Figura 3). Desta maneira, a
forca restauradora sobre a coluna liquida é dada por:
F=-Am-g=—pu,.A-2 g, onde Bs, g € A sdo,
respectivamente, a densidade superficial média, a ace-
leracdo da gravidade do corpo primitivo e a irea da
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Tabela 1: Através da equag¢io (2) foram calculados os
intervalos de tempo correspondentes a duragio do dia,
nas varias fases de transformacao da histéria da Terra®.

Inicio da idade At T Duragao do
dos eventos (anos) (s) dia (horas)
Cambriando 6,00 x 103 18.434 18,88
Ordoviciano 5,00 x 108 15.362 19,73
Siluriano 4,40 x 103 13518 20,24
Devoniano 4,00 x 108 12.289 20,59
Carbonifero 3,50 x 10®  10.753 21,01
Permiano 2,70 x 108 8.295 21,70
Triassico 2,25 x 102 6.913 22,08
Jurassico 1,80 x 108 5.530 22,46
Cretaceo 1,35 x 108  4.148 22,85
Paleoceno 7,00 x 107 2.151 23,40
Eoceno 6,00 x 107 1.843 23,49
Oligoceno 4,00 x 107 1.229 23,66
Mioceno 2,50 x 107  768,1 23,79
Plioceno 1,10 x 107 338,0 23,91
Pleistoceno 1,00 x 106 30,72 23,99

sec¢ao reta da coluna liquida. Essa forca restauradora
acelera a coluna liquida, de comprimento 2R e densi-
dade média u. Portanto, pela segunda lei de Newton,
tem-se: F = m-d?y/dt> = uA-2R-d%y/dt*. Igualando-
se essas forgas, obtém-se:

d’y/dt® + (p,g/uR) -y = 0. (4)

A expressao (4) representa um
mento harménico simples, de periodo dado por:

T = 2m(uR/p,g9)"/%. (5)

movi-

Assumindo os valores: R = 6,3x 10me g = 10m/s?, a
expressao (5) fornece um periodo de, aproximadamente,
2,0h8.

Sendo de 4,0h o periodo de rotagao do corpo primi-
tivo, em torno de seu eixo, as marés sucessivas, produzi-
das pelo Sol, aconteceriam com um intervalo de tempo
de 2,0h; de modo que o periodo dessas marés coincidiria
com o periodo das oscila¢des do corpo primitivo, ocasio-
nando ressonancia. Essa ressonancia poderia fazer com
que a altura das marés fossem cada vez mais altas, até
que se desprendesse do corpo primitivo. A partir desse
momento, segundo Darwin, estavam criadas a Terra e
a Lua. :

O apoio & teoria de Darwin reside no fato de ter
a Lua densidade média de 3,0 x 103kg/m3. Portanto,
ela teria se formado a partir das rochas superficiais do
corpo primitivo, que deu origem a Terra. Outro argu-
mento, mais recente, em favor da teoria é que a veloci-
dade com que a Lua se afasta da Terra, de 5,6cm/ano.,
é compativel com o intervalo de tempo de 4,6 bilhdes de
anos, que representa a provavel idade do sistema solar?.

Figura 3: A figura mostra uma coluna liquida estendida
do pélo norte ao pdlo sul, do corpo primitivo, que realize
oscilagbes sem atrito.

V. O limite de Roche para uma particula liquida

Ao lado dos argumentos em favor da teoria de
Darwin ha sérias obje¢oes. Em 1850, o astrénomo
¢ matemadtico francés E. Roche demonstrou, teorica-
mente,que se um satélite, com caracteristicas de um
corpo liquido, se aproximasse do planeta central, a uma
distancia inferior a um certo limite, as forgas de marés
do planeta sobre o satélite, se tornariam maiores que

~as forcas de autogravitagao, do satélite, dando origem

a sua desintegragao.

Para o sistema Terra-Lua, onde a massa da Terra
é, aproximadamente, 81,3 vezes maior que a massa da
Lua, e para uma distancia mitua da ordem do limite de
Roche, a Lua, devido as forgas de marés exercidas pela
Terra, apresentaria, acentuadamente, a forma de um
prolato elipsdide, enquanto que a Terra nao perderia,
significativamente, sua forma esférica®.

Desta maneira, o limite de Roche pode ser calculado

através da seguinte equagao® :
rp = 2,42(M°/M)3 - (u/u)'P R (6)

onde M*, M, p e R sao, respectivamente, a massa
efetiva, a massa, a densidade média e o raio da Terra;
a densidade média da Lua é representada, em (6), por
Hi-

A razao entre a massa efetiva da Terra e sua massa
é calculada pela seguinte expressio:

M /M =[14+m/3M - (1+m/M)-(¢c/3R)]/(1 - c/R)

’ (7)
onde ¢ e m sdo, respectivamente, o semi-eixo maior do
prolato elipsdide (forma assumida pela Lua) e a massa
da Lua®.

Sendo, para o sistema Terra-Lua, M*/M = 1,12 ¢
ufp1 = 1,65, a expressio (6) fornece, para o limite de
Roche:

rp = 2,97R, 8)
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Figura 4: A figura mostra as possiveis formas assumidas por um corpo, que obedece as leis de fluido ideal e é
autogravitante: a) O corpo nao apresenta movimento de rotacio e é solitario; forma esférica. b) O corpo esta
sujeito as forgas de marés; prolato elipséide. ¢) O corpo gira em torno de seu eixo e as for¢as de marés siao

despreziveis; oblato elipsdide.

que seria a menor distancia entre os centros da Terra
¢ da Lua, para que as forgas de marés, exercidas pela
Terra sobre a Lua, e as forgas de autogravitagao, da
Lua, estivessem, ainda, em equilibrio. Para distancias
menores que esse limite a Lua se desintegraria. Este
resultado exclui a possibilidade de que a Lua teria, em
outra época, se desgarrado da “Terra”, contrariando a
teoria de Darwin,

A expressio (6) aplicada a uma particula, que obe-
dece as leis de fluido ideal, de densidade pp, massa
m << M e semi-eixo, ¢ << R (com estas restrigoes,
a expressio (7) fornece M* /M = 1,00), fornece

re = 2,42 (u/u)'? - R. (9)

Figura 5: A figura mostra a Terra, com sua forma
esférica, e a Lua, muito proxima do limite de Roche,
assumindo a forma de um prolato elipséide. Terra e
Lua giram em torno de um centro de massa comum ao
sistema.

VI. O limite de Roche para uma particula sélida

O raio dinamico de influéncia gravitacional, em
torno de uma particula sélida e esférica, de raio R, e
massa M,, descrevendo um movimento circular, de raio
r, em torno de um planeta, ¢ dado por:

ra = (M, JAM)? p, (10)
onde M representa a massa do planeta’.

Na expressio (10), a medida que a distancia r vai
diminuindo, diminui, também, o raio de influéncia gra-
vitacional, rq, em torno da particula. Assumindo-se,
entdo, ry = R,, a distancia da particula ao planeta
assume o valor do limite de Roche, a saber:

R, = (M, /AM)}? . r}. (11)
Substituindo-se, em (11), M, = 4= - R} -y, /3, M =
4x - R* - u/3 e resolvendo a expressio em ry, tem-se:

rp = 1,59 (u/m)'* - R, (12)
que representa o limite de roche em torno do planeta, de
densidade média p e raio R, para uma particula sélida
e de densidade pu,.

Se todas as particulas que constituem os anéis de
Saturno estivessem nos seus respectivos limites de Ro-
che, quais deveriam ser, entao, as suas densidades? A
Tabela 2, construida com o auxilio das equagdes (9) e
(12), responde a essa pergunta, fornecendo as respecti-
vas densidades para particulas liquidas e sélidas.
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Tabela 2: A tabela foi construida com o auxilio das equagdes (9) e (12). As duas iiltimas colunas fornecem, res-
pectivamente as densidades médias de particulas liquidas e sélidas, para os anéis de Saturno, na suposigio de que
estivessemn nos limites de Roche. O raio e a densidade média de Saturno foram assumidos, respectivamente, como
R=6,03x 107m = 1,00R e 2 = 0,70 x 10%kg/m?. As abreviagdes (int), (cen) e (ext) significam, respectivamente,

raio interno, raio central e raio externo do anel®.

Anel Dist. x 10=° Dist.x R™T pr x 107° m, x 1077
(m) (kg/m®)  (kg/m*)
(int) 6,70 1,11 7,23 2,05
D (cen) - - - -
(ext) 7,44 1,23 5,28 1,49
(int) 7,44 1,23 5,28 1,49
C (cen) - - - -
(ext) 9,19 1,52 2,80 0,79
(int) 9,19 1,52 2,80 0,79
B (cen) - - - -
(ext) 11,7 1,95 1,36 0,38
(int) 12,2 2,02 1,20 0,34
A (cen) - - - -
(ext) 13,7 2,27 0,85 0,24
(int) - - - -
F (cen) 14,0 2,33 0,79 0,22
(ext) - - - -
(int) - - - -
G (cen) 17 2,8 0,44 0,13
(ext) - - - -
(int) 18 3,0 0,37 0,11
E (cen) - - - -
(ext) 48 8,0 0,020 0,0056

Tabela 3: A tabela fornece a distancia dos varios satélites, ao centro de Saturno, e suas respectivas densidades®.

Satélite Dist. x 107" Dist. x B! (m) Dens. x 1077
(kg/m®)

1980528 13,8 2,28 4
1980527 13,9 2,31 ?
1980526 14,2 2,35 T
1980S3 15,1 2,51 ?
1980S1 15,1 2,51 yf
Mimas 18,6 3,08 1,44
Companheiro de Mimas 18,6 31 ?
Encélado 23,8 3,05 1,16
Tétis 20,5 4,88 1,21
1980513 20,5 4,88 ?
1980525 20,5 4,88 ?
Dionéia 377 6,26 1,43
198056 378 6,27 7
Réia 52,7 8,74 1,33
Tita 122 20,3 1,88
Hipérion 148 24,6 7
Japeto 356 59,0 1,16
Febe 1300 215 7




A Tabela 3 fornece as distancias dos satélites, ao
centro de Saturno, e suas respectivas densidades. Apés
a descoberta do anel E, de raio externo 8,0R, medido
a partir do centro de Saturno, todos os satélites com
distancias menores se encontram no sistema de anéis, a
partir do satélite 1980S6.

VII. Conclusoes

A expressao (1) foi obtida de uma maneira muito
simples. Fizemos a suposi¢do de que a Lua descrevesse,
em torno da Terra, um movimento circular e isto n3o
é, absolutamente, correto. Na realidade, Terra e Lua
descrevem seus movimentos em torno de um centro de
massa comum ao sistema e considerando um movimento
eliptico, para a Lua, poderia trazer, como conseqiiéncia,
flutuagdes positivas e negativas, em relagao ao intervalo
de tempo médio de 12h e 27min entre duas marés su-
cessivas. Estas flutuagdes, em torno desse intervalo de
tempo médio, poderiam justificar os diferentes interva-
los de tempo, entre marés sucessivas, observadas i beira
mar?. Contudo, mesmo com este tratamento simples,
imposto a solugao do problema, a expressio (1) fornece
um intervalo de tempo diferente daquele de 12 em 12h,
como afirmam alguns livros didaticos de Fisica e de di-
vulgacdo de Astronomia.

As marés, provocadas pela agio gravitacional da
Lua e do Sol, trazem, como conseqiiéncia, um aumento
no periodo de rotagao da Terra, em torno de seu eixo
de, aproximadamente, trés milésimos de segundo por
século. Este é um dos fatores que levaram os cientis-
tas a formularem uma nova defini¢do para a unidade
de tempo, tornando-a independente do movimento de
rotacao da Terra. ‘

Na suposi¢ao de que a desaceleragdo angular da
Terra tenha se mantido constante, durante todos es-
tes anos de sua histdria, obtivemos a equagio (2) e,
com esta equagao, a Tabela 1. Observa-se que os corais
atuais mostram cerca de 360 anéis de crescimento por
ano, enquanto que, os corais do Devoniano apresenta-
vam cerca de 400 anéis de crescimentoS. Concluimos, a
partir destas observagdes, que deveriam ser do conheci-
mento de G. H. Darwin, que no periodo do Devoniano
o dia deveria ter, aproximadamente, 21,6h, que'é com-
pativel com o resultado obtido na Tabela 1. Com o
conhecimento, através destes registros fosseis, de que
o periodo de rotagio da Terra estava aumentado, Dar-
win pode concluir, através da conservagio do momento
angular, que a Lua deveria estar afastando-se da Terra.
No inicio, segundo Darwin, a Terra e a Lua constituiam
um inico corpo.

Aproximadamente, trinta anos antes de Darwin pro-
por sua teoria sobre as origens do sistema Terra-Lua, E.
Roche havia sugerido uma distancia limite, de maxima
aproximagdo, entre a Terra e a Lua, definida pela
equagao (8), de valor 2,97R. Teria a Lua se desgarrado
da “Terra” e estado a distancias menores que 2,97R,
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sem contudo se desintegrar, violando o limite de Ro-
che?

Apds a descoberta do anel E, anel mais externo de
Saturno, com raio externo de 8,0R (R=6,03x10"m re-
presenta o raio de Saturno), todos os satélites, a partir
do satélite 1980S6, estao contidos no sistema de anéis.
Se o sistema de anéis foi formado por satélites que se
desintegraram, por se encontrarem a distancias, do cen-
tro de Saturno, menores que seus respectivos limites de
Roche, por que, entdo, esses satélites “sobreviveram”?
Devemos advertir que nio ha nenhuma incompatibili-
dade fisica neste fato, pois o limite de Roche diminui
com o aumento da densidade do satélite. Um satélite de
densidade média 2,0g/cm®, em forma de aglomerado, e
comportando-se como um liquido, segundo E. Roche,
poderia “sobreviver”, aproximadamente, entre os anéis
B e A. Contudo, o mesmo satélite na forma de um sélido
“sobreviveria”, até mesmo no anel D (ver Tabela 2).

Se o satélite 1980528, o mais préximo de Sa-
turno, localizado entre os anéis A e F, estivesse, exa-
tamente, no seu limite de Roche e comportando-se
como um liquido, deveria apresentar densidade média
de 0,84g/cm®. Comportando-se como um sélido, entao,
sua densidade média seria, somente, de 0,24g/cm3. Por
outro lado, se ele ndo se encontra, exatamente, no seu
limite de Roche, concluimos ser sua densidade média
superior a 0,84g/cm3.

Qual seria a densidade do satélite que gerou o anel
D? Como poderia ter-se encostando tanto em Saturno?
Se o satélite tivesse comportamento liquido, para “so-
breviver” as forcas de marés e chegar a essa distancia
do centro de Saturno, de 1,11R, deveria ter densidade
média, da ordem de 7,0g/cm?®, que é muito exagerada.
Com comportamento de um sélido, esse mesmo satélite,
poderia ter atingido o anel D, com densidade média
de 2,0g/cm3, que seria uma densidade um pouco mais
razoavel para os satélites de Saturno.
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