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A dindmica do péndulo simples invertido com o ponto de suspensao oscilante e considerada. A

condigao de equilibrio do péndulo na posicao vertical invertida e derivada, utilizando o formalismo

de Lagrange ¢ métodos matemdéticos simples. Mostra-se que a posi¢ao horizontal pode se tornar

estiavel também, mediante o movimento apropriado do ponto de suspensao.

The dynamics of an inverted pendulum with vibrating suspension point is considered. The equili-
brium condition at top position is derived using the Lagrange formalism and simple mathematical
tools. The possibility of stabilization at horizontal position is demonstrated too.

I Introducao

A mecanica e frequentemente vista como uma area es-
tabelecida, onde nao se podem esperar descobertas que
possam influenciar outras areas. Porém, no ensino e na
pesquisa, tem que haver uma preocupacgao constante
com o carater global que pode estar associado a um
dado fendmeno [1]. Esse cardter global pode se apre-
sentar como um principio com diversas manifestacoes

em areas totalmente diferentes.

Neste trabalho, visamos mostrar como se podem
descobrir fenomenos complexos e inesperados até nos
sistemas mais simples, cuja descricao esta ao alcance

de alunos principiantes.

Com essa finalidade, escolhemos um exemplo, tal-
vez o mais simples de todos: um péndulo simples. Para
descobrir uma dinamica complexa nesse sistema, basta
virar o péndulo para cima (figura 1). A posi¢do 6§ =0
neste caso, sera a posicao de equilibrio, pois o torque
M = mgLsenfl anula-se. Essa posi¢ao, porém, nao é
estdavel, pois nela dM/d6 = mgL cos 6 > 0. Isso signi-
fica que qualquer desvio do péndulo da posicao 8 = 0
gera o torque positivo, isso é, voltado para fora desta

posicao.
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Figura 1. Modelo do péndulo invertido com o ponto de
suspensao oscilante.

Existe um método simples para tornar a posicao
do péndulo “para cima” estavel. Se aplicarmos as vi-
bragdes verticais ao ponto de suspensiao do péndulo (fi-
gura 2), notaremos que o mesmo vai permanecer vol-
tado para cima se a frequéncia das vibragoes superar
um certo valor que depende dos parametros do péndulo.
Mais ainda, se tocarmos nele, o péndulo vai oscilar em
torno da posicao para cima da mesma maneira que
um péndulo comum oscilaria voltado para baixo. Esse
fenomeno interessante, que ocorre num sistema tao sim-
ples como um péndulo, foi descoberto 86 neste século [2]
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e até hoje estd despertando um interesse constante en-

tre pesquisadores [3].
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Figura 2. Dispositivo mecanico: péndulo invertido com o
ponto de suspensdo vibrante. A frequéncia das vibragoes
depende da velocidade do motor elétrico.

11 Oscilador forcado: solucao

para trajetorias médias

A explicagao tedrica do fenomeno é bastante simples

Consideremos uma equagao de movimento de um os-
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cilador nao linear com uma forga restauradora f(z) e
sujeito a acao de uma forca externa periddica com am-

plitude F'(x) [4]:

mi + f(x) = F(x)cos(§2). (1)

Aqui Q >> 1/T, onde T' = 27w é o periodo carac-
teristico do péndulo nao perturbado. A idéia basica
consiste em procurar as solucdes da equacdo (1) na

forma

z(t) = X(1) + px(1), (2)

onde X (t) e x(t) sao as partes “lenta” e “rdpida”, isto

é, as taxas de variacao temporal dessas  funcgoes
sio T ~ 2mjwyg e T ~ 27/ respectivamente, e

H=wo /0l << 1.

A justificativa fisica da solugdo (2) se d4 ao fato
de que o sistema, por causa da inércia, responde fra-
camente as pulsacgoes rapidas da forca externa. Substi-
tuindo (2) naequacao (1) e expandindo todas as fungdes

na aproximacao linear em p:

9 9
FX 0~ 500+ (F) P 0 = 100+ () )
X X
obtemos a equacao
gt = =100 =y (3] [P0 () | eostan. (4)
X X

Essa equacao contém  termos de dois ti-

7 Para separar esses ter-

pos: “lentos "e “rapidos”.
mos, podemos determinar a média temporal sobre o
perfodo rapido 7 = 27/Q (< ... >;= L [7(...)dt). Mais
precisamente, a equagao (4) tem a forma: Lento +
Rapido = 0. Os termos lentos variam pouco durante o
periodo 7, portanto, < Lento >, & Lento. A equacao
toma a forma: < Lento >, +Rapido = 0. Por ou-
tro lado, é claro que < Répido >;= 0 (por exemplo,

fOT oS (27”15) dt = 0). Portanto, aplicando < ... >, a

nossa equacao Imais uma vez, cONseguimos separar as
equagoes: < Lento >,= 0; Rapido ~ 0. Entao, o pri-
meiro passo consiste em tomar a média < ... >, da
equacdo (4). Somente os termos lentos sobrevivem a
essa operacao. Os demais termos formam a equagao

rapida. O resultado é:

k=100 + (i (G5 ) costam) + )

T
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pmX & —xp (g—i)x + F(X) cos(£2). (6)

Na equacao rapida (6), os termos tem ordens diferen-

tes. O termo py é da ordem de puQ?y ~ woQy (porque

X ~ cos(§2t)). Esse termo ndo é pequeno. Ao contrario,

af
ox

zado. Assim, a equagao pode ser integrada e resulta:

o termo py ) é muito menor e pode ser despre-
X

rx) cos(£2t). (7)

pmsd?

X R —

Essa é a resposta rapida do sistema a acao da
forca externa. O ponto central dessa teoria é que isso
nao é uma unica resposta do sistema. As trajetérias
médias X (1) sdo afetadas também. Substituindo (7)

na equacdo (5), calculando a média e observando que
1 [ cos? (2t) dt = 1/2, obtemos

dor nao linear sujeito & acao de uma forca externa de
alta frequéncia (1). O ultimo termo na equagao (8) é
uma nova forga efetiva gerada pela for¢a externa. Va-
mos mostrar, que no caso do péndulo, essa for¢a adici-
onal pode estabilizé-lo na posi¢ao para cima ou até na

posicao horizontal.

111 Péndulo Simples Forcado:
Consideracao Teorica

O modelo tedrico do péndulo invertido é mostrado na fi-
gura 1. O ponto de suspensao esta vibrando na dire¢ao
salt) =

vertical com amplitude A e frequéncia

Acos(§2t).

A equagao de movimento do péndulo pode ser ob-

.. 1 F(X oF tida facilmente no formalismo de Lagrange. Os compo-
mX + f(X)+ = (2) - =0 (8) . ~ : ;
2 mS2 ox ] x nentes da velocidade sao v, = Lfcosw, vy, = —Lfsenf+
O resultado (8) é muito importante. Ele repre- a(t), e assim obtemos a energia cinética e a energia po-
senta a equacao de movimento efetivo de um oscila- tencial:
|
M, o M.q .

T= E(LH) + - (t) — mLOa(t)senfl; U = mgLcost + mga(t). (9)

Portanto, o lagrangiano L =T — U é:

m, g | m. .

L= E(LH) — mgLcost —mga(t) — mLa(t)send + 54 (1). (10)

A equacao de Euler % (%ﬁ;) = % para o lagrangi-

ano (10) toma a forma

s 2
6 — isenﬁ = —
L

senf cos(§2t). (11)

Essa equacao de movimento do péndulo invertido tem
a forma geral (1). Entdo, a teoria da se¢ido 2 pode ser
aplicada. Se denominarmos o angulo médio como ¢
(significa ¢ = X)), a equacao efetiva (8) se reduz a:

ZQZ

mL*p — mgLsengp = — sen(2¢p). (12)

A equacgao de movimento para o angulo médio ¢.
O movimento real do péndulo consiste em uma super-
posi¢ao das oscilagoes rapidas x(¢) e do movimento mais

lento ao longo das trajetérias o(t):

0(t) = o(t) + px(t) (13)

Podemos reescrever a equagao (12) como mLg = M.y,
mA:Q2 sen(2¢).

A condicao de equilibrio e M.y = 0, que ¢ satisfeito na

onde o torque efetivo M.; = mgLsenp—

posicao ¢ = 0. Mas essa posicao s6 se torna estavel se

(djy—;f) < 0 (torque restaurador). Entao, obtemos
=0

a condicao de estabilidade do péndulo invertido com o

ponto de suspensao oscilante:

AQ > \/2gL (14)

Na equacao (14) A é a amplitude das vibrag¢des do

ponto de suspensao e 2 é a frequéncia. Portanto, AQ
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é a velocidade linear média do ponto de suspensao. A
condi¢ao (14) mostra que essa velocidade tem que supe-
rar uma certa velocidade caracteristica, vy = /291,
para que o péndulo seja estavel na posi¢ao vertical in-
vertida. Cabe destacar, que esse critério quantitativo

coincide muito bem com dados experimentais.

IV  Estabilidade na Posicao ho-
rizontal

Se a possibilidade de estabilizar um péndulo na posi¢ao
para cima ja é um fato interessante, a possibilidade de
faze-lo na posicao horizontal parece incrivel. Porém,
1880 nao é impossivel. S6 que neste caso, as vibragoes
do ponto de suspensao tem que ter componentes hori-
zontal e vertical: a(t), a,(t). Utilizando o formalismo

de Lagrange, como na se¢ao 3, derivamos a equa¢ao de
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movimento:

soog o ay(t) ax(t)
6 Lsenﬁ_ I senf L cos 0 (15)

Vamos considerar um caso mais geral de movimento

do ponto de suspensao:

ay(t) = Acos(£2t) + Bsen(Qt)
ap(t) = Ccos(§2t) + Dsen(2t) (16)

Como na se¢ao 2, procuramos a solucdo da equagao (15)
na forma de uma soma de duas partes: lenta e rdapida:
0(t) = ¢(t) + B(t) (aqui B(t) = px(t)). Utilizando o
raciocinio e os procedimentos da secao 2, achamos a

resposta oscilante do sistema:

B(t) ~ %(sengpay (t) — cos pax(t)), (17)

bem como, a equagao efetiva para o angulo médio ¢:

mL?p = mgLseny + msenpcosp(< dy(t)ay(t) > — < dx(t)ag(t) >)+

sen?p < Gy (t)ay (t) > —cos?p < dy(t)ay(t) >] (18)

Analizemos agora a posi¢ao horizontal ¢ = 7/2.

Neste caso, o torque efetivo na equagéo (18) se reduz a

M| | =mgl4 <i(a,(t)>  (19)
)

2

O calculo da média da:

< g (t)ay(t) >= —Q*(AC + BD)/2.

Os critérios de estabilidade M.; = 0, djc‘f—;f < 0 na
posi¢ao ¢ = /2 sio:

29I
AC+DB =22 .

e C?*+ D* > A* 4+ B?  (20)

Entao, para estabilizar um péndulo na posicao hori-
zontal, basta dar ao ponto de suspensao o movimento
(16) com as amplitudes sujeitas as condigdes (20). E
claro, que existem muitas possibilidades diferentes de
faze-lo. A segunda condi¢do (20) diz que o movi-
mento do ponto de suspensao deve ser “mais intenso”
na dire¢ao horizontal (amplitudes C, D) do que na ver-

tical (amplitudes A, B). Mas 86 o movimento horizontal

nao é suficiente: com A = B = 0 é impossivel satisfazer
as condigdes (20).

A equacao (18) é valida para qualquer angulo. Po-
demos deduzir, entao, as condicoes de estabilidade do
péndulo a um angulo arbitrario. Essa estabilizacao fica
possivel mediante um movimento apropriado do ponto

de suspensao.

A\ Conclusao

O exemplo do péndulo invertido mostra que uma agao
rapida externa (“fast driving ”) é capaz de mudar
completamente as propriedades e o comportamento
de um sistema e pode fazer coisas que parecem mi-
lagres (estabilizacdo do péndulo a qualquer angulo).
Um sistema forcado (“driven system”) nao é mais ele
mesmo e pode permanecer nos estados absolutamente
impossiveis nas condi¢oes normais. O interesse por sis-
temas for¢ados vem crescendo nos tltimos anos. Re-

centemente, fizemos uma generalizacao da teoria ex-
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posta no presente artigo para uma classe muito geral
de sistemas dinamicos [5]. Uma descoberta dos efeitos
analogos ao péndulo invertido nos sistemas mais com-
plexos (plasma, cristais etc) seria de um grande inte-
resse.

Nikolai P. Tretiakov agradece ao CNPq o apoio a

pesquisa.
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