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Perturbacao paramétrica em mecanica quantica

(Parametric perturbation in quantum mechanics)
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Estuda-se a perturbacdo causada pela variagdo dos proprios parametros definindo o sistema quéntico, como
no caso de ocorrer variagdo no tempo da carga nuclear num atomo hidrogenéide. Mostra-se que quando a va-
riacao é lenta comparada com o periodo das excitagoes quanticas, o sistema se mantém no estado original. Isto
ja nao ocorre quando a variagao é rapida - como seria no caso de uma emissao nuclear 3 -, quando as excitagoes
sao finitas nao permitindo que a aproximacao de dois niveis seja satisfatoria. Neste caso, deve-se invocar a conti-
nuidade da fungéo de onda no momento da descontinuidade do parametro para se obter as amplitudes excitadas.
Palavras-chave: perturbacio paramétrica, perturbagdo quéntica dependente do tempo.

We study the perturbation caused by the variation of parameters defining the quantum system itself, as
would be the case of a temporal change in the nuclear charge of a hydrogenic atom. It is shown that the system
remains practically in the original state whenever the variation of the parameter in relation with the period of
the quantum oscilations is small. This is not the case for a sudden variation - as in the case of a nuclear (8
desintegration -, when finite excitations do occur. In this case is easier to match by invoking the continuity of

the wave function during the sudden parameter change in order to obtain the excited amplitudes.
Keywords: parametric perturbation, time-dependent quantum perturbation.

1. Introducgao

A teoria de perturbag@ao em mecanica quantica é bem
conhecida, tanta a estacionaria como a dependente do
tempo [1,2]. No presente trabalho estaremos consi-
derando esta 1ltima, mas numa situacao muito espe-
cial: suponhamos que parametros da hamiltoniana, por
exemplo, a carga nuclear Z num atomo hidrogendide,
fosse, hipoteticamente, funcao do tempo. Para todos
os valores estéaticos de Z, conhecemos as auto-fungoes
e energias, que assumiremos discretas, e o problema é
saber como o sistema evoluiria quando os parametros
variassem no tempo. Intuitivamente esperamos que se
esta variagao for suficientemente lenta, o estado inicial
do sistema serd um invariante adiabatico, ou seja, que
o sistema se mantera neste estado apesar da variacao
paramétrica. Estuda-se também o outro limite, como
seria o caso de uma desintegracdo nuclear 3 quando
de fato excitagoes finitas ocorrem, invalidando a apro-
ximagao de dois niveis. Neste caso, em principio, é mais
expediente invocar a continuidade da funcao de onda no
momento da descontinuidade.
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2. Teoria

Seja a hamiltoniana H na qual se especifica o parametro
(. Para a equacao dos auto-estados temos

H(x, B)on(x, 8) = En(B)dn(x, ), (1)

em que ¢, (x, ) sdo as auto-fungoes e E,(f) as auto-
energias. A solugdo da Equagdo de Schrodinger da
funcao de onda dependente do tempo,

Hx A, 5.1) = in LS00 )
¥068.0) = enlontx e —E ), (3

em que o0s a,(0) sao as amplitudes de probabilidade em
t = 0. Suponhamos agora que [ seja uma funcao do
tempo, S(t). Temos agora, em vez da Eq. (2),

H (e, B0) ¥, 3(0) 1) = in I
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e vamos propor a solucao
t) = an(t)on(x, B()Yalt),  (5)

em que Y, (t) é

. et
Yo (t) = exp —Jo L) ©)
na qual devemos determinar as amplitudes a,(t). Na
verdade, estamos desenvolvendo a funcao de onda nos
auto-estados instantaneos - que no presente caso sao
conhecidos -, e nao, como costumeiramente realizado,
em termos dos auto-estados nao perturbados. Notemos
1) que quando ¥(x, 3(t),t) dado na Eq. (5) é introdu-
zido no lado esquerdo da Eq. (4), o operador H (x, 3(t))
agird somente em ¢, (x, 5(t), ao passo que a derivada
temporal do lado direito agira sobre os trés termos do
somatdrio e 2) que se A for funcao do tempo, ele deve ser
inserido no integrando do expoente de Y,,(¢) na Eq. (6).
Temos entao

Soults
dﬁ 3%
85

em que notagao simplificada foi adotada, omitindo-se
a dependéncia completa nas varidveis, por questao de
espaco. O lado esquerdo da Eq. (7) é cancelado pelo
tltimo termo do lado direito, resultando

> 2l x, By, ) -

UKL AT

B)bn n—zhz — L OnYn +

an¢n n(ﬂ) L] (7)

Multiplicando por ¢, (x, (), auto-funcao real para esta-
dos ligados, e integrando no espago vem

da?n
dt

com

I¢n

Amn(8) = {om|Z7), (97)

em que se usou por comodidade a notagéo bra-ket de
produto escalar. A ortogonalidade das auto-fungoes
permite afirmar que para n = m, tem-se A, (8) =0

pois 5
<z5m _ o d _

e, a ortonormalldade, para m # n,

9 7
% <¢m|¢n> =0, — Amn(ﬂ) = _Anm(ﬂ>7 (10)
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em que o asterisco significa complexo conjugado. Note-
mos que: (1) ao cessar a perturbagao, com dF/dt nulo,
as amplitudes a,, se mantém constantes e a funcao de
onda ¥ da Eq. (5) é solugdo da Eq. (2).; e (2) 3
pode ter amplas variagoes, bastando que o tempo em
que ela ocorre seja suficientemente grande. De fato, se
B = Bo+ (Bi — Bo)t/T, e fixando 3; >> fy, entdo po-
demos escolher T suficientemente grande fazendo ainda
dB/dt pequeno.

3. Aplicagao, variacao lenta, sistema de
dois niveis de energia

Vamos considerar o caso mais simples de dois niveis de
energia, 1 e 2. Temos as duas equagoes

da]_ o dﬁ zz(ﬁ)

il a1 Az (B)e*\, (12)
doy __d5 -
dt = — dt a2A21<B)€ s (13)

em que z é dado por

1 t
=1 [B60) - BEoE. 9

Escolhemos As1 e ndo Ao porque no exemplo a se-
guir sobre o 4tomo hidrogendide, é Aoy a amplitude po-
sitiva. Na verdade as Egs. (12) e (13) permitem definir
uma nova varidvel ‘temporal’ v tal que dy = Aq1(8)d3
(que, com a escolha feita, caminha para o futuro se
dp/dt é positivo) e podemos escrever

= —ale_i’zw%). (15)

As freqiiéncias atomicas (Fy — Ep)/h sdo em ge-
ral muito altas e na hipdtese em que o parametro
B varie lentamente, podemos dizer que numa certa
época g, o expoente é z(y) = w(yo)y, em que w(vg)
pode ser considerado constante. Isto é, definimos
w(v0) = (1/7)z(7) como constante. E como no
caso do péndulo de comprimento varidvel em que em
cada época o movimento (rdpido) pode ser considerado
harmonico, apesar de sua freqiiéncia variar lentamente,
com a diferenca de que agora temos o sistema de duas
equagoes

da1

— —iw(v0)Yy dag _

i ase e i —ae0)7 (16)

para o qual propomos as solugoes
a1 =17 e ay = cpe'?7, (17)

supondo que originalmente o sistema partiu do nivel 1,
fundamental. Fazendo as substitui¢oes, obtem-se duas
solucoes

b —w £ Vw? + 4w e b w =+ vVw? + 4w
1= 9=

2 B 2 » (18)
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em que se omitiu a dependéncia de w em .

Das duas solugoes, devemos escolher aquela que leva
a uma amplitude de a; (isto é, ¢;) maior que a de as,
tendo em vista que o estado ‘inicial’ era o estado 1.
Tendo em conta que a frequéncia w é grande, obtem-se
a solugao
C2 —1

em que — ~ ———  (19)

by ~ ~
! . wt+l/w’

; b22w+

€=
IS

ou seja, pela relagdo mais a direita da Eq. (19), que
a amplitude do estado 1, permanece praticamente inal-
terada e que a excitagao do estado 2 é muito pequena.
Este resultado permite estender o resultado para o caso
de muitos estados ja que pode-se considerar que cada
estado excitado comunica-se essencialmente s6 com o
estado fundamental (com o w apropriado na Eq. (19)),
0 qual por sua vez, permanecerda minimamente afetado
pela variacao lenta do parametro (.

4. Variacao lenta da carga nuclear em
atomo hidrogendide

Vamos aplicar os resultados da secao anterior para o
caso idealizado da mudanca lenta da carga nuclear Ze
num dtomo hidrogendide, sendo as Egs. (1) e (2), com
H dado por

H=-—Vv2_ 2% (20)

sendo as auto-energias FE, dadas por FE, =
—Z%e2%/2n%ag, sendo ag = h?/me? o raio de Bohr, sendo
m e e a massa e a carga do elétron e i a constante de
Planck racionalizada. As fungoes de onda do estado
fundamental 1s e do primeiro excitado, 2s, sao

1 K —Zr/a
¢17S(T):73/2Z3/26 Zr/ o
mTag
1 Zr
b (1) = ——— Z%/2(2 = Z=)emZ7/290 (21)
4v2mal? ag

De passagem, notemos que os elementos de matriz
de transigdo na Eq. (11) s6 serdo nao nulos para estados
s. Temos entao para 3, A12 e dz da secao anterior

32 3e2 [7
= 2= Z%d. 22
972 8aoh/o - (22)

Vamos supor que Z variasse de Zy a Zg + 1 em 1s.
w(T =1 s) seria entdo (9v/2e2T/256hag)[((Zo + 1)® —
Z8)/n[(Zy + 1)/Zy)] da ordem de 10'°, com o que a
Eq. (19) mostra que a excitagao é praticamente nula.

B=2, Ay =

5. Variagao ‘instantanea’

O caso da variagao ‘instantanea’ da carga, por efeito de
uma possivel desintegragao nuclear, também pode ser
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abordado na aproximacgao de dois estados. Voltando as
Egs. (15), podemos anular os expoentes no lado direito,
temos as equagoes

da1 dGQ

— =a2 € — = —a 23

d’}/ 2 1, ( )
com as solugoes a; = cosvy e as = sen . No caso de
um atomo hidrogenéide isto d4, com Z a carga final,

Z Z
A1 = COS(Ahl 7£) € Qo3 = Sen(Aln 72)7

32
sendo A= —— =2 514. (24)

9v2

Como estamos supondo dtomo hidrogendide, em que
Zy nao é grande (a ndo ser que tivéssemos um super-
ion), o argumento das fungoes angulares néo é necessa-
riamente pequeno e o tratamento nao pode ser esten-
dido a outros estados, como no caso da variagao rapida.
Neste caso, é muito mais simples invocar diretamente a
continuidade da func@o de onda no tempo, para se obter
as amplitudes excitadas. De fato, sendo ¢1(f1,2) e
¢n (B2, ), respectivamente, a fungdo de onda no estado
inicial correspondendo ao parametro (31, e as funcoes
de onda estaciondrias excitadas quando o parametro
instantaneamente se torna s, as amplitudes destas po-
dem ser achadas do desenvolvimento de ¢ (81, ) no
conjunto ¢, (02, z). Para o caso de dois estados, o re-
sultado na Eq. (24) é re-obtido e nao haveria difi-
culdade em principio de estender o estudo do atomo
hidrogendide para outros estados s, através daquele de-
senvolvimento. Mas mesmo com esta simplicagao a ma-
nipulacao das integrais envolvendo os polindémios de La-
guerre é bastante trabalhosa e nao serd tentada aqui.
Como aplicagao geral, vamos considerar o caso de uma
particula numa caixa de potencial infinito nas paredes,
estendendo-se inicialmente entre 0 e L e que se alarga,
de repente, de 0 a BL, B > 1. As fungoes de onda que

interessam sao
2 T
T) =] =sen—,

ouBo) = [ gpsen’sE @)

Os coeficientes a,, do desenvolvimento

$1(x) = andn(B,x),
n=1

L
an, :/ (ZSn(ﬁax)qbl(x)dxv (26)
0
fornecendo
~ —2sen(nm/f3)
R T Vi

1
VB
Como a probabilidade de transigao é dada pelo qua-
drado das amplitudes, a excitagao para altos n/s cai

se n=p. (27)
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com 1/n*. Para prosseguir a discussio notemos que a,,
na Eq. (27) pode ser escrito como

2 sen(n(1—-n/B)

L+n/B Br(l-n/B)’
com o que vemos que a transicao mais provavel se
dé para o estado em que n ~ [, com probabilidade
~1//. Se /3 é grande, muitos estados podem ser excita-
dos, porém com baixa probabidade. A funcao de onda
Uy (x,t) para t > 0 serd

Uy (z,t) = anon(z, 3) exp(

n=1

an

(28)

7Z.En(ﬂ)t)
h b
(nmh)?
V2(BL)5/2

com F, =

(29)
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