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Resumo Estabelecemos neste trabalho as condigdes que um sistema dina-
mito bidimensional deve satisfazer para admitir simetrias de Lie. Obte-
mos, entdo, essas simetrias para diversas situagoes fisicas, e construi-
mos, em alguns casos, as quantidades conservadas a elas associadas. Em
seguida utilizamos o método de Lie inverso para gerar classes.de siste-
mas bidimensionais integraveis. Enfatizamos, concluindo, que o método
nao permite a identificagcdo de todos os sistemas integraveis bidimensio-
nais.

1. INTRODUGAO

A integrabilidade para sistemas hamiltonianos com N graus de
liberdade, no sentido de Liouville, pressupde a existéncia de N inte-
grais de movimento analiticas, globais, em involugao, e independentes

do tempo. Liouville!??

mostrou que, com a existéncia dessas N quanti-
dades conservadas, o0 sistema de equacdes sera integravel por quadratu-
ras. Para un sistema bidimensional, por exemplo, essa integrabilidade
significa a existéncia de uma integral primeira, isolavel, e indepen-
dente do hamiltoniano.

Recentemente os sistemas que n3o satisfazem estas condigdes
- 0s sistemas ndo integraveis - tém sido estudados com grande interesse,
en particular no que se refere ao surgimento de estruturas cadticas que

poderiam modelar muitos fendmenos complexos da natureza®’".

Métodos pa-
ra a identificagdo e analise de sistemas integraveis tém, portanto, sua
importancia.

0 procedimento mais direto empregado na construgdo e determi-
nacdo de sistemas integraveis parte da suposicdo de que a integral pri-
meira (quantidade conservada ou invariante, termos mais usados pelos fi-
sicos) teria uma forma especifica, por exemplo UM determinada expansao
polinomial nos momenta, e analisa as condi¢cdes impostas ao hamiltoniano
do sistema para que ele admita uma quantidade conservada deste tipo.

Historicamente, Bertrand introduziu essa idéia’. Whittaker® a utilizou
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na analise de sistemas hamiltonianos que admitem quantidades conserva-
das quadréaticas nos momenta e Darboux encontrou solugbes bastante ge-
rais para o caso de sistemas bidimensionais. Hn anos recentes essas in-
vestigagbes foram retomadas: assim Holt® estendeu a andiise deWhittaker
para quantidades com dependéncia cibica nos momenta, Lewis e Leach en-
contraram o invariante quadratico mais geral para sistemas hamiltonianos

'% procedeu a umes-

unidimensionais e dependentes do tempo9 e Hietarinta
tudo sistematico para os casos bidimensionais com dependéncia até a quar-
ta poténcia nos momenta e até a quinta nas coordenadas. Um extensdo do
procedimento foi também considerada por Hall!!, permitindo a identifi-
cagao de quantidades conservadas para sistemas com valores Fixos para a
energia. A utilizagdo do método de Whittaker para sistemas ndo hamil-
tonianos, partindo diretamente das equagdes de mcvimento, foi analisada
por un de nos'?,

Contudo, ndo existe ainda un método geral para se determinar
se um sistema dinamico dado € ou nao integravel. Entre todos os siste-
mas possiveis descritos por equagles diferenciais conhece-se hoje somen-
te um pequeno nimero de classes de sistemas integrdveis. Conjeturas im-
portantes sobre as \caracterl'sticas de um sistema integravel tém sido es-
tudas nos UGltimos ar)los, en particular aquela relacionada a propriedade
de Painlevé; essa conjetura foi introduzida nos trabalhos de Sofia Kowa-
levskaia'® ao analisar, no século passado, a integrabilidade do siste-
ma de equacgdes que descreve rotacdo de um corpo rigido en torno de um
ponto fixo, em un campo gravitacional constante. Diz-se que un sistema
possui a propriedade de Painlevé quando as singularidades de suas solu-
¢des no plano complexo sé&o polos“. Estudos sistematicos dessa conjetu-
ra tém examinado também a integrabilidade de sistemas de equacgdes dife-
renciais parciaisls; ela ndo abrange, contudo, todos os casos integra-
veis, tendo sido generalizada recentemente (através da chamada proprie-
dade de Painlevé fraca ) para englobar novos casos integra’veisle. No
entanto, permanece o seu carater conjetural e a construcdo das quanti-
dades conservadas por este meio fica na dependéncia da utilizagdo deou-
tros métodos, como, por exemplo, o método direto de Whittaker.

Neste trabalho procuramos discutir como as simetrias deumsis-

tema de equacdes diferenciais ordinarias (as simetrias de Lie!”*!®) po-
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dem auxiliar na identificacdo de sistemas integraveis. Fazemos isso pa-
ra o caso bidimensional e baseados no fato de que, de alguma forma, a
existéncia de quantidades conservadas esta ligada as simetrias do sis-
tema, como é claramente demonstrado, no caso de sistemas hamiltonianos,
pelo Teorema de Noether'®. 0 método de Lie nos permite muitas vezes en-
contrar quantidades conservadas embora de maneira ndo tdo direta como
o Teorema de Noether. A andlise das simetrias das equacBes de movimento
pode eventualmente se tornar uma alternativa importaqte para se estudar
a integrabilidade de um sistema dindmico e para a construcdo das inte-

grais primeiras.

2. SIMETRIAS DE LIE

Sophus Lie'” na busca de métodos que auxiliassem a resolucéo
de equagbes diferenciais introduziu a idéia de transformagdes continuas
de simetria, ou seja, transformacgdes infinitesimais nas variaveis depen-
dentes e independentes que deixam o sistema de equagbes invariante. Mos-
trou, além disso, que os geradores infinitesimais destas transformacfes
possuem uma estrutura de grupo (os grupos de Lie) e que o conhecimento
destas simetrias é un poderoso auxiliar na analise das solugdes para o
sistema. Isto se aplica tanto a equaces diferenciais ordinarias como
parciais. Neste trabalho consideraremos somente sistemas bidimensionais
e nos ateremos, portanto, a aplicagao do método de Lie a equacBes dife-
renciais ordinarias e de segunda ordem.

Se partirmos de un sistema descrito pelas equacfes

hy 28, - F,(x) =0 (1)

as condicdes de Lie para que estas permanecam invariantes sob as trans-

formacgdes infinitesimais

8
]

x, + eni(x,t)

(2)

o+
R

t + ¢ &(x,t)
sdo
AL =0 . (3)
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0 operador U* tem a forma

9 3 )
”'=5:rf+“i'a?;+“% gf“”‘é =,
1
onde
ol Lo
toodt v gt
n‘!=dn%-:’é.§
[ Et dt

(os indices repetidos indicam uma soma en relagao a estes Indices).

A resolucdo do sistema de equagbes diferenciais parciais li-
neares, obtido da aplicacdo das condicdes (3) ao sistema de equagbes
considerado (1) - tomando-se como independentes os termos envolvendo po-
téncias diversas nos ':Ci -, permite a identificacdo das transformagoes
de simetria & e rii para o sistema.

Consideramos agora um resultado importante, € de demonstragéo

21,22

simples , que permite a construcdo de integrais primeiras (quantida-

des conservadas) a partir das simetrias de Lie: a aplicagao do operador

2 3 3
1 = [
U -£E+nirxi'+ni35:. ,

onde & e rii sdo simetrias do sistema, a uma quantidade conservada for-

nece uma segunda quantidade conservada. !sto é

dI, :Z12
= t = 3 — B
Se v 0 e U'I, =I, , entao T 0 (4)
A quantidade |, obtida por esse processo podera n3o ser uma quantidade

conservada nova mas uma combinagao de outras j& conhecidas ou
apenas uma constante numeérica.

Métodos de construcdo de integrais primeiras por integragao
direta e baseados nos geradores de simetria podem também ser aplica-

d0523$22
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3. SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

Dentro do objeti\;o do trabalho, o de analisar as simetrias de
Lie de um sistema bidimensional, aplicamos as condicGes (3) ao sistema

autbnomo

5' fl(x’y) 0

(5)

]-/. = fZ(xty) 0.

Fazendo a suposicdo de serem ndo lineares as expressfes para
f1 e f2 (as simetrias de Lie para os casos lineares tém sido amplamente
consideradas na literatura®*’2%), obtemos de (5) e (3) a forma mais ge-

ral para as transformag¢des de simetria

o(t)
(d/2 + e)z + ey + alt) (6)

12

™

nz = (¢/2 + e}y + clz + B(2)

com as seguintes equacgdes a serem satisfeitas

s . .
AL T RN R R Sk LI ¢
af 3f, 3 . -

R REACES DEEFAAS TALELINL

Analisaremos a seguir as simetrias de varios casos bidimensio-

nais tipicos, com a utilizagdo das expressdes (6), (7) e (8).

A = 0 problema de Kepler

Para un sistema bidimensional com a forga E=- Lz 7 as trans-
-~ . . ~ r
formagoes de simetria serdo
E=Ct+ (0,
. 2
1, = § Clx = Cay (9)

Tl2=%01y+.€3x-
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Os geradores independentes séo

9
X1=-3E

3 3
Xz-.’l,‘-a—y--y-&; (]0)
_ .8 2.3 2 3
Tstgmg*3®wt3vy

e correspondem a simetria de translagao temporal, & simetria de rotacéo
e a uma simetria de escala, respectivamente. Os comutadores, que deter-

minam a algebra de Lie associada a estes geradores sao

[Xx’Xz] = [Xz’xa] =0, EXI’XS:' =X

Prince e Eliezer“, partindo do gerador X3, mostraram a conservagao do

vetor de Runge-Lenz.
B - Consideremos o sistema hamiltoniano descrito pelo potential

V(ey) = ale? + y2) + L4 B2 an
xZ yl
onde a, B; e B, sdo positivos. Trata-se de um sistema evidentemente in-
tegravel devido a separabil idade do potential.

6 mostraram que esse potencial, juntamente com

Fris e outros’
mais outros trés tipos, pertence a uma classe de sistemas en que todas
as Orbitas sdo fechadas para E<0. Eles demonstraram isto ao procurarem
por sistemas que possuissem quantidades conservadas quadréaticas nas ve-
locidades e utilizando as relagcGes de comutagdo com o Hamiltoniano.

As equac¢des de movimento para este caso sao

F=- 200+ 282

x3 (12)
. 2
y=-2ay+%

Y

e a aplicacdo das condigdes de Lie (3) leva aos seguintes geradores
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3

Xl =-5?
x2=cos(@€t)%- %sen(/@_t)(x-g}-+y-§g) (13)
X3 = sen(v’gat)-?rt + fﬁcos(/ﬁt)(m% + y%)

e as relacdes de comutacdo

[XI,XZJ = '/ﬁxh [XI»X3] = /BEXZ ’
[Xz)xaj = mxl M

A algebra de Lie associada a estes geradores € a do SU(2). A
estrutura compacta desse grupo esta relacionada ao fato das Orbitas se-
rem fechadas. Note-se que o periodo do movimento surge na anélise dos

geradores e de seus comutadores. As trajetdrias classicas sdo dadas por

2 1/2
x2=ﬂ+[;£!—'—8'l} Sen(@t+¢1)

20 [4ho?
2 1/2
I3 13
y: =24 u-k—l sen(v@_at+¢2)
2a - aJ

onde E = E, + E; = energia total.
A utilizag3o dos operadores U' aplicados & energia dos siste- >

ma conduz as seguintes quantidades conservadas

U;(l E =0
v, B~ V29 sen(v8Ba )] [2a(x?+y?)-28, /c?-28,/y "]+ [wityy] -
2
[ha cos(vBa t)] + [V2a sen(vVBax t) [x%+§%]
vy E = [V20 cos (Y83 )] [2ala®+y®) 28, /2"~ 2B, /y"]+ [woyi)

[-sasent/Ba £)]+[x?+y*] [-V28 cos(VBa )] .
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Etiminando-se a coordenada temporal entre |, e I, temos a integral pri-

meira que comprova a integrabilidade do sistema

2

T = (2%45%)7% + balxbryi)? + l_Zot(x2+y2) J 2B _2:@_2]
22 y2

2

2 2 . .
-ha[x2+y2-£-~§f] (% + 3% .
T )

E interessante notar que este sistema apesar de ter todas as
orbitas fechadas para E<0 n3o viola o teorema de Bertrand®’ j& que o

potencial (11) é ndo central.

C - Sistemas de Henon-Heiles

En 1964 Henon e Heiles“, num importante artigo em que anali-
savam potenciais adequados para a descricdo do movimento de una estrela

numa galaxia com simetria axial, introduziram o seguinte potencial
2 2
x y 2 1 3
V=% + - = . 14
7 "7 tTY T3y (1)

Através de una analise por computadores eles mostraram a ndo

integrabilidade deste sistema (exceto no caso de baixas energias). Esse

potencial, ligeiramente generalizado para a forma
ax?® | by’ 2 i 3
V=T+—12L"+d.ry'—3'ey (‘S)

tornou-se fonte importante de estudo na area de sistemas nao integra-
veis. Trés casos integraveis foram identificados e as quantidades con-

servadas determinadas. Sao eles
i - e=-d
il - e =-64
iii - e=-16d , b= 16a .

0 Gltimo caso foi proposto por Chang et aZ.zs, baseados na propriedade
de Painlevé.

As condicdes de Lie aplicadas as equagBes de movimento obti-
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das de (15)
T = -qr - 2dxy

y = -by + ey® - dx’

(16)

levam ao Unico gerador
)

X1=—a?

Vé-se, por este exemplo, que, ao contrario de suposi¢cdo usada
por Leach®? na analise do caso en que a=b=c=d=1, o0 sistema pode ser in-
tegravel (como nos trés casos citados) e ndo possuir nenhuma outra si-
metria de Lie, no sentido geométrico aqﬁi' atribuido, além da translagao
temporal. Neste caso o método de Lie ndo permite a construgcdo de uma
segunda quantidade conservada se nos ativermos somente a simetrias geo-
métricas. Note-se que os casos integraveis acima podem ser obtidos em
conjunto se utilizarmos o Teorema de Noether e admitirmos transforma-

goes de simetria que dependam das velocidades™".

D - Potencial Quartico

0 potencial
Ax?  By? )
vo=2 e 3y ot o+ Dx%y? o+ By an
2 2 .
tem sido utilizado como modelo simplificado an teorias de campo e tam-
bém examinado en relagdo a integrabilidade.

As condigoes de Lie conduzem a dois casos especiais:

i- AfB

Neste caso o Unico gerador de simetria é

X, = a
1= qt (18)
e o método ndo permite a identificacdo de casos integraveis. Outros me-
todos, como o teorema de Noether“, por exemplo, levam aos seguintes ca-
sos integraveis
a) E=c, D=2C
b) C = 16E, D = 12E, A = ip;
c) C=8E, D=6E, A =45,
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iit-A=28

Se C =D= E/2 os geradores de simetria séo

a
Xy = o
ot (19)
3 3
syt Ty
e a quantidade conservada € | = xy-&y .

Un outro caso integravel, ndo determinado pelas simetrias de

Lie, ocorre para

E - Rede de Toda

0 potencial introduzido por Toda para interagao exponencial
entre particulas quando aplicado ao caso de duas massas e supondo-se 0s

extremos fixos tem a forma

V=e™®4 eb(x—y) + 7 (20)
0 Unico gerador de Lie que as equagGes de movimento para esse

caso possuem € a translagao temporal

3

X1=§-£

o'que ndo permite a construcdo de integrais primeiras pelo procedimento
que estamos utilizando. A identificacdo dos casos integraveis para esse
potencial foi feita por Bountiset al.az, pelo método que usa a pro-
priedade de Painlevé, e as integrais primeiras obtidas pelo método di-
reto por Dorizzi et al.??. Os casos integraveis ocorrem para

a - m/m =1, a=b=)

b - m/my=1, a=1, b=1/2

c - m/me=1/2, a=1, b=1/2

F - Potencial de Nikolaevski e Schur

Um sistema bidimensional reconhecidamente nao integravel foi
. . 3 . .
estudado por Nikolaevski e Schur®* que o introduziram como um caso par-

ticular das equacdes de Yang-Mills classicas e que é descrito pelo Dno-
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tencial

i (21)

Os geradores de simetria associados as equagoes de movimento

proveni entes desse potencial séo

X, = —
T (22)

Xz—-t-gz+.~—+y—

com o comutator [XZ,XI] =-X1.
A aplicacdo de U' a energia ndo conduz a uma nova quantidade
conservada

' E=0 : U'E =AE
UXIEO,UXZEL»

As simetrias de translagdo temporal e de escala nao sao suficientes nes-

te caso para garantir a integrabilidade do sistema.

G - Sistema nao Hamiltonianos

Consideremos dois exemplos simples de sistema nao hamiltonia-
nos e analisemos suas$ simetrias de Lie:

i = As equacgdes de movimento

=y
(23)
y=-y
admitem os seguintes geradores de simetria
X, = 9/0t
X, = sentg—x- cos t %y
‘- a a
3 -»cost-a,—_-+ senta: (24)
_ ., a
Xy =t %
X. = 3/3x .

5

A integrabilidade do sistema € facilmente detetavel. Duas de suas quan
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tidades conservadas sao

I =a+y e I =y2/2+y2/2

ii - Para as equacdes

%= 1/z%
. (25)
y=aly'
os geradores de simetria séo
=4
X, Y
J d J
X2=2t-a?+x-rx+ya—y (26)
3 (] d
X, =t? =+t ty &
3 3% X + vy %

onstituindo a algebra $0(2,1),
Pelo método direto de identificagcao de quantidades conserva-

das obtem~se a seguinte expressédo

2.2 2.2 3
T=8E 424 | g+ L 2 . (27)
2 2 I

A aplicagdo de U' neste caso ndo gera novas quantidades conservadas

U I=U0TIT=0,I=20
X X, X

Apesar deste sistema possuir uma estrutura de simetria signi-
ficativa sé conseguimos identificar a quantidade conservada indicada. A
integrabilidade ou ndo desse sistema permanece en aberto.

E interessante observar que na analise da integrabilidade de
sistemas ndo hamiltonianos muito pouco se conhece. Gs principais resul-
tados de estudos sobre integrabilidade de sistemas dinamicos, como 0
teorema de Liouville ou o teorema KAM, se referem a sistemas hamiltonia-

nos.
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4. CONSTRUGAO DE SISTEMAS BIDIMENSIONAIS INTEGRAVEIS

Cs exemplos da segdo anterior sugerem a idéia de que, dentro
de certas limitagdes, un sistema podera ser integravel se possuir uma
estrutura adequada de simetrias de Lie e que poderiamos construir as in-
tegrais primeiras adicionais a partir destas transformacfes de simetria.
Procederemos, entdo, a resolugdo, em varios casos, do problema inverso
do considerado na segdo 3. encontrar as equagdes de movimento que pos-
suem un determinado grupo de simetria e, para sistemas hamiltonianos,
identificar classes de sistemas integraveis.

Consideraremos alguns casos particulares das transformagoes
para sistemas bidimensionais ndo lineares (6) que possuam uma estrutura

de simetrias ndo trivial

A -
g = ¢(t)
$(2)
n, ==Lz
1 5 (28)
6(t)
Ll
A substituicdo de (28) nas condigées (7) e (8) conduz as equa-
coes

. . (3f, o, 3f, (29)
- ¢ b mm—— e em——] = 0 -
[3y  y oy ]
Qo ¢ é fungdo somente de t, teremos
zy |
fl = l‘)(y) .Tc? + Kx
(30)

1
T2 "p(‘z:)y—aw*Ky

= hip (31)
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onde K & uma constante, ¥ e p funcdes arbitrarias.

Se o sistema for.hamiltoniano, a energia seré

E

2 .2 - ]
%—+1?2L—fwx3dx--]—2((x‘i+y2) . (32)

A partir das solugoes de (31), trés casos se distinguem:
Al - K=20
Teremos entéo

2
E =Bt> +B,t + B,

=
L}

(Bt + B,/2)x (33)

n, = (B,t + B,/2)y

Os geradores formardo a algebra S0(2,1)

_ 9
Bma
o 3 3
Xz—zt—a?#'xé;;‘*y-a; (34)
N T T
X3 =t 3—t+tx§3—3+ty %

Se o sistema for hamiltoniano a aplicagdo de U)'( a energianos
1
permitira identificar uma segunda quantidade conservada e mostrar, por-
tanto a sua integrabilidade. Fazemos isto aplicando primeiramente U}‘{3
Uy E = 2tE - (xztyy) = I, . (35)
3
Obtivemos assim uma quantidade conservada com uma dependéncia
temporal explicita. Fazendo uso da mesma propriedade de U, aplicada a
3

X
l,, teremos

Up I = 2¢%E - 2t{xi+yy) + (2%+y?) . (36)
3

Eliminando a coordenada temporal entre eqgs. (35) e (36) achamos a se-
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guinte quantidade conservada para os sistemas com o hami!toniano (32 ){cam
k=0)

(&y-x) 2 + 2(x%+y®)V
ou (37}
2E(z2+y?) - (xi+yy)®

Um caso particular é o do sistema com potencial Vv = (1/xy ).

Além da energia esse sistema possui a seguinte integral primeira

2,2 2.2
=8X L ZY ey + 44
7 + —3 ayxy + L+

I
Y

A2 - K =w?>0

Neste caso os geradores infinitesimais serdo

3
Xl = it_
2wt 0 9 3
X = e (-gg+wx-5—x-+wy-a?) (38)
_ 2wt 3 3 LR
X3 =e ('rt wr ax wy ay)
com as relagdes de comutacdo
[X;,Xz] = 2wXa [Xz,Xa] = -hwX, ; [Xl,Xs:] = -2wX3 .

Utilizando os operadores U)'(. aplicando a energiaeq. (32), para

|
este caso, teremos

U}'(IE'=0

Uy E= 20 & (aiyd) - [Be? (aP4y )]} = 200, (39)
E

UL E= e Ly (wieys) + [Brw? (@Bay?))} = 20Is .
3

0 produto de I, e I, serd também uma quantidade conservada e

indeoendente do tempo
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| = w? (xt+yy) - [E+0? (x%4y?)]? (40)
mostrando a integrabilidade desta classe de sistemas.

AR -K=-wl<o

Neste caso temos os seguintes geradores

3

X1="a'—t'
Xz-senZwtg—;+c052m (:cg—x+y%/-) (1)

a . a a
X3 = cos 2wt At sen 2wt (rb-:; ty ‘ay')

que obedecem a algebra do SU(2). A segunda quantidade conservada obtida

pel 0 processo que estamos utilizando sera
I=(F- v (x%y?]% + wi(zi+yy) ? . (42)

B - Facamos agora a seguinte escolha para as transformacfes de simetria

£ =c,
ny, = Q(t) ("‘3)
n, = B(¢)

As condigdes (7) e (8) levam a

oa=C e +0C, edmt

(4k)
B=C,0
f, = wire + ¢ (y=C,yx)

{(45)

£, = wly + V(y=Cy)

Os geradores de simetria sédo
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9
X, = prs
wt 9 wt 3
X, = e 54'032 Eg ) (u6)
X3=e_mg;+6'3 -Z‘Jt%—
com 0s comutadores
i,xg =wr2 ;3 [X,Xy) = -wXs ;5 [X2,Xs] =0 | (47)

Para un sistema hamiltoniano deste tipo a energia €

. .2

i 2 2
E=5S+ yz_ -5 (x2+y?) + V(y-Caz) . (48)

Os operadores U}'{ correspondentes a eq. (46), quando aplica-

dos a eq. (48) fornecem t
‘u;(lz =0
vy E = &% (z-wz) + €y (wy) = I, (49)
U;(aE = 7V () + Cylyruy) = I,
Eliminando t entre I, e |, chega-se a quantidade conservada
I = (+C39) 2 - w?(x+Cey)? . (50)

Analogamente ao que fizemos nos casos anteriores, outras es-
colhas particulares podem ser feitas para as transformacdes de simetria
e, pelo uso das condigcdes (7) e (8), as equagBes de movimento que as ad-
mitem podem ser determinadas. Para sistemas hamiltonianos podem ser de-
terminados casos integraveis embora, como j4 visto no item anterior, as

simetrias geométricas de Lie ndo permitam a determinacdo de todos eles.

5. CONCLUSOES

Podemos resumir en trés pontos principais a anéalise do método
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de Lie, como aplicado neste trabalho:

i - 0 conhecimento das simetrias de Lie pode, em varios casos,
permitir a obtencdo de quantidades conservadas e identificar algumas
classes de sistemas integraveis (seg¢do 3). En livro recente sobre a Me-
canica Classica, Santilli3® afirma: Also, it iSnot known at thistime, even
formally, whether or not Lie's method can produce all symmetries needed
for the solution ofa system by quadratures. Se nos restringirmos as si-
metrias geométricas os exemplos analisados mostram que a resposta a es-
ta questdo de Santilli é negativa: o método de Lie ndo permite a iden-
tificacdo e a construcdo de quantidades conservadas para todos os casos
integraveis (por exemplo, casos Il11-C, II1I-E). A construcdo das quanti-
dades conservadas a partir das simetrias € feita através de um processo

2x=23 5y através do operador primeira extensdo U'

de integragao direta
L-p.ex., casos |I1-B e IV-A]

ii = O procedimento aqui empregado permite muitas vezes a
identicagdo de simetrias geométricas ndo obtidas pelo Teorema de Noether
[caso 111-A]

iii - 0 método aplica-se também a sistemas ndo-hamiltonianos,
ao contrario do Teorema de Noether [p ex., casos IHi-G i, I1i-G ii].

Generalizagdes do método poderiam, eventualmente, suprir al-
gumas de suas deficiéncias. Um generalizagcdo possivel seria admitir-se
transformacgbes de simetrias dependentes das velocidades (por exemplo,
transformagdes de contato) buscando identificar outros casos integra-
veis e construir as integrais primeiras. Ura outra extenséo: analisar
as simetrias (de Lie ou de Noether) para sistemas haniltonianos sobre
uma hipersuperficie com valor fixo para a energia. A idéia de identifi-
car quantidades que sejam invariantes apenas para un valor fixo da ener-
gia foi introduzida por L.S. Hal1l? que as denominou de ZInvariantes con-
figuracionais. Analogamente ,poderiamos introduzir o conceito de sime -
trias configuracionais como aquetas transformacdes que mantém a equacgéo
(ou a acao) invariantes sobre uma hipersuperficie de energia constante;
estas simetrias poderiam ser utilizadas, no Teorema de Noether ou no mé-
todo de Lie, para a identificacdo de invariantes configuracionais. Um
aplicagéo importante ‘desse tipo de extensdo seria o desenvolvimento de

.processos de identificagdo de simetrias e invariantes aproximados.
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Un problema fundamental permanece: a especificagao clara da
estrutura minima de simetria suficiente para a integrabilidade do sis-
tema. Este € um ponto importante cujo discernimento ajudaria a esclare-
cer as relagdes entre: simetria x integrabilidade x estrutura analitica

das solugées (Propriedade de Painlevé).
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Abstract

We establish the conditions that a two-dimensional dynamical
system must satisfy to have Lie's symmetries. Then we obtain these sym-
rnetries for several physical situations, and construct the conserved
guantities associated to these symmetries, in some cases. Furthermore
we use the inverse Lie method to generate classes of integrable systems.
W& emphasize in the conclusion that the method does not allow the cons-
truction of all integrable systems.



