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Resumo Estabelecemos nes te  t r a b a l h o  as condições que um sistema d ina-  
mito b id imensional  deve s a t i s f a z e r  para a d m i t i r  s i m e t r i a s  de L i e .  Obte- 
mos, então, essas s i m e t r i a s  para d ive rsas  s i  tuações f í s i c a s ,  e  c o n s t r u i -  
mos, em alguns casos, as quantidades conservadas a  e l a s  associadas. Em 
seguida u t i l i z a m o s  o  método de L i e  inverso para gera r  c lasses.de s i s t e -  
mas b id imens iona is  i n t e g r á v e i s .  Enfat izamos, conclu indo,  que o  método 
não permi te  a  i d e n t i f i c a ç ã o  de todos os sistemas in tegráve is  b id imensio-  
n a i s .  

A i n t e g r a b i l i d a d e  para sistemas hami l ton ianos com N graus de 

l iberdade, no s e n t i d o  de L i o u v i  l l e ,  pressupõe a  e x i s t ê n c i a  de N i n t e -  

g r a i s  de movimento a n a l í t i c a s ,  g l o b a i s ,  em involução,  e  independentes 

do tempo. ~ i o u v i l l e " ~  mostrou que, com a  e x i s t ê n c i a  dessas N q u a n t i -  

dades conservadas, o  sistema de equações será i n t e g r á v e l  por  quadratu- 

r a s .  Para um sistema b id imens iona l ,  po r  exemplo, essa i n t e g r a b i l i d a d e  

s i g n i f i c a  a  e x i s t ê n c i a  de uma i n t e g r a l  p r i m e i r a ,  i s o l á v e l ,  e  indepen- 

dente do hami l ton jano .  

Recentemente os sistemas que não sa t i s fazem estas condições 

- os sistemas não i n t e g r á v e i s  - têm s i d o  estudados com grande in teresse,  

em p a r t i c u l a r  no que se r e f e r e  ao surgimento de e s t r u t u r a s  c a ó t i c a s  que 

poder iam modelar mui tos  fenômenos complexos da Métodos pa- 

r a  a  i d e n t i f i c a ç ã o  e  anál  i s e  de sistemas i n t e g r á v e i s  têm, por tan to ,  sua 

importânc ia.  

O procedimento mais d i r e t o  empregado na const rução e  determi-  

nação de sistemas i n t e g r á v e i s  p a r t e  da suposição de que a  i n t e g r a l  p r i -  

mei r a  (quantidade conservada ou i n v a r i a n t e ,  termos mais usados pe los  f Í- 

s i c o s )  t e r i a  uma forma e s p e c i f i c a ,  por exemplo uma determinada expansão 

p o l i n o m i a l  nos momenta, e  a n a l i s a  as condições impostas ao hami l ton iano  

do s is tema para que e l e  admi ta uma quant idade conservada d e s t e  t i p o .  

His tor icamente,  Ber t rand  i n t r o d u z i u  essa i d é i a 5.  Whi t t a k e r 6  a  u t i l i z o u  
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na a n á l i s e  de sistemas hami l ton ianos que admitem quantidades conserva- 

das quadrát  icas nos momenta e Darboux encontrou soluções bas tan te  ge- 

r a i s  para o caso de sistemas b id imens iona is .  Em anos recentes essas i n -  

vest igações foram retomadas: assim ~ o l t '  estendeu a a n á l i s e d e w h i t t a k e r  

para quantidades com dependência cúbica nos mrnenta, Lewis e Leach en- 

contraram o i n v a r i a n t e  quadrá t i co  mais g e r a l  para sistemas hami l toníanos 

unidimensiona i s  e  dependentes do tempo9 e ~i e t a r i  n t a l o  procedeu a um es- 

tudo s i s t e m á t i c o  para os casos b id imensionais  com dependência a t é  a quar- 

t a  po tênc ia  nos momenta e a t é  a q u i n t a  nas coordenadas. Uma extensão do 

procedimento f o i  também considerada por  H a l l  l, permi t indo a i d e n t  i f i -  

cação de quantidades conservadas para sistemas com v a l o r e s  Fixos para a 

energ ia.  A u t i l i z a ç ã o  do método de Whi t taker  para sistemas não hami l -  

ton ianos,  p a r t i n d o  d i re tamente das equações de mcvimento, f o i  anal i sada 

por um de nós1'. 

Contudo, não e x i s t e  a inda um método g e r a l  para se determinar  

se um sistema dinâmico dado é ou não i n t e g r á v e l .  En t re  todos os s i s t e -  

mas poss íve is  d e s c r i t o s  por  equações d i f e r e n c i a i s  conhece-se h o j e  sornen- 

t e  um pequeno número de c lasses  de sistemas i n t e g r ã v e i s .  Conjeturas i m -  

por tan tes  sobre as c a r a c t e r i ~ t i c a s  de um sistema i n t e g r á v e l  têm s i d o e s -  
'\ 

tudas nos ú l t i m o s  anos, em p a r t i c u l a r  aquela re lac ionada  à propr iedade 

de Pain levé;  essa c o n j e t u r a  f o i  i n t r o d u z i d a  nos t raba lhos  de S o f i a  Kowa- 

levska ia13  ao a n a l i s a r ,  no século passado, a  i n t e g r a b i l i d a d e  do s i s t e -  

ma de equações que descreve ro tação  de um corpo r í g i d o  em to rno  de um 

ponto f i x o ,  em um campo g r a v i t a c i o n a l  cons tan te .  Diz- se que um sistema 

possui a  propr iedade de Pa in levé  quando as s ingu la r idades  de suas so lu-  

ções no p lano complexo são po los14 .  Estudos s is temãt i cos  dessa con je tu-  

r a  têm examinado também a i n t e g r a b i  l idade de sistemas de equações d i f e -  

r e n c i a i s  p a r c i a i s 1 5 ;  e l a  não abrange, contudo, todos os casos i n t e g r ã -  

v e i s ,  tendo s i d o  genera l  izada recentemente (at ravés da chamada p ropr  ie- 

da'de de Pa in levé  fraca ) para englobar  novos casos i n t e g r ã v e i s 1 6 .  No 

en tan to ,  permanece o seu c a r á t e r  con je tu ra1  e a const rução das q u a n t i -  

dades conservadas por e s t e  meio f i c a  na dependência da u t i l i z a ç ã o  deou-  

t r o s  métodos, como, por  exemplo, o  método d i r e t o  de Whi t taker .  

Neste t r a b a l h o  procuramos d i s c u t i r  como as s i m e t r i a s  deumsis- 

tema de equações d i f e r e n c i a i s  o r d i n á r i a s  (as s i m e t r i a s  de ~ i e " ' ' ~ )  po- 
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dem a u x i l i a r  na i den t i f i cação  de sistemas integráveis.  Fazemos isso pa- 

ra  o caso bidimensional e baseados no f a t o  de que, de alguma forma, a 

ex is tênc ia  de quantidades conservadas está l igada às s imetr ias do s i s -  

tema, como é claramente demonstrado, no caso de sistemas hami l tonianos, 

pelo Teorema de ~ o e t h e r ' ~ .  O método de L i e  nos permite muitas vezes en- 

cont rar  quantidades conservadas embora de maneira não tão d i r e t a  como 

o Teorema de Noether. A anál i se  das s imet r ias  das equações de movimento 

pode eventualmente se to rnar  uma a l t e r n a t i v a  impor ta l te  para se estudar 

a in tegrab i l idade de um sistema dinâmico e para a construção das i n te-  

g ra i s  pr imeiras.  

2. SIMETRIAS DE LIE 

Sophus ~ i e "  na busca de métodos que auxi l iassem a resolução 

de equações d i f e renc ia i s  in t roduz iu  a idé ia  de transformações cont ;nuas 

de s imet r ia ,  ou seja, transformações i n f i n i t es ima is  nas var iáve is  depen- 

dentes e independentes que deixam o s istema de equações invar ian te .  Mos- 

trou,  além disso, que os geradores i n f  i n i  tesimaís destas transformações 

possuem uma es t ru tu ra  de grupo (os grupos de ~ i e )  e que o conhecimento 

destas s imetr ias é um poderoso a u x i l i a r  na aná l ise  das soluções para o 

s i  stema. I s t o  se apl i ca  tan to  a equações d i f e renc ia i s  o r d  i ná r i as  como 

pa rc ia i s .  Neste t rabalho consideraremos somente sistemas bidimensionais 

e nos ateremos, portanto, a apl icação do método de L i e  à equações d i fe-  

renc ia is  o rd iná r i as  e de segunda ordem. 

Se p a r t i  rmos de um sistema descr i  t o  pelas equações 

as condições de L i e  para que estas permaneçam invar iantes sob as trans- 

formações i n f i n i t e s i m a i s  

são l 8  
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O operador v' tem a forma 

onde 

(os Índices repet idos indicam uma soma em relação a estes Índices).  

A resolução do sistema de equações d i f e renc ia i s  pa rc ia i s  l i -  

neares, ob t i do  da apl icação das condições ( 3 )  ao sistema de equações 

considerado ( 1 )  - tomando-se como independentes os termos envolvendo po- 

tências diversas nos ki -, permite a ident i f i cação das transformaçÕes 

de s ime t r i a  5 e r i .  para o sistema. 
Z 

Consideramos agora um resul tado importante, e de demonstração 

~ i m ~ l e s ~ ~ ' ~ ~ ,  que permite a construção de i n teg ra i s  pr imeiras (quantida- 

des conservadas) a p a r t i  r das s imet r ias  de L ie :  a apl icação do operador 

onde 5 e r i .  são s imet r ias  do sistema, a uma quantidade conservada f o r -  
2 

nece uma segunda quantidade conservada. I s t o  é 

A quantidade I, obt ida  por esse processo poderá não ser uma quantidade 

conservada nova rnasuma cvmb inação  de  o u t r a s  j á  c o n h e c i d a s  ou 

apenas uma constante numérica. 

Métodos de construção de i n teg ra i s  primei ras por i ntegraçâo 

d i r e t a  e baseados nos geradores de s imet r ia  podem também ser ap l  ica- 
d0s2 3 > 2 2 
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3. SISTEMAS BIDIMENSIONAIS 

Dentro do objet iGo do trabalho, o de ana l isar  as s imet r ias  de 

L i e  de um sistema bidimensional, aplicamos as condições (3) ao sistema 

autônomo 

Fazendo a suposição de serem não 1 

fl e f 2  (as s imet r ias  de L i e  para os casos 1 

consideradas na l i tera tura2"  ") , obtemos de 

r a l  para as transformações de s imet r ia  

ineares as expressões para 

i neares têm s i  do amplamente 

( 5 )  e (3) a forma mais ge- 

com as seguintes equações a serem s a t i s f e i t a s  

af 1 af 1 
... 

<P -p-"-'-ay 'I, + fib2 - t i) + c1f2 + - 2 x + I; = o (7) 

Analisaremos a seguir  as s imetr ias de vár ios  casos bidimensio- 

na is  t í p i cos ,  com a u t i  l ização das expressões (61, (7) e (8) .  

A - O problema de Kepler 

-+ 
Para um sistema bidimensional com a fo rça  F = - - 5 as t rans- 

r 
formaçiíes de s imet r ia  serão 

2 
'I, = - c1x - C,y 3 
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Os geradores independentes são 

e correspondem 5 s i m e t r i a  de t rans lação  temporal,  à s i m e t r i a  de ro tação  

e a uma s i m e t r i a  de escala,  respect ivamente. Os comutadores, que d e t e r -  

minam a á lgebra  de L i e  associada a es tes  geradores são 

P r i n c e  e E l  i e z e r Z 3 ,  p a r t i n d o  do gerador X 3 ,  mostraram a conservação do 

v e t o r  de Runge-Lenz. 

B - Consideremos o sistema hami l ton iano  d e s c r i t o  p e l o  po ten t  

onde a, B ,  e 8, são p o s i t i v o s .  T ra ta- se  de um sistema ev iden 

tegráve l  dev ido ã separab i l  idade do p o t e n t i a l .  

a l 

(1 I )  

emente i n -  

F r i  s e o u t r o s
z 6  mostraram que esse p o t e n c i a l ,  juntamente com 

mais o u t r o s  t r ê s  t i p o s ,  per tence a uma c lasse  de sistemas em que todas 

as ó r b i t a s  são fechadas para E<O. Eles demonstraram i s t o  ao procurarem 

por  sistemas que possuíssem quantidades conservadas quadrá t i cas  nas ve- 

l o c i d a d e s e u t i 1 i z a n d o  as re lações de comutação com o Hami l ton iano.  

As equações de movimento para e s t e  caso são 

e a a p l  icação das condições de L i e  (3 )  l eva  aos seguintes geradores 
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e às relações de comutação 

A álgebra de L i e  associada a estes geradores 6 a do s U ( 2 ) .  A 

es t r v tu ra  compacta desse grupo está relacionada ao f a t o  das Õrbi tas se- 

rem ferhadas. Note-se que o período do movimento surge na aná l ise  dos 

geradores e de seus comutadores. As t r a j e t ó r i a s  c lássicas são dadas por 

1 /2  

sen (JBã t + q 2 )  
2a a 

onde E = E1 + EZ = energia t o t a l .  

A u t i  1 i zaçáo dos operadores U' apl icados à energia dos s i  s te-  ' 
ma conduz às seguintes quantidades conservadas 

* 2 

c-4a cos (E t ) ]  + [Jj, sen (a tI)C?2+~2] 
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E1 iminando-se a coordenada temporal en t re  I ,  e I, temos a i n teg ra l  p r i -  

meira que comprova a in tegrab i l idade do sistema 

E interessante notar  que este sistema apesar de t e r  todas as 

ó rb i t as  fechadas para B<O não v i o l a  o teorema de 8ert rand2'  j á  que o 

potenc ia l  (11) é não cen t ra l .  

C - Sistemas de Henon-Heiles 

Em 1964 Henon e Heiles2', num importante a r t i g o  em que ana l i -  

savam potencia is adequados para a descrição do movimento de una es t re la  

numa galáxia com s imet r ia  a x i a l ,  in t roduziram o seguinte potenc ia l  

Através de una a n i l  i s e  por computadores eles mostraram a não 

in tegrab i l idade deste sistema (exceto no caso de baixas energias). Esse 

potencia l ,  l igei ramente general izado para a forma 

tornou-se fon te  importante de estudo na área de sistemas não integrã- 

veis.  Três casos integrávei  s foram ident i f i cados e as quantidades con- 

servadas determinadas. São e les  

i -  e = - d  

i i  - e = - 6 d  

iii -. e = -16d , b = 16a . 
O Úl t imo caso f o i  proposto por Chang e t  a ~ ? ' ,  baseados na propriedade 

de Painlevé. 

As condições de L i e  apl icadas às equações de movimento o b t i -  
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das de (15) 

x = - U x -  2& 

y = -by + ey2 - ak2 

levam ao único gerador 

Vê-se, por este exemplo, que, ao con t rá r i o  de suposição usada 

por ~ e a c h ~ '  na aná l ise  do caso em que a=b=ed=l, o sistema pode ser in-  

tegrável (como nos t rês  casos c i tados) e não possui r nenhuma out ra  s i  - 
met r ia  de L ie ,  no sent ido geométrico aqùi' a t r i bu ido ,  a l &  da t ranslação 

temporal. Neste caso o método de L i e  não permite a construção de uma 

segunda quantidade conservada se nos ativermos somente a s imet r ias  geo- 

métricas. Note-se que os casos in tegráve is  acima podem ser obt idos em 

conjunto se u t i l i za rmos  o Teorema de Noether e admitirmos t r a n s f o r m a -  

ções de s ime t r i a  que dependam das velocidades" . 

D - Potencial Quár t ico  

O potencia l  

tem sido u t i l i z a d o  como modelo s imp l i f i cado  em teor ias  de campo e tamL 

bém examinado em relação ã in tegrab i  l idade. 

As condições de L i e  conduzem a dois casos especiais: 

i - A f B  

Neste caso o Ünico gerador de s imet r ia  é 

a X, = -  a t  (18) 

e o método não permite a i den t i f i cação  de casos integrávei  S .  Outros m& 

todos, como o teorema de ~ o e t h e r j ' ,  por exemplo, levam aos seguintes ca- 

sos integrávei  s 

a) E = C, D = 2C; 

b) C = 16E, D = 12E, A = 4 ~ ;  
c) C = 8 E ,  D = 6E, A = 4B. 
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i i - A = B  

Se C = D =  E/2 os geradores de s i m e t r i a  são 

e  a  quantidade conservada é I = x$-i?y . 
Um o u t r o  caso i n t e g r á v e l ,  não determinado pelas s i m e t r i a s  de 

L i e ,  o c o r r e  para 

C = E ;  D = 6 C .  

E - Rede de Toda 

O p o t e n c i a l  i n t r o d u z i d o  por  Toda para in te ração  exponencial  

e n t r e  p a r t Í c u l a s  quando a p l i c a d o  ao caso de duas massas e  supondo-se os 

extremos f i x o s  tem a  forma 

O Ünico gerador de L i e  que as equações de movimento para esse 

caso possuem é a  t r a n s l  ação temporal 

o ' q u e  não permi te  a  const rução de i n t e g r a i s  p r i m e i r a s  p e l o  procedimento 

que estamos u t i l i o n d o .  A i d e n t i f i c a ç ã o  dos casos i n t e g r á v e i s  para esse 

p o t e n c i a l  f o i  f e i t a  por  B o u n t  i s  e t  a l .  3 2 ,  pe lo  método que usa a pro-  

pr iedade de Pain levé,  e  as i n t e g r a i s  p r i m e i r a s  o b t i d a s  pe lo  método d i -  

r e t o  por  D o r i z z i  e t  a2. 3 3 :  Os casos i n t e g r á v e i s  ocorrem para 

F - Po tenc ia l  de N iko laevsk i  e  Schur 

Um sistema b idimens i o n a l  recomheci damente não i n tegráve l  f o i  

estudado por  Ni ko laevsk i  e  schur3 '  que o  i n t r o d u z i r a m  como um caso par- 

t i c u l a r  das equações de Yang-Mi l ls  c l á s s i c a s  e  que é d e s c r i t o  p e l o  po- 
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tenc i a l 

y = " 2 y 2  
2 

Os geradores de s i m e t r i a  associados às equações de movimento 

proveni entes desse p o t e n c i a l  são 

com o comutator [ ~ 2 , ~ 1 ]  = . - ~ i .  

A ap l i cação  de U '  à energ ia  não conduz a uma nova quant idade 

conservada 

As s i m e t r i a s  de t rans lação  temporal e  de escala não são s u f i c i e n t e s  nes- 

t e  caso para g a r a n t i r  a  i n t e g r a b i l i d a d e  do sistema. 

G - Sistema não Hamil tonianos 

Consideremos d o i s  exemplos simples de sistema não hami l ton ia -  

nos e anal isemos sua$ s i m e t r i a s  de L i e :  

i - As equações de movimento 

2 = 

y = -y 

admitem os seguintes geradores de s i m e t r i a  

a a X, = sen t - - cos t - ax  ay 

a a X B  = - c o s t -  + s e n t-  a~ a~ 
a X , = t -  ax 

X, = alar . 
A i n t e g r a b i l i d a d e  do sistema é f a c i l m e n t e  d e t e t á v e l .  Duas de suas quarr 
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t idades conservadas são 

i i - Para as equações 

2 = J / X ~ ~  

Y = x / y 4  

os geradores de s imet r ia  são 

x ,  = 2 
a t  

a a a 
X 2 = 2 t x + x - ã j c + Y ã y  

a a a X, = t  x + t x z +  t y -  
ay 

ons t i t u i ndo  a álgebra S0(2,1).  

Pelo método d i r e t o  de i den t i f i cação  de quantidades conserva- 

das obtemse a seguinte expressão 

A apl.icação de U' neste caso não gera novas quantidades conservadas 

Apesar deste sistema possuir  uma es t ru tura  de s imet r ia  s igni-  

f i c a t i v a  só conseguims i d e n t i f i c a r  a quantidade conservada indicada. A 

i ntegrab i 1 i dade ou não desse s i  stema permanece em aberto. 

E in teressante observar que na aná l ise  da in tegrab i l idade de 

sistemas não hamiltonianos mui to pouco se conhece. Os p r i nc ipa i s  resu l-  

tados de estudos sobre integrabi  1 idade de sistemas dtnâmicos, c o m  o 

teorema de L i o u v i l l e  ou o teorema KAM, se referem a sistemas hamiltonia- 

nos. 
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4. WNSTRUÇAO DE SISTEMAS BIDIMENSIONAIS INTEGRAVEIS 

Os exemplos da seção an te r i o r  sugerem a idé ia  de que, dentro 

de cer tas  l imi tações,  um sistema poderá ser integrãvel  se possuir uma 

es t ru tura  adequada de s imet r ias  de L i e  e que poderíamos cons t ru i r  as in- 

tegra i  s pr imeiras ad ic iona is  a p a r t i r  destas transformações de simetria. 

Procederemos, então, à resolução, em vá r i os  casos, do problema inverso 

do considerado na seção 3:  encontrar as equações de movimento que pos- 

suem um determinado grupo de s imet r ia  e, para sistemas hami 1 t o n i a n o s ,  

i d e n t i f i c a r  classes de sistemas integráveis.  

Consideraremos alguns casos pa r t i cu la res  das transformaç6es 

para sistemas bidimensionais não l ineares  (6) que possuam uma es t ru tura  

de s imet r ias  não t r i v i a l  

A subst i tu ição de (28) nas condições (7) e (8) conduz às equa- 

ções 

Como $ é função somente de t, teremos 
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onde K  é uma constante, $ e p funções a r b i t r á r i a s .  

Se o sistema f o r  .hami 1 ton iano,  a energ ia será 

A p a r t i r  das soluçÕes de (31) ,  t r ê s  casos se d is t inguem: 

AI - K = O  

T e r m o s  então 

n, = ( B , t  + BJ2)y 

Os geradores formarão a á lgebra  SO(2,l) 

Se o sistema f o r  hami l ton iano  a a p l  icação de Ui à energ ia  nos 

p e r m i t i r á  i d e n t i f i c a r  uma segunda quant idade conservada e l m s t r a r ,  por-  

t a n t o  a sua i n t e g r a b i l i d a d e .  Fazemos i s t o  ap l i cando  pr imei ramente V '  
x3 

Obtivemos ass im uma quant idade conservada com uma dependência 

temporal e x p l í c i t a .  Fazendo uso da mesma propr iedade de U' a p l i c a d a  a x 3 
I , ,  teremos 

El iminando a coordenada temporal e n t r e  eqs. (35) e ( 3 6 )  achamos a se- 
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gu in te  quantidade conservada para os sistemas com o hami 1 toniano (32)(cm 

K=O) 

I = ( j y - 4 )  + 2 ( x 2 + y 2 ) ~  

OU ( 3 7 )  
I = ~ E ( X ~ + ~ ~ )  - (&+IJQ) . 

ün caso p a r t i c u l a r  é o do sistema com potencia l  V = ( I  /W n/). 

Além da energia esse sistema possui a seguinte i n teg ra l  pr imeira 

Neste caso os geradores i n f  i n i  tesimais serão 

com as relações de comutação 

U t  i l izando os operadores U;I apl  icando i energia eq. (32), para 
i 

este caso, teremos 

O produto de I, e I, será também uma quantidade conservada e 

indeoendente do temm 
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I = w2(&+y i  

mostrando a in tegrab i l idade desta 

A3 - K = -  w 2 < 0  

) - 

c lasse de sistemas. 

Neste caso temos os seguintes geradores 

a a a xP = sen 2wt + cos 2wt (x ãjc + Y 
Y 

a a a X s  = cos 2 ~ t  - - sen 2 w t  (r + y -) a t  &i 

que obedecem â algebra do sU(2) .  A segunda quant idade conservada obt  ida 

pelo processo que estamos u t  i 1 izando será 

B - Façamos agora a seguinte escolha para as transformações de s imet r ia  

5 = c, 

ri, = a ( t )  

ri, = B ( t )  . 
As condições (7)  e (8)  levam a 

Os geradores de s imet r ia  são 
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com os comutadores 

Para um sistema hamiltoniano deste t i p o  a energia é 

Os operadores U 1  correspondentes a eq.(46), quando ap l i ca-  

dos a eq. (48) fornecem 
'i 

- 
U i E = O  

1 

u 1  E = ewt(x-nc) + c 3 í ~ u y )  = I' 
x 2  

Eliminando t en t re  I, e I, chega-se à quantidade conservada 

Analogamente ao que fizemos nos casos anter iores,  outras es- 

colhas pa r t i cu la res  podem ser f e i t a s  para as transformações de s imet r ia  

e, pelo uso das condições (7) e (8) ,  as equações de movimento que as ad- 

mitem podem ser determinadas. Para sistemas hamiltonianos podem ser de- 

t e m i  nados casos 

s imet r ias  geométr 

5. CONCLU~ES 

Podemos 

ntegráveis embora, como j á  v i s t o  no item a n t e r i o r ,  as 

cas de L i e  não permi tam a determinação de todos eles. 

resumir em t r ê s  pontos p r i nc ipa i s  a aná l ise  do método 
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de L i e ,  como a p l i c a d o  nes te  t r a b a l h o :  

i - O conhecimento das s i m e t r i a s  de L i e  pode, em v á r i o s  casos, 

p e r m i t i  r a obtenção de quantidades conservadas e i d e n t i f i c a r  algumas 

c lasses  de sistemas i n t e g r â v e i s  (seção 3 ) .  Em l i v r o  recen te  sobre a Me- 

cânica C láss ica ,  Sant i 1 l i 3 5  af i rma:  A h ,  it i s  mt kmwn a t  t h i s  time, even 

formaZZy, whether or  not Lie 's  method can produce a22 s y m e t r i e s  needed 

for the solution o f a  system by quadratures. Se nos r e s t r i n g i r m o s  às s i -  

m e t r i a s  geométr icas os  exemplos ana l i sados  mostram que a resposta a es- 

t a  questão de S a n t i l l i  é nega t i va :  o método de L i e  não permi te  a iden- 

t i f i c a ç ã o  e a const rução de quantidades conservadas para todos os casos 

i n t e g r á v e i s  (por  exemplo, casos I I I-C, I I I - E) .  A const rução das q u a n t i -  

dades conservadas a p a r t i r  das s i m e t r i a s  é f e i t a  a t r a v é s  de um processo 

de in tegraqão d i  r e t a 2"  2 3  ou a t r a v é s  do operador p r i m e i r a  extensão U' 

I;>.ex., casos 1 1  1-8 e IV-A]. 

i i  - O procedimento aqui  empregado permi te  m u i t a s  v e z e s  a 

iden t  icação de s i m e t r i a s  geométr icas não o b t i d a s  pe lo  Teo.rema de Noether 

Easo  I I I- A].  

i i i  - O método a p l i c a- s e  também a sistemas não-hami l ton ianos,  

ao c o n t r á r i o  do Teorema de Noether [p. ex., casos I l I-G i ,  I l I-G i i]. 

General izações do método poderiam, eventualmente, s u p r i r  a l -  

gumas de suas d e f i c i ê n c i a s .  Uma genera l ização possíve l  s e r i a  a d m i t i r - s e  

transformações de s i m e t r i a s  dependentes das ve loc idades (por  e x e m p l o ,  

transformações de c o n t a t o )  buscando i d e n t i f i c a r  o u t r o s  casos i n t e g r á -  

v e i s  e c o n s t r u i r  as i n t e g r a i s  p r ime i ras .  Uma o u t r a  extensão: a n a l i s a r  

as s i m e t r i a s  (de L i e  ou de Noether) para sistemas h a n i l t o n i a n o s  sobre 

uma h i p e r s u p e r f i c i e  com v a l o r  f i x o  para a energ ia .  A i d é i a  de i d e n t i f i -  

ca r  quantidades que sejam i n v a r i a n t e s  apenas para um v a l o r  f i x o  da ener-  

g i a  f o i  i n t r o d u z i d a  por L.S. ~ a l l ' ~  que as denominou de invarliantescon- 

f igumcionais .  Ana logamente ,poder iamos i n t  roduz i r o conce i t o  de sine - 

t r i a s  configuracionais como saqueias transformações que mantêm a equação 

(ou a ação) i n v a r i a n t e s  sobre uma h i p e r s u p e r f  i c i e  de energ ia constante;  

estas s i m e t r i a s  poderiam ser  u t  i 1  izadas, no Teorema de Noether ou no mé- 

todo de L ie ,  para a i d e n t i f i c a ç ã o  de i n v a r i a n t e s  conf  igurac iona i s .  Uma 

a p l  icação impor tante 'de.sse t i p o  de extensão ser i a  o desenvolvimento de 

.processos de i d e n t i f i c a ç ã o  de s i m e t r i a s  e i n v a r i a n t e s  aproximados. 
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Um problema fundamental permanece: a e s p e c i f  icação c l a r a  da 

e s t r u t u r a  mínima de s i m e t r i a  s u f i c i e n t e  para a i n t e g r a b i l i d a d e  do s i s -  

tema. Este é um ponto impor tante c u j o  d iscern imento a j u d a r i a  a esc la re-  

cer  as re lações e n t r e :  s i m e t r i a  x i n t e g r a b i l i d a d e  x e s t r u t u r a  a n a l í t i c a  

das soluçÕes (Propr iedade de Pa in levé) .  
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w e t i c a l  Mechanics, v01 . I I ,(Spr i nger 

We e s t a b l i s h  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  a two-dimensional dynamical 
system must s a t i s f y  t o  have L i e ' s  symnetr ies. Then we o b t a i n  these sym- 
rnet r ies f o r  severa1 phys ica l  s i t u a t i o n s ,  and c o n s t r u c t  t h e  c o n s e r v e d  
q u a n t i t i e s  assoc ia ted  t o  these symmetries, i n  some cases. Furthermore 
we use t h e  inverse  L i e  method t o % g e n e r a t e  c lasses  o f  i n t e g r a b l e  systems. 
We emphasize i n  t h e  conc lus ion  t h a t  t h e  method does no t  a l l o w  t h e  cons- 
t y u c t i o n  o f  a l l  i n t e g r a b l e  systems. 


