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Resumo Ana1 isamos nesse t rabalho as s imetr ias da equação de movimento 
para uma carga e l é t r i c a  in terag indo com um monopolo magnêtico. Dois mé- 
todos de i den t i f i cação  das i n teg ra i s  pr imei ras  e que partem do conheci- 
mento das s imet r ias  de L i e  são d iscut idos  e apl icados neste caso. Com- 
paramos também o processo de obtenção destas s imet r ias  com anãl ises que 
partem de formulação hami l toniana.  

Os t rabalhos deSophus Lie,  que, no f i n a l  do século passado ,  

anal isou as transformações contínuas que deixam inva r i an te  uma equação 

d i f e r e n c i a l ,  têm s ido  reestudados e estendidos, em aplicações variadas, 

a sistemas de equações não 1 ineares, o rd iná r i as  ou pa rc ia i s .  L i e  e ou- 

t r ~ s " ~ '  mostraram que o conhecimento dessas transformações (ou "s ime- 

t r i as" )  de uma equação d i f e r e n c i a l  pode ser Ü t i  1 na busca de soluções 

(através da construção de constantes de integração que permi tem a redu- 

ção da ordem da equação) , na separação de va r i áve i s  e na eventual l i - 
nea r i zação da equação (4) . 0 método adqu i r e  , a 1 ém d i sso , uma es peci a 1 

importância de um ponto de v i s t a  f í s i c o  já que as quantidades conserva- 

das têm, frequentemente, uma in terpre tação s i g n i f i c a t i v a  neste contex- 

to .  

Uma manei ra  usualmente empregada na obtenção de quantidades 

conservadas para sistemas hami 1 ton ianos é o Teorema de Noether5, pro- 

cesso es te  que pode ser considerado conb uma extensão especia l  do méto- 

do de L i e  quando apl icado a sistemas que admitem um p r i n c i p i o  va r i ac io-  

na1 . Conhecido um lagrangeario para o sistema e obt idas as suas s imet r ias  

is  imetr i as de Noether) podemos encontrar ,  através do Teorema de Noether , 
as quantidades conservadas a e las  associadas. 

O grupo de s imet r ias  geométricas (ou seja,  transformações que 



dependem apenas das coordenadas espacia is e da coordenada temporal) ob- 

t i d o  diretamente da equação dinâmica do sistema é mais amplo do que o 

ob t i do  através de um lagrangeano especí f ico,  pe lo  uso do Teorema de 

Noether, e o contém como subgrupo. Essa é uma ~ o s s í v e l  vantagem de se 

ana l i sa r  as s imet r ias  a p a r t i r  diretamente das equações de m o v i m e n t o  

(ou de campo) ; uma consequência disso é que podemos obter  quan  t i dades 

conservadas não fornecidas pelas s imet r ias  .geométricas de Noether . Ou- 

t r a  vantagem do método de L i e  é que pode ser ap l icado a sistemas mais 

gera is  que não admitem uma descr ição lagrangeana ou que só a adrni tem 

pe lo  uso de potenc ia is  contendo s ingular idades.  

Um caso de p a r t i c u l a r  importância f í s i c a  que não a d m i t e  uma 

descrição lagrangeana convencional é o problema da interação en t re  uma 

carga e l é t r i c a  e um monopolo magnético. A descr ição lagrangeana, neces- 

sá r i a  para a quantização do s i  stema, pode ser efetuada através de gene- 

ral izações de vár ios  t i p o s :  a introdução de potenc ia is  s ingulares (com 

" ~ t r i n ~ s " ) ~ ,  de espaços f ib rados7 ou de va r i áve i s  ad i c iona i s 8.  A a n á l i -  

se das s imet r ias  e a construção de i n teg ra i s  pr imeiras podem ser f e i t a s  

dentro dessas vár ias  abordagens. ~ a c k i w ~  ap l  icou o Teorema de Noether a 

um lagrangeano com um potenc ia l  s ingu lar  para obter  o grupo dinâmico de 

s imet r ias  S O ( 3 )  x SO(2,l). ~ o k o l o v ~  i n t roduz iu  uma va r i áve l  a d i c i o n a l  

no problema e cons t ru iu  um lagrangeano sem singular idades nes e espaço 

quadridimensional. kCi e yang7 para e v i t a r  a s ingular idade no potenc ia l  

d i v i d i ram o espaço fo ra  do monopolo (suposto f i x o  na origem) em duas 

regiões R e Rb, com interseção, e def in i ram potenc ia is  l i v r e s  de s i n -  a 
gular idade em Ra e Rb; essa abordagem encontra uma formulação matemáti- 

ca prec isa  na t e o r i a  dos espaços f ib rados.  Neste t rabalho apresentamos 

uma out ra  a l t e r n a t i v a  na aná l i se  das s imet r ias  e quantidades conserva- 

das para esse sistema: ap l  icamos o método de L ie  à equação de movimento 

da carga e l é t r i c a  in terag indo com o monopolo magnéticolg . 
Na seção 2 apresentamos, de maneira abreviada, o mé todo  de 

i den t i f i cação  das s imet r ias  de um sistema de equações d i f e r e n c i a i s  e na 

seção 3 o aplicamos ao problema f í s i c o  considerado. 

Discutimos também dois métodos de construção de q u a n t i d a d e s  

conservadas a p a r t i  r do conhecimento destas s imet r ias  [seção 41 . Embo- 

ra  não e x i s t a  um processo d i r e t o  para i s to ,  como no caso do Teorema de 

Noether, ainda assim o conhecimento do grupo de s imet r ias  contém impor- 



tantes informações sobre a dinâmica do sistema e seus invar ian tes .  No 

caso considerado, as quantidades conservadas permitem determinar f a c i l -  

mente a t r a j e t ó r i a  da carga; além disso, o conhecimento do grupo de s i -  

met r ias  SO(3) x S0 @ , I )  perm i t i u  a elegante quantização desse s i s t e m a  

rea l  izada por ~ a c k i w ' .  Na seção 5, mostramos que o Teorema de Noether 

apl icado ao lagrangeano de Sokolov conduz 5 mesma es t ru tu ra  de s i me- 

t r i a s .  

2. SIMETRIAS DE LIE 

Consideraremos, resumidamente, o procedimento de L i e  para en- 

cont rar  as transformações i n f i n i t es ima is  que mantêm inva r i an te  um s i s -  
a 

tema de equações o rd iná r i as  de 2- ordem. Para uma equação d i f e r e n c i a l  

genérica desse t i  po: 

Ai ==zi - fi(;i,xi,t) = O  , (1) 

submeti da às t ranslormações i n f  i n i tes i ma i s (que dependem apenas das co- 

ordenadas espacia is e da coordenada temporal) : 

- 
x i = xi + €r,i bi, t) , 

permanecer invar ian te ,  as condições de L i e  são: 

O operador U" tem a seguinte forma: 

sendo 

dn; .. & 
r,; = -&- - xi dt . 

Essas condições ap l  icadas ao s istema de equações cons  i d e r a d o  

conduz a um sistema de equações d i f e r e n c i a i s  l ineares  nos 5 e r,i que, 



resolv ido,  permite a i den t i f i cação  das transformações de s ime t r i a  geo- 

métr ica do sistema ( I ) .  

Em trabalhos recentes foram encontrados os grupos de s imet r ias  

de L i e  para o osc i l ado r  harmônico simples10, para o osc i lador  n-dimen- 

s iona l  com f requência dependente do tempo1', para o problema de Kepler12 

e para uma carga em um campo magnético constante13. 

3. O PROBLEMA CLASSICO DA INTERAÇAO CARGA ELÉTRICA-MONOPOLO MAGNETICO 

t ienr i  Poincaré, em 1896'", f o i  um dos pr imei ros  a ana l i sa r  o 

movimento de uma p a r t í c u l a  carregada no campo de um monopolo magnético. 

Ll irac6 deu tratamento quânt ico ao problema e demonstrou a i m p o r t a n t e  

relação: 

, n i n t e i r o .  I , 
C 

que 1 iga a quantização da carga e l é t r i c a  q com a da carga magnética g. 

Embora todas as ten ta t i vas  experimentais de deteção de monopolos magné- 

t i c o s  tenham falhado, e les continuam a despertar in teresse em especia l  

no contexto das modernas teor  i as de gauge'5. 

A aná l i se  das s imet r ias  do sistema carga - monopolo f o i  f e i t a ,  

através do Teorema de Noether, por ~ack iv i '  , u t  i l izando o lagrangeano de 

i nteração: 

-f 
onde A é necessariamente s ingu la r  para que o campo magnético do monopo- 

l o  possa !ser ob t i do  de À pela relação: 

Jackiw anal isou também as impl icações do grupo de s imet r ias  d i  nâmi c a s  

na quant ização do sistema, construindo com a sua ajuda o espectro e as 

funções de onda para a equação de Schrodinger correspondente (ver tam- 

bém a r e f  . 16) . 
/\ equação c láss i ca  de movimento de uma carga e l é t r i c a  no cam- 

po de um mnopo lo  f i x o  na origem é: 



Aplicaremos o método de L i e  a esta equação, o que nos p e r m i t i r á  a iden- 

t i f i c a ç ã o  de seu grupo de simetriasgeométricas e nos poss  i b i  1 i t a r á  a 

obtenção de quantidades conservadas. Observe-se que, ao se p a r t i  r d i  re-  

tamente das equações de movimento,evitamos os problemas l igados 2 s i n -  

gular idade do ve tor  po tenc ia l  A ( e ,  portanto,  ao Lint) .  

As condi ~ õ e s  de L i  e (3) apl i cadas à equação (6) 1 evam, em co- 

ordenadas cartesianas,  a um sistema de 36 equações d i f e r e n c  i a i s par- 

c i a i s ,  l ineares  e acopladas que, resolv idas,  conduzem às seguintes ex- 

pressões para os 5 e ni: 

Os geradores de s imetr  i a  1 i nearmente independentes serão por tan to :  

Esses geradores obedecem às seguintes relações de comutação: 

G2 
e , G 1 ]  = -G 1 ; [ T , ~ 3 ]  = G , ;  [ ~ i  , ~ 3 ]  = G2 

As transformações de s imet r ias  f i n i t a s  podem ser obt idas por 
integração das transformações i n f i n i t e s i m a i s  em (7) :  



Como se vê, trata'se de um grupo contendo os subgrupos: SO(3) 

(corresporidendo à s imet r ia  de rotação) e 50 (2,l) (correspondendo à s i  - 
met r ia  temporal, à s imet r ia  de escala e a uma s ime t r i a  conforme e s p e -  

c i a l )  . Essa es t ru tu ra  de grupo f o i  ob t i da  por ~ a c k i w ~  através do Teo- 

rema de Noether ap l  icedo ao lagrangeano com a interação (5) e com a 

u t i l i z a ç ã o  de s imet r ias  dinâmicas, supostas l ineares  nas v e l o c i d a d e s .  

No processo aqui considerado não necessitamos i n t r o d u z i r  es te  Ansatz de 

Jackiw e evitamos, como j á  f o i  d i t o ,  o problema da s ingu lar idade no po- 

tenc ia l .  

4. QUANTIDADES CONSERVADAS 

PI ident i f icaç.ão de quantidades conservadas é um dos ob je t i vos  

mais importantes na ar iá l i se  das s imet r ias  de um sistema f i 's ico.  Se par-  

t i  rmos de uma descrição lagrangeana o Teorema de ~ o e t h e r ~  nos permite 

const ru i  r diretamente uma quantidade conservada I (x i' 5: i' t) associada a 

cada transformação de s imet r ia ,  pela expressão: 

aL I =: (5Si-@ - - 'CL + h (x, t) aii 

onde as s imet r ias  devem sa t i s faze r  2s condições: 



dh U ' L  + EL = 

O operador U '  é o chamado operador pr imei ra  extensão de U :  

E de se notar  que lagrangeanos equivalentes (que conduzem às mesmas 

equações de movimento) podem associar  d i  ferentes s imet r ias  mesma quan- 

t i  dade conservada ou v i  ce-versa". 

No entanto, para as s imet r ias  de L i e  das equações d i f e r e n c i a i s  

não e x i s t e  um procedimento tão d i r e t o  de construção de quantidades con- 

servadas : torna-se necessário estudar novos procedimentos que, mesmo 

indiretamente, conduzam a estas quantidades. Apresentamos a seguir  dois 

métodos nesta d i reção. 

a) l ?  método 

Mostraremos que, dada uma quantidade conservada I(& x. , t )  , a i' z 
quantidade I f  = U ' I  é também conservada1'. 

Se ja  uma quantidade conservada I(; i' x i, t )  . AO longo da t r a j e -  

t ó r i a  Y (solução da equação de movimento (1)) , temos: 

dT(jci'xi, t )  

dt = O ;  ( i , ] )  

quando f izermos a transformação de s ime t r i a  (2) I t e rá  a expressão: 

na nova t r a j e t ó r i a  y 1  e cont inuará a ser uma constante de movimento, ou 

seja: 

Com a transformação é i n f i n  i tesimal : 

Derivando (13) em relação a t: 



De (1 1) , (12) e (14) , chegamos a: 

ou seja, 

A expressão (16) s i g n i f i c a  que a var iação de uma quantidade 

conservada, sob uma transformação de s imet r ia ,  é novamente uma quant i- 

dade conservada. 

Este resul tado é bastante ú t i l  na construçãa de out ras  quant i-  

dades conservadas part indo-se do conhecimento de uma delas e do grupo 

de s imet r ias ;  nem sempre, no entanto, a apl  icação de U' leva a uma no- 

va quantidade conservada podendo I' ser t r i v i a l  ou ser uma f u n ç ã o  de 

quantidades j á  conhecidas. 

I J t  i l i zaremos este método para a equação de movimento (6) (com 

m=l) . Uma ~ u a n t  idade conservada f a c i  lmente i d e n t i  f i cada para esta equa- 

ção é a energia c i n é t i c a  +, = z 2 / 2 ,  j á  que a fo rça  magnética é sempre 

perpendicular à velocidade da carga, preservando seu mõdulo. Ap l icare-  

mos a a extensão pr imei ra  dos operadores G I ,  ..., G, 



Operando em @, eles conduzem a: 

Construímos pela ap l  icação de G j  a 41 uma out ra  quantidade conservada 

+2 que, por sua vez, pode agora ser operada por G n  (17) : 

Os operadores G ' apl  icados à quantidade conservada @, não trazem re-  
n 

su 1 tados novos. 

A obtenção das componentes do momento angular general izado po- 

de ser f e i t a  de maneira idênt ica .  A p a r t i r  da conservação de uma das 

componentes, por exemplo 

as out ras  duas componentes são construídas pela apl icação de G t  e G k :  

A equação de movimento (6) possui então as seguintes quantidades conser- 

vadas : '2 
= v- 

2 

+, = V .  E-&) 



Note-se que $1 é conservada para qualquer t i p o  de fo rça  perpendicular  a 
-+ -?- -?- 

e $2 e 1b3 são conservadas para qualquer fo rça  perpendicular  a. v e a r. 

l \s quantidades (18) permitem determinar faci lmente a t r a j e t ó -  

r i a  da carga no campo do monopolo. 

Tomando-se o produto escalar  do momento angular t o t a l  conser- 
-?- 

vado J coni o ve tor  posição obtemos : 

+ -+  ' 

J.r = Jr cos 0 = -ar , 
1 ogo 

a 
COS 0 = - = constante 

Portanto a t r a j e t ó r i a  es tará  cont ida na supe r f í c i e  de um cone c i r c u l a r  
-+ -+ 

r e to  que faz  um ângulo 0 com o ve to r  J; a di reção de J determina o e i -  

xo de s ime t r i a  do cone: 
-?--+ -?--?- 

A par te  o r b i  t a l  de J:L = r x v  tem módulo constante já que J' = 
-?- 

= L2+a2, e precessa em torno de J de maneira s i m i l a r  ao pião s imé t r i co  

em torno de um e i xo  v e r t i c a l  (esta analogia f o i  usada por ~ o k o l o v '  pa- 
-I 

ra descrever o movimento em um espaço quadridimensional (ver seção 5 ) )  . 
Se  tomarmos o i ns tan te  de aproximação máxima de carga do mono- 

polo como sendo t = O  a constante $ 3  será a medida desta d i s tânc ia  aoqua- 

drado: 

4 3  = r; 

Usando $2 e 4>3 encontramos a var iação temporal da separação e n t r e  as  

pa r t í cu las :  

A taxa de g i r o  do ve to r  posição pode também ser fac i lmente  ob- 

t i  da usando-se, em p a r t i c u l a r ,  as expressões para estas quantidades con- 

servadas em coordenadas es fé r i cas .  Da conservação de segue-se a va- 

l idade de urna relação s i m i l a r  à 22 Lei de Kepler para o movimento da car- 

ga sobre o cone: seu r a i o  ve to r  (do apex do cone) descreve áreas igua is  

em tempos tguai S .  Além disso,  como a fo rça  é normal à superf i c i e  do co- 

ne o movimento da p a r t í c u l a  percor rerá  uma geodésica sobre o cone (a con- 
-+ 

servação de e ILI garantem is to)  . 
b) 20 métoclo 

Uni ou t ro  procedimento para se obter  q u a n t  i dades c o n s e r v a d a s  



f o i  in t roduz ido na ref .12 e pode ser resumido da seguinte forma: 

a) Determinam-se os invar ian tes  para o operator  G ' .  n' 
b) Obtém-se um sistema de equações de l a  ordem invar ian tes  pe- 

l o  operador G i  derivando-se os invar ian tes  uns em relação aos outros;  

c) I n t e g r a m- s e  as  equações ,  o b t e n d o - s e  constantes de i n -  

teg ração em funções dos i nvar i antes ; 

d) Expl ic i tando-se os invar ian tes  em função dos x e de t ,che-  i 
ga-se fac i lmente  às quantidades conservadas. 

Para exempl i f i c a r  consideremos o gerador G,. As funções inva- 

r i an tes  geradas pelo operador estendi do G: ( 1  7) são encontradas reso l-  

vendo-se o sistema: 

Consideremos os seguintes invar ian tes  e suas derivadas tempora i s :  

Assim o s i  stema de equações 

é i nvar ian te  sob a transformação Gt. Comparando as duas equações obte- 

mos : 
dv, dv, 

- q - = d ü  

que, integrada, conduz à seguinte constante: 

v ,  + v ,  = constante 

3~~ + y 2  + i 2  = constante 



Esse procedimento pode ser repet ido  para os demais geradores e 

outras quantidades conservadas podem ser obt'i das. Apesar de frequente- 

mente ser bastante trabalhoso, a importância desse método res ide  no fa-  

t o  de que podemos descobr i r  quantidades conservadas associadas com uma 

dada s imet r ia  sem o conhecimento p rév io  de qualquer quantidade conser- 

vada ao c o n t r á r i o  do I ?  Método, de u t i l i z a ç ã o  mui to mais d i r e t a  mas que 

depende do conhecimento de uma quantidade conservada para a obtenção de 

out ras .  Apl icando-se conjuntamente os do is  métodos tem-se um p r o c e s s o  

s is temát ico  de construção de quantidades conservadas a p a r t i r  das sime- 

t r i a s  de um sistema de equações d i f e r e n c i a i s  o rd iná r i as .  

5. SIMETRIAS DO LAGRANGEANO DE SOKOLOV 

Sokolov, em 1976', const ru iu  um formal ismo lagrangeano e canõ- 

n ico,  rotacionalmente invar ian te ,  com a f i n a l i d a d e  de e v i t a r  as compli-  

cações mat:emáticas que surgem na t e o r i a  de Dirac do monopolo magnético, 

ou seja,  o aparecimento de s ingular idades no potenc ia l  e a necessidade 

de se a p l i c a r  o "veto de Dirac" para a quantização do sistema6. Para 

i s t o  e l e  i n t roduz iu  uma va r i áve l  ad ic iona l  ao descrever o movimento da 

carga: u t  i 1 i za  como coordenadas a separação r en t re  as cargas e os ân- 

gulos de Euler a ,  Be y ,  onde a e correspondem às coordenadas e s f é r i -  

cas e e 4, e y é a va r i ãve l  angular ad i c i ona l .  

Nessas coordenadas o lagrangeano tem a forma: 

O momento canônico conjugado à var iáve l  angular y va le :  

+ -+ 
e é a projeção do momento angular J no e i xo  de s ime t r i a  do sistema: J.? 

= - eg/c = p Em termos quânticos os autovalores de S.? serão d iscre-  
Y' 

tos o que conduz à re lação de Di rac sem a necessidade da imposição do 

"veto de D i  rac". 

A apl  icação das condições de Noether (10) ao lagrangeano (19) 

conduz a um sistema de 19 equações d i f e r e n c i a i s  pa rc ia i s  l ineares  que, 

reso lv ido ,  permite a i den t i f i cação  dos seguintes geradores de s ime t r i a :  



a 
G, = - a t  

a . a  G, = t  - +  --  
at 2 ar 

a r 2 L  G ,  = t 2  a+ t r  - +-  a t  ar 2a a~ 
a 

G, = - a@ 

G, = - a a cos a a 
c o s a  c t g  6 - sen a - +  - a8 sen B ay 

0s se is  pr imei ros  geradores formam, nessas coordenadas e s f é r i -  

cas, a es t ru tu ra  de grupo j á  ob t i da  pelas s imet r ias  de L ie .  O s é t i m o  

gerador aparece devi do a introdução da coordenada y que ent ra  no lagran- 

gemo (19) através de sua derivada Y .  
As quantidades conservadas podem agora ser ob t idas  a p a r  t i r 

desses geradores e da expressão (9) : 

I ,  = b2 sen2f3 - a cos 6 

I, = I, cos a c t g  6 + r28 sen a + a COS-L 
sen B 

I, = i, sen a c t g  B  - r2b cos a - a sen a 
a 

As expressões II a I, correspondem 2s quantidades conservadas 

(1 8) em coordenadas es fér icas  . 



A i den t i f i cação  das s imé t r i as  do sistema f í s i c o  considerado é 

mais simples do ponto de v i s t a  do método de L i e  do que n a s  d i v e r s a s  

formulaçÕes lagrangeanas já que e v i t a  a int rodução de s i ngu 1 a r i dades, 

presc 

a n í v  

sá r i a  

exige 

nde da u t i l i z a ç ã o  de va r i áve i s  ad i c iona i s  e dispensa o uso de es- 

com graus de 1 i berdade in ternos (espaços f i brados) . I s t o  porque, 

1 c láss ico ,  a construção de um formal i smo lagrangeano 'é desneces- 

para descrição do sistema. A obtenção das quantidades conservadas 

no entanto, procedimentos de apl  icação não tão d i r e t a  quanto o 

Teorema de Noether nas formulações lagrangeanas . 
Para a quant i zaçáo do s i stema as descrições lagrangeanas (den- 

t r o  dos conhecimentos atuais)  são imprescindíveis;  neste caso o proce- 

dimento de Wu e yangZ0 nos parece mais sugest ivo pe lo  seu s i g n i f i c a d o  

geométrico e pela introdução de concei tos matemáticos ú t e i s  nas teo r i as  

de gauge mais gera is  que o eletromagnetismo. 

Dedicamos esse t rabalho ã memória da nossa amiga e companhei- 

ra  Márcia Lima Ramos. 
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I n  t h i s  work we ana lyse  t h e  symmetries o f  t h e  equa t ion  o f  mo- 
t i o n  f o r  an  e l e c t r i c  charge i n t e r a c t i n g  w i t h  a maqnetic m o n o p o l e .  Two 
methods, s t a r t i n g  f rom t h e  knowledge o f  the L i e  symmetries, a r e  d i s -  
cussed and employed i n t h i s  case. We a l s o  compare t h i  s procedure w i t h  
t h e  h a m i l t o n i a n s  methods. 


