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Resumo Discutimos neste trabalho a obtencdo de invariantes para sis-
temas de Ermakov, pela utilizagdo do Teorema de Noether. Introduz-se
também um método de obtencgdo direta deste tipo de Invariantes partindo
-se das equacbes de movimento, 33c apresentados alguns exemplos sim-
ples para sistemas classicos an um e en duas dimensdes,

1. INTRODUGAO

Para qualquer sistema mecéanico as quantidades conservadas tém
importancia tanto na resolugdo dindmica de suas equagdes de movimento
quanto na sua interpretagdo fisica. Por isto a obtencdo destes invari-
antes tem sido sempre, na dinamica classica ou quantica, motivo de in-
teresse especial. Nos Gltimos anos, certos invariantes foram obtidos
para algumasequagoes de movimento, nos chamados sistemas de Ermakov'~
Nestes sistemas, submetidos a forcas que tém, en geral, dependéncia
explicita no tempo, o invariante depende de uma ou mais variaveis au-
xiliares que obedecem, por sua vez, a uma ou mais equagbes diferen-
ciais.

0 primeiro invariante deste tipo foi indicado por Ermakov’ pa-
ra o oscilador dependente do tempo; posteriormente, ele foi analisado
I

por Courant e Snyder2 e por Lewis?? Para a equacdo de movimento do

oscilador unidimensional dependente do tempo

F+of(t)e =0 (1

o0 invariante de Ermakov tem a forma

I, =7 [©2 + (b - i0)7] (2)

onde p satisfaz a equacdo auxiliar
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p+ w?(t)p = 1/0° (3)

0 sistema constituido pela equacdo (1), pelo invariante |,, e pela equa-
cdo auxiliar (3) é chamado de un sistema de Ermakov. Originalmente es-
te invariante foi obtido por tentativa através do exame da equacgdo de
movimento (1) .

Courant e Snyder2 empregaram este sistema na analise da esta-
bilidade de érbitas de particulas carregadas en campos maghéticos, em
aceleradores do tipo ciclotron. Lewis e Riesenfeld" utilizaram o inva-
riante I, para obter, pela primeira vez, a descricdo quantica exata do
oscilador dependente do tempo. Eles mostraram que as solu¢gdes da equa-
¢éo de Schr(')'dinger para este caso podem ser expressas como uma combi-
nagao linear das autofungdes de Iy, e trataram P como uma variavel
classica obedecendo a equacdo auxiliar (3). Ap6s este trabalho, diver-
sas extensdes e analises sobre estes sistemas e outros similares foram
realizadass_ 11; foram ai considerados casos multidimensionais e ocom
possiveis acoplamentos entre as equagdes (1) e (3). Estados coerentes
do oscilador dependente do tempo ,puderam também ser expressos com a

|, 12 para um artigo de revisdo sobre o assunto o leitor

ajuda de
interessado poderd consultar o trabaiho de Ray'*.
Aplicamos aqui, na secdo 3, uma idéia de Lut:zky8 que obtem

13,15;16_ Apbs uma

invariantes deste tipo através do Teorema de Noether
breve revisdo deste teorema, na secdo 2, obtemos Invariantes de Ermakov
para outras equacdes de movimento que modelam varias situacbes fisicas
simples, em uma e an duas dimensfes. Gs invarlantes de Ermakov podem
ser utilizados, como sera exemplificado, para se resolver uma equagao
diferencial conhecendo-se a solucdo da equagdo auxiliar ou vice-versa®.

Na secdo 4, estabelecemos condi¢des gerais para a existéncia
destes invariantes a partir das equagcfes de movimento. Isto pode ser
feito com restricdes variadas na forma do invariante e no nuamero de
equacOes auxiliares. Empregamos este método, o caso de osciiador uni-
dimensional, para a obtencdo de invariantes biquadraticos e lineares
an X e X.

Na secdo 5 discutimos, a guisa de concluséo, os diversos

procedimeritos de obtencdo destes invariantes.
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2. O TEOREMA DE NOETHER

En 1918 Emmie Noether!® demonstrou teoremas de grande utili-
dade e beleza relacionando as transformacdes de simetria continuas de
un sistema e quantidades conservadas neste sistema. No formalismo la-
grangeano as transformagoes de simetria de um sistema sdo transforma-
¢Ges an suas coordenadas espaciais e temporal que deixam a acdo cléas-
sica invariante (a menos de uma constante) conduzindo, portanto, as

mesmas equacdes de movimento. Sendo

S=f1dt (&)

isto implica que o lagrangeano devera, apds as transformacdes de sime-

tria nas -coordenadas, assumir a forma
. . d
L} I ] 1 = N
L(xi’xi’t )dt' = L(xi,xi,t)dt + -5% dt (5)

Expressaremos aqui, resumidamente, os resultados do Teorema
de Noether na sua versdo mais simples, onde se supde que as transfor-
macdes nas coordenadas dependam apenas da posicdo e do tempo e ndo das
velocidades (sdo as chamadas transformacdes de simetria geométricas ).
Para uma revisdo recente do Teorema de Noether e suas varias generali-
zacdes podera ser consultado o artigo de Cantrijn e Sarlet!®,

Sejam as transformag¢des infinitesimais

X, rxh o=+ eni(x,b.,t) (6)

t+-t'=t+eE E(wi,t) (7)

onde E€ uma quantidade infinitesimal e n; e £ sado fungdes bem compor-
tadas dos z. e de t. Ascondigbes (6)e(7) para que estas transformagées
sejam de simetria levama seguinte equagdo para & e n;

oL 9L . . oL
€§E+ni8Ti+(n -x.i)&;+€L—dg/dt (8)
onde g € uma funcdo dos z, e de t. A relagdo (8) estabelece un siste-
ma de equacdes diferenciais parciais nas diversas poténcias dos a'c,b. que,
quando resolvidas, permitem a obtencdo das transformacdes de sinetria
geométricas para o lagrangeano dado. Estas transformagdes formam um

grupo continuo (o grupo de Noether) que é un subgrupo do grupo formado
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por todas as transformacfes de simetria que deixam as equagcbes de mo-
vimento do sistema invariantes (as chamadas simetrias de Lie}!7?18,

A segunda parte dos resultados de Noether nos permite obter,
associada a cada transformacdo de sImetria, uma quantidade conservada,

dada pela expresséao

mo- T El+g (9)
z

Em geral, as quantidades conservadas obtidas de (9), pelo uso
das simetrias geométricas, ndo serdo todas funcionalmente independen-
tes. Gs casos fisicamente mais importantes e conhecidos sdo: a conser-
vacdo da energia relacionada a simetria temporal, a conservagdo do mo-
mento linear relacionada S simetria de translagdo espacial e a conser-
vacdo do momento angular a simetria de rota¢do, para os lagrangeanos
usualmente utilizados. Note-se, no entanto, que en varios sistemas fi-
sicos podem existir outros lagrangeanos que reproduzem as mesmas equa-
¢Bes de movimento e, portanto, a quantidade conservada relacionada por
(9) a uma determinada transformacido de simetria pode variar dependendo

do lagrangeano usado®?®’2°,

3. INVARIANTES DE ERMAKOV VIA O TEOREMA DE NOETHER

s ) o
14 aplicaremos, ini-

(i) Generalizando resultados anteriores
cialmente, o Teorema de Noether para uma particula que obedece a Se€-

guinte equagao de movimento

B+ M)k + k(o) = (o) + ML 2D (10)

Esta equacgdo pode ser obtida através do Tagrangeano

e B an
onde
AE) = Sa(e)de (12)

Tomaremos sempre, por simplicidade, a massa da particula como unitaria.
Aplicando as condigdes de Noether (8) a este lagrangeano te-

remos as seguintes equacdes an < e n
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2 . . . . . .
g(-_kf?_.A+fo pA-hA+fx-_.-_Z.-_)

2 2z 2z 2
p, 2 38 _ ka _p _h _3g -A
+ n(f - kx+;c—3-+;) + 5% (-——2—+fx = D) =nl e
(13a)
3 2 h, 9 3g -A
2 2x
EA 9n 1 3
Tt% 70 (13¢)
X _, (13d)
X
A solucgdo deste sistemn de equagdes é
= £(¢)
-ty (14)
2
g=£‘§—-e!\ —Elf-\-xz e + pre + B(t)eA
onde &, U e B satisfazem b sistema de equa¢des ordinarias
E-eM - 280 - ()2 E - A()E + bkE + 2kg = o (159
Pyory =
Elz +pA) = uh (15b)
hE = - £(2h + 34n) (15¢)
u =0 (15d)
i+ihrhn =2 rErer e Sy (15¢)

Mg = relpudr (15F)
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A generalidade destas equacdes leva-nos a considerar varias

situacdes particulares:

(a) h=0, p =0

Ti-ata-se do oscilador forcado, dependente do tempo, e comdis=
sipacdo liiiear (supondo k(£)>0). Usando-sea eq.(9) chegamos ao inva-
riante

£ 22 2 : A2 " A
I =eA[%-+ E(x_2_+_k;7c2_+]x_2£_ fx ——Axr)—g(%+—j\-‘zi) + Yix -a'cu]
rret ) ae (16)

Esta forma geral de I1 conduz, en situacdes especificas, a invariantes
j& conheciclos e a novos outros; por exemplo:

1 -A=0, f=0

Corresponde a equagdo de movimento (1). Obtemos o invariante

original de Ermakov I, com a equagdo auxiliar (3), fazendo g =pe

integrando a equacdo (15a), para este caso.
2-k=0,2=0
A equacdo de movimento fica & = f(¢) e as transformacdes de
simetria
g =Ct7 4+ Ot + 0,
Cz
n=(C;t+ 7—) z + u(t)
o invariante tem a forma

2 2 2, o
I, = Ccx®/2 + (C)¢t +C,t Ca)(m /2 - fx)

- @z (Cyt + C,/2) - yk + [ + Sufdt (17)
onde

ﬁ:

Njw

2 .
f (26’17‘: + Cz) + (Clt + 0275 + 03)f
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(b) £ =h=0.

A equacdo de movimento fica

i+ A(8)3 + K(t)e = R
2°
e as equagles (15) se reduzem a
E@ + pi) = 0 (18a)
Eoa gk - 28 - (07T + g2k TR - MK = 0 (18b)
L=0 (18¢c)

A primeira destas equagfes leva a uma dependéncia especifica de p @an
relacdo ao tempo para que a transformacédo de simetria 5 seja diferente
de zero

p(t) = ce™2h

Utilizando estes valores na eq.{14), o invariante proveniente da eq.

(9) tera a forma

. -2A v,
_ _A[E Exx Az kax? | Ce Ex®2 _EA o
Ia-e[—z—— + E(G o+  + T) + ijl,
(19)
com a equacdo auxiliar sendo (18b)
() f=p=»X-=0.
As equagoes (15) resolvidas levam neste caso a
g =p?
(20)
h = p'1
onde p satisfaz
P+ k(¢)p = C/p®
0 invariante que se obtém da eq. (9) é
.2 2252 : 2
=p2 T . TP~ P, Cx
I, =p Z ppe + —— *-'17+2p2 (21)
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para a equacdo de movimento
Z=-kithe + o
2?2
(ii) Analisemos, agora, uma situacdo fisica diversa: o movi-
mento unidimensional de un objeto sob forca externa dependente do tem-
po e na presenca de um meio que leva a uma dissipacdo quadratica com
a velocidade. A equacdo de movimento serd, se ndo levarmos em conta a
inversdo no sinal da forca dissipativa quando houver inversédo na velo-
cidade
E+ BE2+ f(2) =0 (22)

onde B = constante.

un lagrangeano para este sistema é

et o4 (23)

As simetrias geométricas deste lagrangeano obtidas da eq. (8)

sao
g =¢g(¢)
n=e® a(t) + £r28 (24)
B 282
g = _e__é_ &+ £ £+ C]
L p?
onde & e & satisfazem
€+ uefit + 28738 = 0 (252)
G+ Bfio=20 (25b)

Fazendo 5 = p?, e integrando a equagdo para <,obtemos
p+Bfip=c,/p (26)

Fela relacao (9), e para a escolha ¢,=0, C,=1, a=0,aseqs.(23),

(24) e (25) levam ao invariante

_ 1 —ezﬁx 623«7: . &
IS—TLW'F?_@-BW)_] (27)

com equagdo auxiilar (26).
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Outro invariante pode ser obtido escolhendo-se &=0 e a#0, nas
eqs. (23), (24) e {25)

Br
e L e
IG = -—8 l_q. Bowq_, (28)
com a equacdo auxiliar
g+ 8f,(t)a = 0 (29)
E importante observar que |, é também un invariante para 0 oscilador
dependente do tempo, quando Bf;, = k{(#)>0; podemos, neste caso, ver

(22) como a equacdo auxiliar e (30) como a equacdo principal.

Vemos que o Teorema de Noether nos da um método para se obter
invariantes e suas equacgbes auxlllares; estas surgem como condi¢cdes a
serem satisfeitas pelas transforma¢dées nas coordenadas para serem
transformacdes de simetria do sistema. Os invariantes obtidos estabe-
lecem ligacoes entre a equagdo principal e as auxiliares e podem  ser
usados para se obter as solugdes de uma equagio em termos de solugdes
da outra'. Por exemplo, para o caso que estamos considerando, podemos
facilmente achar a solucdo para o movimento de un objeto caindo préxi-
M a superficie da Terra e submetido a uma forca de atrito com o ar
que depende do quadrado da velocidade. A equacdo de movimento sera a

eq. (22) com B constante e f, = - ¢
& =g- gt (30)
A equagao (29) tera a forma
a=8go

A solucdo desta equacdo linear €

o = A exp{vBgt} + B exp{~vBgt} (31)
Aplicando a eq. {(31) na eq. (28) e fazendo |, = 0, teremos

P {4 exp(/Bgt) - B exp(-VBgt)} Vg

{4 exp(VBgt) + B exp(~-/Bgt)} B

Logo a velocidade de queda do objeto sera (com .72'0 = 0)
v(t) =& =/F tgh (/EGt) (32)
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que temcono valor limte para o Viax = vg7B.
I ntegrando-se (32), a posi¢do do objeto ao longo do tenpo seréd

z(t) = % an cosh (VBgt), para =, = 0

i11) Considerenos a apl icagdo deste método a um problema em
mai s de una di mensdo: o novimento de una particul a carregada em um cam-
po el etromagnético externo. Suporemds que o canpo el étrico varia como
tenpo e que o canpo magnético & constante e normal ao canpo el étrico;
para naior general idade suporenos tanbéma particula subnetida a for-
cas restauradoras lineares e anisotropicas.

Um | agrangeano' para este sistema €

% (e k,(t)y?

.2 .2
L=%—+%—+%@x—5cy] - - ———+ =y (t) +hy(t)y

qB
onde w = —C—° e gk = n,g + n,q.
As equagOes de novi mento séo
T =y - ke + B {E) (33)
Y= ~uk - koy + ho (%)

As condi ¢oes (8) |evama 8 equagbes diferenciais de prineira ordem
cuj as sol ugbes séo

5 =¢g(¢)

n, =§2£+w—§l+01y+fz(t)
. (34)

T B NN

g ='[%‘ (=? +y2) +'(§ (fzy - fsx) +}'39 +}'2.’X: +f‘,(t)
onde &, fz, f3 e f satisfazem

T+ :E(‘*kz + w?) + E(2k,) =0 (35a)
E o+ Bk, 4 w?) + E(2k) = 0 (35b)

(¢, + wE/2) (k, ~k,) = 0 (35¢)
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Fovkyf, =wf, - h(C, +wE/2) + hE+SHE  (35d)
oo+ ofy=uf, + by (Cy + WE/2) + hyE + 2 mE  (35e)
Fu = hafo + Bofs (35¢)

Doi s casos particulares inportantes sao

(@ k, =k, =k(t); h, =%, =0

Trat a-se do oscil ador isotropico, carregado, em um canpo nag-
nético constante. O sistena de equagdes (35) fica reduzido a

6+ (k+w?/%)p = ¢c/p®
Fp +KfF, = uf, (36)

}‘3+kf3.=_w}‘2

onde fizenos o = £% e integranos a equacdo (35a). A expressdo invarian-
te obtida das egs. (34) e (9) sera

~
fl

2
QT [ + 7% + wlxy-yx) + (k +w?/2) (z®+y?]] - ob (xz+y)

+

2 2
Lﬂc_;i)_ B2 % - (ks /B)] + 1 3 (w4y?) +C, (wh-yd)

+

W(f,y - £,2) + fy + @ - £, = £y (37)

(b)hl#o’hZ#o;kl=k2=ko=cte

E o caso do osci | ador independente do tenpo col ocado nos cam
pos el étrico (var iavel) e magnético cruzados. O invariante neste caso

sera
2 ac,
I, - hy (-9%C, cos R - chuseth) + (ak t yy) [‘*2“ cos it
Qe, (C +(C; cos Qt +C, sen Ot -
—— sen Qt] + [ 4 ”;z + 72 + wloy -yx)
2
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wC E
+ i (x2+y2) +k(x2.+y2) _Zhl.'x: - thyj + Tl (x2+y2) + Cl(xy'y&?)
2
Y u(fyy = £4m) + foy + Fy@ = o = £3§ + [ f, +h,f,) 9t (38)

com f,,fy e f, satisfazendo as egs. (35d), (35e) e (35f) respectivamen-

te e onde

Q= [bk + wz_ll/z

4. OBTENGAO DE INVARIANTES A PARTIR DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

Podemos buscar diretamente da equagdo de movimento as condi-
¢des para que invariantes de Ermakov existam; para isto faremos supo-
sicbes gerais sobre o tipo de invariante a ser buscado e, en seguida,
anal isaremos os tipos de equacbes auxiliares possiveis neste caso. Con-
sideraremos, como exemplo, a equacdo de movimento geral para uma par-
tTcula an uma dimenséo

£ =f(t, x, x) (39)
e suporemos que o invariante I tem a forma

I = I(xy :2:9 O, b) (I{O)
onde P satisfaz uma equacdo auxiliar do tipo
b =g, o, p) (1)

A suposicdo de que | ndo tem dependéncia explicita en t e
a utilizacao de uma Unica variavel auxiliar sdo as restricées que ado-
tamos neste caso. Além dessas, outra restricdo importante feita é su-
por o ndo acoplamento das equagoes (39) e {(41).

Sendo B um invariante, deverad satisfazer

. 3T . 9T , : I , . oI _
xﬁ+xgg+:p$+pg—0 (42)

Das eqgs. (39), (41) e (42) teremos

01/3x _ (xd3I/dx + éaz/ap) (43)

g(t,0,0) = - f - 5
3I/3p 9I/3p

Esta expressdo, cujo segundo membro deve ser uma funcdo somente de t,

p e p,nos da a condicdo geral que | devera obedecer. Outras condicBes
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particulares, dela deduzidas, podem ser Uteis na busca de I e de gl t
p, 0); por exemplo, derivando a eq. (43) en fungdode t, X, e x encontramos

as condicbes

W _7_f;/ ?;g (u4)

2 2
[3 f 31 ,3f3I (45)
dxdp) (9zot ar 3t ax?

|
<+

3t
2 2
92f oI | 3f 3% _ %1
dxdt 3p ot dxdx [

3xdp

Aplicando estas condi¢des para o caso do oscilador dependente
do tempo, com a equacdo de movimento (1), e supondo uma forma linear en

x e x para o invariante

I=Ff,pz +f (p,0)x (46)

obtemos . af '
Sy g 47)

5 I (

‘Logo a forma deste invariante linear en x e © €
.. df
Iy =f,x - px T (48)
com a equagdo auxiliar
f2 t2 d*f,/dp?

5 = = W (t) dfz/dp - P dfz/dp ("’9)

Se tomamos o caso particular onde f, = e p/A chegamos ao invariante I,
j& obtido pelo Teorema de Noether.
Supondo, para o mesmo oscilador, um invariante quadratico em

rek
r = r,(0)x* + £,(p,0)=z + fg(p,0)x? (50)

as condigdes (41) e (43) levam a

} . df .
= fa? - out b+ £(0,0)a” (51)
onde f, satisfaz a equacéo
_&F 3, of, &, of, . df
(87 —2 ¢ 2kf,) ot 4 2fs 2 4 0 —2 — 4 KD (3= 3) =0 (52)
dp? e 3 o dp '

A equacdo auxiliar € obtida da eq.(43) pela substituicdo dos valores de

fs» fue fs-
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0 invariante original de Ermakov I, € obtido para o caso particular f,
= p2,

Esta forma de obtencdo dos invariantes de Ermakov nos fornece
resultados mais gerais do que a aplicacdo do Teorema de Noether, mas
a sua resolucdo pode se tornar complicada quando as restrigBes impos-
tas en | forem relaxadas e quando um ndmero maior de variaveis auxi-

liares for admitido.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho empregamos o Teorema de Noether para obter in-
variantes de Ermakov para alguns sistemas dependentes do tempo. A van-
tagem deste procedimento estd en sua simplicidade conceltual: uma vez
que as transformagées de simetria — aue devem obedeceras equagoes auxi-
liares para se constituirem em simetrias geométricas — tenham sido ob-
tidas chega-se diretamente aos invariantes. Ele nos fornece, an geral,
todos os invariantes independentes para uma certa equacdo de movimento.

Uma outra possibilidade na busca de-novos invariantes seria a
utilizagdo do Teorema de Noether aplicado a-lagrangeanos equivalentes
(1agrangeanos que conduzem as mesmas equacdes de movimento). Por exem-
plo, para o oscilador bidimensional dependente do tempo, além do 1la-

grangeano usual

.2 .2 %

L =5+ & - % &2+y7] (53)

que utilizamos em forma mais geral no item 3 - iii, un outro lagrangea-
no

L, =&y - k(t)xy (54)

conduz as mesmas equagdes de movimento, A aplicacdo das condigBes (8)

e (9) a L, leva ao seguinte invariante

I,, = 0%y - (yi + z§)od + xy(p? + C/02) + Fx + yfy = fyk - £y (55)

onde B+ k(g)p = ¢/p®
Fo+ k(t)f2 = 0 (56)
Fy + k(E)F, = 0
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Este invariante ndo pode ser obtido através de uma simetria
geométrica do lagrangeano L, (s6 poderd sé-lo através de uma transfor-
macdo de simetria que envolva as velocidades). Observe-se, de passagem,
que este invariante € uma generalizacdo de un dos invariantes deFradkin

para o oscilador harmonico bidimensional??

=&y + key , K = constante

F

- . . . . A . Y4
que € conslderado, usualmente, como associado a simetrias dinamicas 2,

Vemos, por este exemplo, que uma quantidade conservada que s6 pode ser
obtida via transformacGes de simetria dindAmicas para un determinado la-
grangeano, pode, eventualmente, estar associada a uma simetria geomé-
trica de un lagrangeano equivalentezo.

0 procedimento de se utilizar lagrangeanos equivalentes sofre
da dificuldade de que € em geral dificil, e nem sempre possivel, espe-
cialmente para os casos de dimensdo »n>l, encontrar lagrangeanos equi-
valentes e que tenham, além disso, uma forma razoavelmente simples.

Un outro processo que poderia ser usado nesta tentativa & a
analise das sirnetrias geométricas das equacdes de movimento. Estas
transformacdes de simetria formam un grupo (do qual as transformacgdes
noetherianos constituem um subgrupo) e, através delas, podem ser obti=
das quantidades conservadas™"; as equacgfes auxiliares surgem novamente
como equacfes a serem satisfeitas para que as transformacgdes continuas
nas coordenadas deixem as equagdes de movimento invariantes. Este pro-
cesso, além de poder resultar em invariantes adicionais, tem a vanta-
gem de ser aplicavel a sistemas que ndo admitem formulacdo variacional.

0 exame direto das equacdes de movimento, como realizado na
secdo 4, pode levar as formas mais gerais de sistemas de Ermakov. Nes-
te caso teremos, em geral, de fazer suposi¢cdes sobre a forma do inva-
riante e sobre o tipo das equagdes auxiliares; isto pode, em muitosca-
sos, levar a condigdes de diffcil resolugdo. En todos estes procedimen-
tos obtemos expressfes invariantes que, em geral, ndo serdo todas fun-
cionalmente independentes entre si; ao final, os invariantes supérfluos
poderdo ser eliminados.

A utilidade dos invariantes de Ermakov aqui discutidos, ‘além

de sua importancia usual como quantidades conservadas, tem dois pontos
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de interesse especial. O primeiro deles € a possibilidade de ajudar na
obtencdo de solu¢gbes de uma equagdo diferencial (em geral ndo 1linear)

®. 0 segundo ponto

a partir de solucoes conhecidas da equagio auxiliar
€ a utilizacdo destes invariantes na quantizagao de sistemas fisicos
com potenciais dependentes do tempo. A analise desta possibilidade nos

interessara em trabalho posterior.
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V¢ apply here the Noether Theorem for the obtentlon of in-
variants for Ermakov systems. We give also another method for finding
these invariants starting directly from the equations of motion. Some
illustrative examples, in the onedimensional and twodimensional cases,
are given.
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