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Resumo Discutimos neste t rabalho a  obtenção de invar ian tes  para s i s -  
temas de Ermakov, pela u t i l  ização do Teorema de Noether. Introduz-se 
também um método de obtenção d i r e t a  deste t i p o  de Invar iantes par t indo 
-se das equações de movimento, Sao apresentados alguns exemplos sim- 
ples para sistemas c láss icos  em uma e  em duas dimensões, 

Para qualquer sistema mecânico as quantidades conservadas têm 

importância tan to  na resolução dinâmica de suas equações de movimento 

quanto na sua interpretação f í s i c a .  Por i s t o  a  obtenção destes i n v a r i -  

antes tem sido sempre, na dinâmica c láss ica  ou quântica, motivo de i n -  

teresse especial . Nos Ü l  timos anos, cer tos  invar ian tes  foram o b t  i dos 

para a l  gumasequaçÕes de movimento, nos chamados sistemas de ~ rmakov l -4 .  

Nestes sistemas, submetidos a  forças que têm, em gera l ,  d e p e n d e n c i a  

e x p l í c i t a  no tempo, o  invar ian te  depende de uma ou mais var iáve is  au- 

x i l i a r e s  que obedecem, por sua vez, a uma ou mais equações d i f e r e n -  

c i a i s .  

O p r ime i ro  invar ian te  deste t i p o  f o i  indicado por ~rmakov'  pa- 

ra  o  osc i lador  dependente do tempo; posteriormente, e l e  f o i  analisado 

por Courant e snyder2 e  por ~ e w i s ~ " .  Para a  equação de movimento do 

osc i lador  unidimensional dependente do tempo 

o  invar ian te  de Ermakov tem a forma 

1 I, = 7 C(-I2 + (Px - 
P 

onde P s a t i s f a z  à equação a u x i l i a r  



O sistema cons t i t u ído  pela equação ( I ) ,  pelo invar ian te  I,, e pela equa- 

ção a u x i l i a r  ( 3 )  é chamado de um sistema de Ermakov. Originalmente es- 

t e  invar ian te  f o i  ob t i do  por t en ta t i va  através do exame da equação de 

movimento ( I ) .  

Courant e  snyder2 empregaram este sistema na a n i l  i s e  da esta-  

b i l i dade  de ó r b i t a s  de pa r t í cu las  carregadas em campos magnéticos; em 

aceleradores do t i p o  c i c l o t r o n .  Lewis e  ~ i e s e n f e l d ~  u t i l i z a r a m  o inva- 

r i a n t e  I ,  para obter ,  pela pr imei ra  vez, a  descrição quántica exata do 

osc i  lador dependente do tempo. Eles mostraram que as soluções da equa- 

ção de ~ c h r g d i n ~ e r  para este caso podem ser expressas como uma combi- 

nação 1 inear das autofunções de I,, , e t rataram P como uma var iáve l  

c láss ica  obedecendo à equação a u x i l i a r  ( 3 ) .  Após es te  trabalho, d i ve r-  

sas extensões e  anã1 ises sobre estes sistemas e  out ros  s imi la res  foram 
5 - 1 1  

real izadas ; foram a i  considerados casos mul t id imensionais e  com 

possíveis acoplamentos en t re  as equações ( 1 )  e  ( 3 ) .  Estados coerentes 

do osci  lador dependente do tempo ,puderam também ser expressos com a 

ajuda de I ,  12. Para um a r t i g o  de revisão sobre o  assunto o  l e i t o r  

interessa~do poderá consu l ta r  o  t raba i  ho de ~ a y " .  

Aplicamos aqui ,  na seção 3,  uma idé ia  de ~ u t z k y '  que obtem 

i nvar iantes deste t i p o  através do Teorema de ~ o e t h e r ' ~ " ~ " ~ .  Após uma 

breve rev i são deste teorema, na seção 2, obtemos Invar iantes de Ermakov 

para outr i iã  equações de movimento que modelam vá r i as  situações f í s i c a s  

simples, e m  uma e  em duas dimensões. Os invar lan tes  de Ermakov podem 

ser u t  i 1 izados, como será exempl i f icado, para se resolver uma equação 

d i f e renc ia l  conhecendo-se a  solução da equação auxi 1 i a r  ou vice-versa '. 
Ida seção 4, estabelecemos condições gera is  para a  ex is tênc ia  

destes invar ian tes  a  p a r t i r  das equações de movimento. I s t o  pode ser 

f e i t o  com res t r i ções  variadas na forma do invar ian te  e  no nümero de 

equações aux i l i a res .  Empregamos es te  método, o  caso de osc i iador  un i -  

dimensional, para a  obtenção de invar ian tes  biquadrát icos e  l ineares  

em x e  x. 

Na seção 5 discutimos, 2 guisa de conclusão, os diversos 

proced imeritos de obtenção destes invar iantes.  



2. O TEOREMA DE NOETHER 

Em 1918 Emmie ~ o e t h e r ' ~  demonstrou teoremas de grande u t i  1 i - 

dade e beleza relacionando as transformações de s imet r ia  contínuas de 

um sistema e quantidades conservadas neste sistema. No formalismo l a -  

grangeano as transformações de s imet r ia  de um sistema são transforma- 

ções em suas coordenadas espacia is e temporal que deixam a ação c lás-  

s ica  invar ian te  (a menos de uma constante) conduzlndo, portanto,  5s 

mesmas equações de movimento. Sendo 

S = / L d t  (4)  

i s t o  impl ica que o lagrangeano deverá, após as transformações de sime- 

t r i a  nas -coordenadas, assumir a forma 

Expressaremos aqui, resumidamente, os resul tados do Teorema 

de Noether na sua versão mais simples, onde se supõe que as t rans fo r-  

mações nas coordenadas dependam apenas da posição e do tempo e não das 

velocidades (são as chamadas transformações de s imet r ia  geométricas ). 

Para uma r e v i  são recente do Teorema de Noether e suas vár ias  general i - 
zações poderá ser consultado o a r t i g o  de Can t r i j n  e S a r l e t I 6 .  

Sejam as transformações i n f  i n i  tes imais 

t + t1  = t + E S(xi,t) (7) 

onde E é uma quantidade i n f  in i tes i rnal  e rli e 5 são funções bem compor- 

tadas dos zi e de t . Ascondições (6)e(7) para que estas transformações 

sejam de s imet r ia  levam: seguinte equação para 5 e Tii 

onde g é uma função dos xi e de t. A relação (8) estabelece 

ma de equações d i f e r e n c i a i s  pa rc ia i s  nas diversas potências 

um s i s t e -  

dos ?i que, 

quando resolv idas,  permi tem a obtenção das transformações de s i n e t r i a  

geométricas para o lagrangeano dado. Estas transformações formam um 

grupo contínuo (o grupo de ~ o e t h e r )  que é um subgrupo do grupo formado 



por todas as transformações de s lmet r ia  que deixam as equações de mo- 

vimento do sistema invar ian tes  (as chamadas s imet r ias  de ~ i e ) " " ~ .  

A segunda par te  dos resultados de Noether nos permite obter ,  

associada a cada transformação de s lmet r ia ,  uma quantidade conservada, 

dada pela expressão 

Em geral ,  as quantidades conservadas obt idas  de (91, pelo uso 

das s imet r ias  geom6trlcas, não serão todas funcionalmente independen- 

tes.  Os casos f is icamente mais importantes e conhecidos são: a conser- 

vação da energia relacionada ã s imet r ia  temporal, a conservação do mo- 

mento l i n e a r  relacionada s s imet r ia  de t ranslação espacial e a conser- 

vação do momento angular ã s imet r ia  de rotação, para os lagrangeanos 

usualmentt: u t i  1 izados. Note-se, no entanto, que em vár ios  sistemas f í- 
sicos podtm e x i s t i r  ou t ros  lagrangeanos que reproduzem as mesmas equa- 

ções de movimento e, portanto,  a quantidade conservada relacionada por 

(9) a uma determinada transformação de s imet r ia  pode v a r i a r  dependendo 

do lagrangeano usado'' 9 2 0 .  

3. INVARIANTES DE ERMAKOV VIA O TEOREMA DE NOETHER 

(:i) General izando resul tados anter  i o r e s 8 ' I 4  ap l  icaremos, i n i -  

c ia lmente,  o Teorema de Noether para uma p a r t í c u l a  que obedece ã se- 

gu i n te  equação de movimento 

onde 

Esta equação pode ser ob t ida  através do agrangeano 

Tomaremos sempre, por simpl icidade, a massa da p a r t  i cu la  como u n i t á r i a .  

Aplicando as condições de Noether (8) a es te  lagrangeano te-  

remos as seguintes equações em < e 0 i 



A solução deste sistema de equações é 



A general idade destas equações leva-nos a considerar v i r  ias  

situações par t icu lares :  

(a) h = O ,  p = O .  

TI-ata-se do osc i lador  forçado, dependente do tempo, e comdis- 

s i  ~ a ~ ã o  1 i i iear  (supondo k ( t ) > O )  . Usando-se a eq.(9) chegamos ao inva- 

r i a n t e  

Esta forma geral  de II conduz, em situações especí f icas,  a invar ian tes  

j á  conheciclos e a novos outros;  por exemplo: 

Corresponde à equação de movimento (1 ) .  Obtemos o i nva r i an te  

o r i g i n a l  dé: Ermakov .To com a equação auxi  1 i a r  ( 3 1 ,  fazendo 5 = P' e 

integrando a equação (15a), para este caso. 

A equação de movimento f i c a  2 = f ( t )  e as transformações de 

s imet r ia  

5 = c,t2 + C 2 t  + C3 

C 2  
i1 = ( C * t  + $  x + v(*) 

o invar ian te  tem a forma 

I ,  = c , x 2 / 2  + ( c p 2  + C,& + C 3 )  ( i 2 / 2  - f x )  

onde 



A equação de movimento f i c a  

e as equações (1 5) se reduzem a 

A prime i r a  destas equações leva a uma dependência especí f i ca  de p em 

relação ao tempo para que a transformação de s imet r ia  5 seja d i f e r e n t e  

de zero 

p ( t )  = 

U t i l i zando  estes valores na eq.(14), o invar ian te  proveniente da eq. 

(9) t e rá  a forma 

com a equação auxi  1 i a r  sendo (18b) 

As equações (15) reso lv idas  levam neste caso a 

onde p sa t i s faz  

O i nvar ian te  que se obtêm da eq. (9) é 



para a equação de movimento 

( i i )  Analisemos, agora, uma si tuação f í s i c a  diversa:  o movi- 

mento unidimensional de um ob je to  sob fo rça  externa dependente do tem- 

po e na presença de um meio que leva a uma dissipação quadrát ica com 

a velocidade. A equação de movimento será, se não levarmos em conta a 

inversão no s ina l  da fo rça  d i s s i p a t i v a  quando houver inversão na velo-  

c i dade 

2 +  Bk2 + fJ t )  = O  (22) 

onde f3 = constante. 

Um lagrangeano para este sistema é 

As s imet r ias  deste Iagrangeano ob t  Idas da eq. ( 8 ) 
são 

onde 5 e 12 satisfazem 

'5  + 4Í3f15 + 2@f15 = O 

Fazendo 5 = p 2 ,  e integrando a equação para <,obtemos 

6 + Bf1p = c2 /p3  (26) 

Pela relação (9), e para a escolha Cl=O, C2=l, a=O,as,eqs-(23), 

(24) e (25) levam ao invar ian te  

com equaçi'o auxi  i l a r  (26) . 



Outro invar ian te  pode ser ob t i do  escolhendo-se <=O e a#0, nas 

eqs. (23), (24) e (25) 

com a equação auxi 1 i ar 

E importante observar que I ,  é também um inva r i an te  para o osc i lador  

dependente do tempo, quando @fi = k ( 6 ) N ;  podemos, neste caso, ver 

(22) como a equação auxi  1 i a r  e (30) como a equação p r i n c i p a l  . 
Vemos que o Teorema de Noether nos dá um método para se obter  

invar iantes e suas equações auxl 1 lares;  estas surgem como condições a 

serem s a t i s f e i t a s  pelas transformações nas c o o r d e n a d a s  p a r a  serem 

transformações de s imet r ia  do sistema. Os invar ian tes  obt idos  estabe- 

lecem 1 igaçÕes en t re  a equação p r i n c i p a l  e as auxi  1 ia res  e podem ser 

usados para se obter  as soluções de uma equação em termos de soluções 

da outra'.  Por exemplo, para o caso que estamos considerando, podemos 

faci lmente achar a solução para o movimento de um ob je to  caindo p rõx i -  

mo à supe r f í c i e  da Terra e submetido a uma força  de a t r i t o  com o a r  

que depende do quadrado da velocidade. A equação de movimento será a 

eq. (22) com B constante e f, = - g 

A equação (29) t e rá  a forma 

a = B~~ 

A solução desta equação l i n e a r  é 

a = A exp(Ji59t) + B exp{-&jt} 

Apl icando a eq. (31) na eq. (28) e fazendo I, = 0, teremos 

Logo a velocidade de queda do ob je to  será (com = 0) 



que tem como valor 1 imite para W :  v = m. ma x 
Integrando-se ( 3 2 1 ,  a posição do objeto ao longo do tempo será 

1 
x ( t )  = - Rn cosh ( m t )  , para x, = O B 

i i i ) Consideremos a apl icação deste método a um problema em 

mais de uma dimensão: o movimento de uma partícula carregada em umcam- 

po eletromagnético externo. Suporemos que o campo elétrico varia com o 

tempo e que o campo magnético é constante e normal ao campo elétrico; 

para maior general idade suporemos também a partícula submetida a for- 

ças restauradoras lineares e anisotrópicas. 

Um lagrangeano 'para este sistema 6 

@ o  -t 
onde w = -- e qE = h$ + h,;. 

C 

As equações de movimento são 

As condições (8) levam a 8 equações diferenciais de primeira ordem, 

cujas soluções são 

5 = S ( t )  

onde 5, f2, f 3 e f  satisfazem 



f4 = hlf2 + h2f3 

Dois casos particulares importantes são 

(a) kl = k, = k(t); h, = h2 = O 

Trata-se do oscilador isotrópico, carregado, em um campo mag- 

nético constante. O sistema de equações (35) fica reduzido a 

onde fizemos P = S2 e integramos a equação (35a). A expressão invarian- 

te obtida das eqs. (34) e (9) será 

E o caso do osci lador independente do tempo colocado nos cam- 
pos elétrico (var iãvel) e magnêt ico cruzados. O invariante neste caso 

será 

x2+?j2 I, =- ($'C, cos Rt - R2C,senRt) + (x2 + ZJY) 

RC4 C + C, cos ~t + C, sen ~t - 7 sen fit] + [ ) E 2  + i2 + w ( G - ~ ~ )  
2 



com f2,f3 e f, satisfazendo as eqs. (35d), (35e) e (35f)  respectivamen- 

t e  e onde 

n = E" ty2 

4. ~BTENÇFLO DE INVARIANTES A PARTIR DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

IPodemos buscar diretamente da equação de movimento as condi - 

ções para que invar ian tes  de Ermakov existam; para i s t o  faremos supo- 

sições gera is  sobre o t i p o  de i nva r i an te  a ser buscado e, em seguida, 

anal i saremos os t i p o s  de equações auxi  1 ia res  possíveis neste caso. Con- 

sideraremos, como exemplo, a equação de movimento geral  para uma par- 

t i c u l a  em uma dimensão 

2 = f ( t ,  x ,  i) (39) 
e suporemos que o invar ian te  I tem a forma 

I = I ( x ,  i, P, 6) (40) 

onde P sa t i s faz  uma equação a u x i l i a r  do t i p o  

11 suposição de que I não tem dependência expl í c i  t a  em t e 

a u t i l i z a ç ã o  de uma única var iáve l  a u x i l i a r  são as res t r i ções  que ado- 

tamos neste caso. Além dessas, ou t ra  r e s t r i ç ã o  importante f e i t a  6 su- 

por o não acoplamento das equações (39) e (41). 

Sendo I um invar iante,  deverá sa t i s faze r  

Das eqs. (39), (41) e (42)  teremos 

Esta expressão, cu jo  segundo membro deve ser uma função somente de t, 

p e i, nos dá a condição geral que I deverá obedecer. Outras condições 



par t i cu la res ,  dela deduzidas, podem ser Ú te i s  na busca de I e de g (  t, 

p, e )  ; por exemplo, derivando a  eq. (43) em função ae t, x, e  encontramos 

as condições 

Apl icando estas condições para o  caso do osc i  lador dependente 

do tempo, com a equação de movimento ( I ) ,  e  supondo uma forma 1 inear em 

x e  5 para o  invar ian te  

I = fp (P)Z + f l  ( ~ , b ) x  

obtemos 

.Logo a  forma deste invar ian te  1 inear em x  e  5 é 

com a equação a u x i l i a r  
f2 ' 2  d2f2/dp2 

P =  - u 2 ( t ) = -  P  r 
f 2 /  P  f2/ P 

Se tomamos o  caso p a r t i c u l a r  onde f2 = eXp/X chegamos ao invar ian te l , ,  

j á  ob t i do  pe lo  Teorema de Noether. 

Supondo, para o  mesmo osc i lador ,  um inva r i an te  quadrát ico em 

x e j :  

r = f 3 ( d i 2  + f , , ( ~ , b ) &  + f 5 ( p , i b 2  (50) 

as condições (41) e  (43) levam a 

' + f5 (p,b)x2 I,, = f,i2 - em, 

onde f 5  s a t i s f a z  2 equação 

A equação auxi  1 i a r  6 obt ida  da eq .(43) pela subst i tu ição dos valores de 

fs, f s  e fs. 



O invar ian te  o r i g i n a l  de Ermakov I,, é obt,ido para o  caso p a r t i c u l a r  f, 

= p 2 .  

Esta forma de obtenção dos invar ian tes  de Ermakov nos fornece 

resultados mais gera is  do que a  ap l  icação do Teorema de Noether, mas 

a  sua resolução pode se to rnar  compl icada quando as r e s t r  içÕes impos- 

tas  em I forem relaxadas e  quando um número maior de va r i áve i s  aux i-  

l i a r e s  f o r  admit ido.  

Neste t rabalho empregamos o  Teorema de Noether para obter  i n -  

var ian tes  de Ermakov para alguns sistemas dependentes do tempo. A van- 

tagem deste procedimento está em sua s  impl i c i  dade concel tua l : uma vez 

que as transformações de s imet r ia  - oiie devem obedecerás equaçksauxi-  

1 iares para se const i tu i rem em s i r n e t r i m  geométricas - tenham s ido ob- 

t i das  chega-se diretamente aos invar ian tes .  E le  nos fornece, em gera l ,  

todos os invar ian tes  independentes para uma. ce r ta  equação de movimento. 

Uma out ra  poss ib i l idade na busca de.novos invar ian tes  se r i a  a  

u t  i 1 ização do Teorema de Noether apl  icado a-laqrangeanos equivalentes 

(lagrangeãnos que conduzem ã s  mesmas equações de movimento). Por exem- 

p lo ,  para o  osc i lador  bidimensional dependente do tempo, além do l a -  

grangeano usual 

que utl l l .zamos em forma mais geral  no i tem 3 - iii, um ou t ro  lagrangea- 

no 

L 2  = 2.ij - k ( t ) x y  (54) 

conduz às mesmas equações de movimento, A apl icação das condições (8) 
e  (9) a  L, leva ao seguinte invar ian te  

onde 



Este i n v a r i a n t e  não pode ser  o b t i d o  a t r a v é s  de uma s i m e t r i a  

geométr ica do lagrangeano LI (só poderã s e - l o  a t r a v é s  de uma t r a n s f o r -  

mação de s i m e t r i a  que envolva as  ve loc idades) .  Observe-se, de passagem, 

que e s t e  i n v a r i a n t e  é uma genera l i zação  de um dos i n v a r i a n t e s  d e f r a d k i n  

para o o s c i l a d o r  harmônico b id imens iona lZ1  

I =?c$ + kxy , k = cons tan te  F 

que e considerado, usualmente, como associado a s i m e t r i a s  d inâmicasz2.  

Vemos, por  e s t e  exemplo, que uma quant idade conservada que só pode ser  

o b t i d a  v i a  transformações de s i m e t r i a  dinâmicas para um determinado I a -  

grangeano, pode, eventualmente, e s t a r  associada a uma s i m e t r i a  geomé- 

tr  i ca  de um lagrangeano e q u i v a l e n t e
z 0.  

O procedimento de se u t i l i z a r  lagrangeanos equ iva len tes  s o f r e  

da d i f i c u l d a d e  de que é em g e r a l  d i f  Í c i  I, e nem sempre p o s s í v e l ,  espe- 

c ia lmente  para os casos de dimensão n > l  , encon t ra r  lagrangeanos equi  - 
va len tes  e que tenham, além d isso ,  uma forma razoavelmente s imples.  

Um o u t r o  processo que poder ia  ser  usado nes ta  t e n t a t i v a  é a 

anã1 i s e  das sirnetr i as  geométr icas das equações de movimento. Estas 

transformações de s i m e t r i a  formam um grupo (do qual as transformações 

noether  ianos cons t i tuem um subgrupo) e, a t r a v é s  delas,  podem ser  o b t  i - 
das quant idades conservadas" ; as equações a u x i  1 i ares  surgem novamente 

como equações a serem s a t i s f e i t a s  para que as transformações con t ínuas  

nas coordenadas deixem as equações de movimento i n v a r i a n t e s .  Este p ro-  

cesso, além de poder r e s u l t a r  em i n v a r i a n t e s  a d i c i o n a i s ,  tem a vanta-  

gem de ser  a p l l c á v e l  a sistemas que não admitem formulação v a r i a c i o n a l .  

O exame d i r e t o  das equações de movimento, como r e a l  izado na 

seção 4, pode l e v a r  às formas mais g e r a i s  de sistemas de Ermakov. Nes- 

t e  caso teremos, em g e r a l ,  de f a z e r  suposições sobre a forma do inva-  

r i a n t e  e sobre o t i p o  das equações a u x i l i a r e s ;  i s t o  pode, em m u i t o s c a-  

sos, l e v a r  a condições de d i f  i c i  I resolução.  Em todos es tes  procedimen- 

t o s  obtemos expressões i n v a r i a n t e s  que, em g e r a l ,  não serão todas fun-  

c ionalmente independentes e n t r e  s i ;  ao f i n a l ,  os i n v a r i a n t e s  s u p é r f l u o s  

poderão ser  e l  iminados. 

A u t i l i d a d e  dos i n v a r i a n t e s  de Ermakov aqu i  d i s c u t i d o s ,  *além 

de sua impor tânc ia usual como quant idades conservadas, tem d o i s  pontos 



de i n t e r e s s e  e s p e c i a l .  O p r i m e i r o  de les  6 a p o s s i b i l i d a d e  de a judar  na 

obtenção de soluções de uma equação d i f e r e n c i a l  (em g e r a l  não l i n e a r )  

a p a r t i r  de soluçÕes conhecidas da equação a u x i  1 i a r ?  0 segundo ponto 

é a u t i l i z a ç ã o  destes i n v a r i a n t e s  na quant ização de sistemas f í s i c o s  

com p o t e n c i a i s  dependentes do tempo. A a n á l i s e  des ta  p o s s i b i l i d a d e  nos 

i n t e r e s s a r á  em t r a b a l h o  p o s t e r i o r .  
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We apply here the Noether Theorem f o r  the obtent lon  o f  i n -  
va r i an ts  f o r  Ermakov systems. We g i ve  a l so  another method for  f i n d l n g  
these i nva r i an ts  s t a r t i n g  d t r e c t l y  from the equations o f  motion. Some 
i l l u s t r a t i v e  examples, i n  the onedimensional and twadimensional cases, 
a re  given. 


