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Resumo A solugdo exata das equagoes de Einstein-Cartan é obtida para
um fluido artificial com spins radialmente polarizados, sob simetria es-
férica e em condicdo estatica, sendo nulo o tensor métrico de energia-
-momento. A dinAmica gravitacional € estudada para diversas intensida-
des da torgdo (ou spin do fluido), através do movimento de particulas
teste sem spin; en particular, para torgcdo nula reobtem-se a solucédo de
Schwarzschild. Observa-se que 2s efeitos gravitacionais associados
tor¢do ora sdo atrativos ora sdo repulsivos, dependendo dos valores do
spin do fluido e da posicao e velocidade da particula teste.

1. INTRODUGAO
Em 1922 Elie Cartan sugeriu um modelo para a geometria do es-
paco-tempo no qual as afinidades seriam assimétricas; a parte antissi-
métrica, denominada de torgdo, estaria de algum modo relacionada ao mo-
-mento angularintrinseco (spin) das particulas. A conexdo da assim cha-
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mada Teoria de Einstein-Cartan” tem a forma

k- {Zf.} - K.,
i 14 g
onde {Z;.j} & 0 simbolo de Christoffel e S e o) tensor de contorgdo: es-

te & definido em termos do tensor de torgao S?’j’ segundo

k k %
Kij = - Sij + Sj 2" Sij s (1.2)
sendo ) k
1 ko -
Sij =5 (th T .7: r[iJ] (1.3)

Nesta geometria a métrica gij é simétrica e satisfaz o postulado métri-
co r

V955 =0 (1.4)

£ sabido que a gravitagdo gerada pela densidade de matéria €
*Present adress: Department Applied Maths., Univ. of Cape Town, gponde-

bosch 7700, Cape Town-South Africa.
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usualmente muito mais intensa que a gerada pelo spin, geralmente desor-
denado, do material. No caso dos spins estarem alinhados, entretanto,
sua contribuicdo cresce extraordinariamente por efeito de coeréntia, e

. . . ~ ;o 2
pode competir em valor com a contribuicado da matéria“.

2. EQUAGOES FUNDAMENTAIS

A equacao combinada da Teoria de Einstein-Cartan é!

+

G = 85 = 0™ 4 e [t T 2,

g'J(htkm [ntk"m] 4 g t, )], (2.1)
onde G*7({ }) é o tensor de Einstein da Relatividade Geral, 77 & o

. . |
tensor de energia-momento combinado, a J

€ o tensor métrico de energia-
gk
-momento e Y

quando twk = 0.

€ 0 tensor de spin. A Relatividade Geral € reobtida

£ nosso propo6sito investigar os efeitos gravitacionais associa-
dos ao spin, desvencilhados tanto quanto possivel da gravitagég.asso—
ciada a outras fontes. Como hipétese de trabalho admitimos que ot = O
na (2.1), isto significando que supomos a gravitagao proveniente de otd
desprezivel em comparacdo a provgniente dos termos quadraticos no spin.

J
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Dois exemplos de materiais com oY = 0 sao apresentados no Apéndice.

3. METRICA E SPIN; SOLUGAO DAS EQUAGOES

A métrica estatica com simetria esférica é descrita por

ds? = eZn(r)dtz - eZA(lﬂ)drz - #2482 - p2sen?s de?; 3.1)
quando alinhados radialmente, os spins das particulas que compfem o ma-

terial tornam ndo nulas unicamente as componentes do tensor de spin

t ==z 0 :%a(r)sene . (3.2)

22 22

As equacbes de campo independentes sdo entdo

- -1 -y, -2 -2 -

Gg - 81Tcg = (2» A" - p e A +r - 3p L'otzem =0, (3.3)
- -1 -2, -2 - -

Gi - 87'rci =-2r n' +r e A st - 02 2 g s (3.4)

Gz - 87r5§ =-(M"+n'?% - q'n + r-ln' - y‘q)\')e-z)\ + r-kuzezn =0, (3.5)
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onde a plica denota d/dr.
Fazendo uso das identidades de Bianchi concluimos que

a(r) = const =tag , coma 2 0. (3.6)

Considerando o resultado acima, de (3.3) e (3.4) obtemos

2n

- - - 2
N =1 4 22%7 % - 2w l(l +a'r 2)1/

, (3.7)

-2A

e = +ad

r2)en (3.8)

onde m € uma constante de integracdo que representa a massa do sistema.
Observamos que para a = 0 (spin nulo) a solugdo reduz-se 3

Schwarzschild.
4, ANALISE DA SOLUCAOD; CONCLUSOES

Da (3.7) notamos que para ¥*® se tem o comportamento Newto-
niano n(r) - -m/¥, para todos os valores de alm< =, para a-0 se tem
n > ® quando r > 2m, correspondendo ao raio de Schwarzschitd. Para a
crescendo de 0 am, a Iocalizagé'o radial da assintota recede gradual-
mente de r=2m até r=f. Para @>m ha um poco finito de potencial, com va-
lor minimo n(r,) = & (1 - mz/az)l/“.

Para melhor visualizacao dessa gravitagao, acompanhamos o nD-
vimento radial de uma particula teste sem spin. Usamos a definicdo de
velocidade encontrada em Horedti®

P, =0 - viEe)], (4.1)

onde U® = dx°/ds e v(r) é a velocidade da particula; para uma particula
teste que parte do repouso no infinito e sofre queda livre radial obte-

mos
v¥(r) = 20me " (1 4 @ )Y - o ], (4.2)

Notamos que v(r) > (2m/r) e quando r >*%®, que € o resultado Newtoniano.
Para a<m tem-se v»>* quando r »~0. Para a=Mtem-se v=¢ en r=0. Para a>m a
particula aumenta gradualmente sua velocidade de queda até um valor ma-
ximo, subluminal, é a seguir freiada até o repouso em r=a(a®/m? - !)1/2,
e retorna ao infinito. Estes resultados evidenciam substancial altera-

¢ao da gravitagao Schwarzchildeana em decorréncia da polarizacdo do ma-
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terial.
De modo mais completo, o campo gravitacional inserido pelo spin

polarizado pode ser inferido dos termos que compdem a aceleragéo

.

7 2(my) (4.3)

-'E’zl'l'e2Y + (n' + Y'):!.’Z + L %

]

onde ezY =1+ a2/r2, e onde E e L sdo constantes de movimento associa-
das a energia total e ao momento angular orbital da particula teste sem
spin; o ponto superescrito indica d/ds.

0 primeiro termo do segundo membro corresponde a gravitagao
que atua sobre uma particula em repouso. Partindo da (3.7), uma analise
do termo nos faz concluir que a densidade de spin do material age sobre
as particulas sem spin en repouso no sentido de lhes enfraquecer a atragéo
estatica Schwarzschildeana (@=0), tanto a longa como a curta distancia
do centro de simetria. Ademais, a curta distancia os efeitos repulsivos
da torcgéo as vezes superam os efeitos atrativos de Schwarzschild, daf

podendo resultar un efeito total repulsivo sobre a particula teste.
0 segundo termo corresponde a contribuicdo associada ao quadra-

do da componente radial # da velocidade, e ndo tem analogo Newtoniano.
Neste caso a densidade de spin atuou no sentido de enfraquecer a repul-
sdo Schwarzschildeana associada ao movimento radial da particula teste
sem spin, chegando a atrair quando a/m > 1 estando a particula suficien-
temente préoxima do centro de simetria.

Finalmente, o terceiro termo de # corresponde as contribui-
¢bes azimutais. A densidade de spin, neste caso, induziu um esforgo a

atuagao repulsiva encontrada no anadloqo Schwarzschildeano.

Considerando as diferentes contribuicdes destes trés termos,
concluimos que o efeito global da gravitacdo proveniente da densidade

de spin tanto pode ser de atragcdo como repulsdo da particula teste, de-

pendendo ds sua localizacao e velocidade. Ainda, vemos que a gravitagao
induzida no sistema pelo spin polarizado difere sensivelmente da gra-
Vitagdo Einsteinjana, sobretudo quando o parametro a do spin for maior

que o parametro m da massa.

Un de nds (WLR) expressa sua profunda gratiddo a AMTI Rodrigues

pelo constante estimulo durante a realizacdo do trabalho.
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APENDICE: MATERIAIS COM ofi =0

dJ

Un primeiro exemplo de-material com 0 =0 &un fluido de

Weyssenhoﬂ“1 eletricamente carregado, an repouso, de densidade p{r) e
pressdo isotrépica p{r): entdo

7 A < LI ki k7 I A S S )
‘Gj' {p+p)u U pch Vk(t G+ t J ) + I (Fij T GJE’;F:;) , (A:1)

sendo

uk = 67: e-n(r) F

I

= _ , A, = 60 (P) (A-Z
k= a k" Aem x = Spp(n) )

a virgula subscrita indicando derivagao ordinaria. As Unicas componen-

tes ndo nulas séao

Gg =p - 2 22 + 82 , Oi =~-p+ Ez ’ (A-3)
o2 =0 =-p+ 352 -g? (A. L)
2 3
onde
€2 = (1 + aZP-2)¢'2/8ﬂ , %2 = (a/rz)zezﬂ/q“ . (A.5)

Teremos entiio @ = 0 quando

p/3 =p =c¢?=1%/2, (A. 6)
E facil verificar pela 22 das (A.5) que essas grandezas todas tendem a
zero no infinito radial.

Outro exemplo é un fluido que so difere do anterior por ser

carregado escalarmente e nao eletricamente. O campo escalar repulsivo

- |
¢(r) contritiui para o; com uma parcela

d
eS¢ L (s 4 . - g ke /b
qij (¢,$¢,J 7 ijd) ¢7k) s (A-?)
teremos entao 0‘7:‘7- = 0 quando
o/5 = p = 12/2 = ¢ R4 %/8n (A.8)

Também este fluido evanesce no infinito radial.
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ABSTRACT

The exact solution of Einstein-Cartan fieldequations is obtain-
ed foran artificial fluid with radially polarized spins, spherically
symmetric and under static condition; the energy-momentum metric tensor
is taken as zero. The gravitational dynamics is studied for various in-
tensities of torsion (or fluid spin), through the analysis of motion of
spinless test particles; in particular, for vanishing torsion we re-
obtain the Schwarzschild solution. The gravitational effects related to
torsion are found sometimes attractive, spmetimes repulsive, depending
on the value of spin density and on the position and velocity of the
test particle.
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