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Resumo A so lução exa ta  das equações de E i n s t e i n- C a r t a n  é o b t i d a  para 
um f l u i d o  a r t i f i c i a l  com s p i n s  r a d i a l m e n t e  p o l a r i z a d o s ,  sob s i m e t r i a  es- 
f é r i c a  e em condição e s t á t i c a ,  sendo n u l o  o tensor  m é t r i c o  de e n e r g i a -  
-momento. A d inâmica g r a v i t a c i o n a l  6 estudada para d i v e r s a s  i n t e n s i d a-  
des da t o r ç ã o  (ou s p i n  do f l u i d o ) ,  a t r a v é s  do movimento de p a r t í c u l a s  
t e s t e  sem sp in ;  em p a r t i c u l a r ,  para t o r ç ã o  n u l a  reobtem-se a so lução de 
Schwarzschil d .  Observa-se que 2s  e f e i t o s  g r a v i t a c i o n a i s  a s s o c i a d o s  2 
t o r ç ã o  o r a  são a t r a t i v o s  o r a  são r e p u l  s  i v o s ,  dependendo dos v a l o r e s  do 
s p i n  do f l u i d o  e da pos içao  e ve loc idade  da p a r t í c u l a  t e s t e .  

1. INTRODUÇÁO 

EKI 1922 E l i e  Car tan s u g e r i u  um modelo para a geomet r ia  do es-  

paço-tempo no qua l  as a f i n i d a d e s  ser iam a s s i m é t r i c a s ;  a  p a r t e  a n t i s s i -  

m é t r i c a ,  denominada de to rção ,  e s t a r i a  de algum modo r e l a c i o n a d a  ao mo- 

' mento a n g u l a r  i n t r í n s e c o  ( s p i n )  das p a r t í c u l a s .  A conexão da ass im cha-  

mada T e o r i a  de ~ i n s t e i n - ~ a r t a n '  tem a forma 

onde I ! . )  i o símbolo de C h r i s t o f f e l  e  con to rção :  es-  
23 

t e  é d e f i n i  do em termos do tensor  de 

sendo 

Nesta geometr ia  a m é t r i c a  gij é s i m ê t r i c a  e s a t i s f a z  o pos tu lado  m é t r i -  

co  r 
Vk gij ='O. (1.4) 

E sabido que a g r a v i t a ç ã o  gerada p e l a  densidade de m a t é r i a  é 
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usualmente m u i t o  mais in tensa  que a  gerada p e l o  sp in ,  gera lmente desor -  

denado, do m a t e r i a l .  No caso dos sp ins  estarem a l inhados ,  e n t r e t a n t o ,  

sua c o n t r i b u i ç ã o  c resce  e x t r a o r d i n a r i a m e n t e  por  e f e i t o  de c o e r ê n t i a ,  e  

pode compet i r  em v a l o r  com a  c o n t r i b u i ç ã o  da m a t é r i a 2 .  

2. EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS 

A  equação combinada da T e o r i a  de E i n s t e i n- C a r t a n  6' 

hi j 1 i j  m kn kmn 
+ t  t h + p  m , + t  t h ) j ,  ( 2 . 1 )  

. . crij - 
onde G"({ 1) é 0 tensor  de E i n s t e i n  da R e l a t i v i d a d e  Gera l ,  e  o  

i j 
tensor  de energia-momento combinado, a é o  tensor  m é t r i c o  de energ ia -  

-momento e  tijk é o  tensor  de sp in.  A R e l a t i v i d a d e  Geral é r e o b t i d a  

quando tijk = 0.  

E nosso p r o p ó s i t o  i n v e s t i g a r  os  e f e i t o s  g r a v i t a c i o n a i s  associa-  

dos ao s p i n ,  desvenci 1 hados t a n t o  quanto p o s s í v e l  da g r a v  i t a ç ã o  asso- . . 
c iada  a o u t r a s  f o n t e s .  Como h i p ó t e s e  de t r a b a l h o  admi t imos  que 0%' = O . . 
na (2. I ) ,  i s t o  s i g n i f i c a n d o  que supomos a  g r a v i t a ç ã o  p r o v e n i e n t e  de uZ3 

desprez íve l  em comparação 5 proven ien te  dos termos quadrá t i cos  no sp in .  . . 
Do is  exemplos de m a t e r i a i s  com azJ = O são apresentados no Apêndice. 

3. MÉTRICA E SPIN; SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 

A  m é t r i c a  e s t á t i c a  com s i m e t r i a  e s f é r i c a  é d e s c r i t a  por  

d s 2  = e 2"(r)dt2 - e2h(r)*2 - r 2 d ~ 2  - r 2 r e n 2 0  dm2; (3 .1)  

quando a l inhados  rad ia lmente ,  os  s p i n s  das p a r t í c u l a s  que compõem o  ma- 

t e r i a l  tornam não n u l a s  unicamente as componentes do tensor  de s p i n  

1 t230 = - t320 = a ( r ) s e n e  . (3.2) 

As equações de campo independentes são en tão  



onde a p l  i ca denota d/&. 

Fazendo uso das identidades de Bianchi concluimos que 

Considerando o resu l tado acima, de (3.3) e (3 .4)  obtemos 

onde m é uma constante de integração que representa a massa do sistema. 

Observamos que p a r a  a = O ( s p i n  n u l o )  a s o l u ç ã o  r e d u z - s e  à 

S c h w a r z s c h i  l d .  

Da (3.7) notamos que para r j c O  se tem o comportamento Newto- 

niano n ( r )  + -mlr, para todos os va lores  de alm < m. Para a-0 se tem 

rl + CO quando r -t 2m, correspondendo ao r a i o  de Schwarzschi l d .  Para a 

crescendo de O a m, a l oca l  ização r a d i a l  da ass ín to ta  recede gradual - 
mente de r:=2m a t é  r=O. Para s>m há um poço f i n i t o  de potenc ia l ,  com va- 

2 l / ~  l o r  mínimo n(r,) = Rn(1 - m2/a ) . 
Para melhor v i  sua1 i zação dessa grav i  tação, acompanhamos o mo- 

vimento r a d i a l  de uma p a r t í c u l a  t e s t e  sem spin.  Usamos a de f i n i ção  de 

velocidade encontrada em Horedt i 

u0 v, = [I - v 2  ( r ) ] " ,  (4.1) 

onde = h O / d s  e v ( r )  6 a velocidade da pa r t í cu la ;  para uma p a r t í c u l a  

t es te  que pa r te  do repouso no i n f i n i t o  e so f re  queda l i v r e  r a d i a l  obte-  

mos 

Notamos que v ( r )  -+ (2m/r) quando r +m, que é o resu l  tado Newtoniano. 

Para a<m tem-se V" quando r + O .  Para a=m tem-se V=c em =O. Para a>m a 

p a r t í c u l a  aumenta gradualmente sua velocidade de queda a t é  um v a l o r  mã- 
2 2 1/2  ximo, subluminal, é a seguir  f r e iada  a t é  o repouso em>a(a/m - 1 )  , 

e re torna ao i n f i n i t o .  Estes resul tados evidenciam substancia l  a l t e r a -  

Ç ~ O  da g rav i  tação Schwarzchi ldeana em decorrência da polar ização do ma- 



t e r i a l .  

De modo mais completo, o campo g rav i t ac iona l  i nse r i do  pe losp in  

po lar izado pode ser i n f e r i d o  dos termos que compõem a aceleração 

onde e2' = 1 + a 2 / r 2 ,  e onde E e L são constantes de movimento associa- 

das à energia t o t a l  e ao momento angular o r b i t a l  da p a r t í c u l a  t e s t e  sem 

spin; o ponto superescri t o  i nd i ca  d/ds. 

O p r ime i ro  termo do segundo membro corresponde 5 g r a v  i t a ç ã o  

que atua sobre uma p a r t í c u l a  em repouso. Par t indo da (3.7), uma aná l i se  

do termo nos faz c o n c l u i r  que a densidade de sp in  do ma te r i a l  age sobre 

as part Ícu las  sem sp in  em repouso no sent ido  de 1 hes enfraquecer a atração 

e s t á t i c a  Schwarzschildeana (a=O), t an to  a longa como a c u r t a  d i s tânc ia  

do cent ro  de s imet r ia .  Ademais, a cu r ta  d i s tânc ia  os e f e i t o s  repu ls ivos  

da torção 2s vezes superam os e f e i t o s  a t r a t i v o s  de Schwarzschi l d ,  da í  

podendo r e s u l t a r  um e f e i t o  t o t a l  r epu l s i vo  sobre a p a r t í c u l a  tes te .  

O segundo termo corresponde à cont r ibu ição associada ao quadra- 

do da componente rad ia1 5 da velocidade, e não tem 

Neste caso a densidade de sp in  atuou no sent ido  de 

são Schwarzschildeana associada ao movimento rad ia  

sem spin,  chegando a a t r a i r  quando a/m > 1 estando 

temente próxima do cent ro  de s imet r ia .  

análogo Newton iano. 

enfraquecer a repu l-  

da p a r t í c u l a  t e s t e  

a p a r t í c u l a  su f ic ien-  

Finalmente, o t e r c e i r o  termo de corresponde às c o n t r i b u i -  

ções azimutais.  A densidade de spin,  neste caso, induziu um es forço  à 

atuação repul  s iva encontrada no análoqo Schwarzschi 1 deano. 

Considerando as d i fe ren tes  cont r ibu ições destes t r ês  termos, 

concluimos que o e f e i t o  g loba l  da grav i tação proveniente da densidade 

de sp in  t an to  pode ser de atração como repulsão da p a r t í c u l a  t es te ,  de- 

pendendo da sua 1 oca1 ização e velocidade. Ainda, vemos que a grav i  tação 

induzida no sistema pe lo  sp in  po lar izado d i f e r e  sensivelmente da gra-  

v i  taçáo E ins te in iana,  sobretudo quando o parâmetro a do sp in  f o r  maior 

que o parâmetro m da massa. 

Um de nós (wLR) expressa sua profunda gra t idão a AMT Rodrigues 

pe lo  constante est ímulo durante a rea l ização do t rabalho.  



Um p r ime i ro  exemplo de.materia1 com oij= O ê um f l u i d o  de 

weyssenhoffl e le t r i camente  carregado, em repouso, de densidade p ( r )  e 

pressão i sot róp ica  p ( r )  : então 

sendo 

a v í r g u l a  subsc r i t a  ind 

tes não nulas são 

: A  m, k  - Ak,m 9 Ak = 6 i + ( r )  , (A.2) 

i cando der i vação ord  i nãr i a. As Únicas componen- 

(T2 = o3 = - 
2 3 

P +  c2 - 2 , (A.4) 

onde 

= (1 + a 2 r - 2 ) $ 1 2 / 8 ~  , c2 = (a/r2)2e2n/4T . ( A . 5 )  

Teremos enti io o'' = O quando 

p/3 = p = E~ = c2/2 . (A. 6) 

E f á c i l  v e r i f i c a r  pela 2a das (A.5) que essas grandezas todas tendem a 

zero no i n f i n i t o  r a d i a l .  

Outro exemplo ê um f l u i d o  que sÓ d i f e r e  do a n t e r i o r  por ser 

carregado escalarmente e não eletr icamente.  O campo esca lar  repu l s i vo  
i 

+ ( r )  con t r i t i u i  para o com uma parcela 
j 

. . 
teremos então (sZ3 = O quando 

Também este  f l u i d o  evanesce no i n f i n i t o  r a d i a l .  
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ABSTRACT 

The exact s o l u t i o n  o f  Einstein-Cartan f ie ldequat ions i s  ob ta in-  
ed f o r a n  a r t i f i c i a l  f l u i d  w i t h  r a d i a l l y  po lar ized spins, sphe r i ca l l y  
symmetric and under s t a t i c  cond i t ion ;  the energy-momentum me t r i c  tensor 
i s  taken as zero. The g r a v i t a t i o n a l  dynamics i s  s tud ied fo r  var ious  i n -  
t e n s i t i e s  o f  t o r s i o n  (or  f l u i d  sp in ) ,  through the  ana l ys i s  o f  motion o f  
sp in less  t e s t  p a r t i c l e s ;  i n  p a r t i c u l a r ,  f o r  vanishing t o r s i o n  we r e -  
ob ta in  the Schwarzschild so lu t i on .  The g r a v i t a t i o n a l  e f f e c t s  r e l a t e d  t o  
t o r s i o n  a re  found sometimes a t t r a c t i v e ,  spmetimes repu ls ive ,  depending 
on the value o f  sp in  dens i t y  and on the p o s i t i o n  and v e l o c i t y  o f  the  
t e s t  p a r t i c l e .  


