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W compute the purely coulombian contribution to the terms of
order EF(OL2 me/mu)ln o of the hyperfine splitting of muonium. Results
agree with those of other authors. The goal of the work was twofold:
first, to confirm that contribution; second, and perhaps more important,
to check the analytic solution of the relativistic coulombian problem

of the Bethe-Salpeter equation with instantaneous kernel.

Sdo feitos os cdalculos das contribuicdes puramente coulombia-
nas para os termos da ordem EF(OL2 me/mu)ﬁln a-1 da separagcdo hiperfina
do muonium. Os resultados obtidos concordam com o de outros autores. O
objetivo do trabalho foi duplo: primeiro para verificar aquela contri-
buicdo, e segundo e talvez mais importante é o teste que se faz da so-
lugcdo analitica do problema coulombiano relativistico, proposto com a

equacdo de Bethe-Salpeter com nucleo instantaneo.

1. INTRODWCAO

Os sistemas positronium (e+e-) € muonium (Ll+ e-) representam
0os atomos mais puros do ponto de vista da interagdo, pois sao estados
ligados (instaveis) de dois leptons. Vem dai que seu estudo tanto teé-
rico quanto experimental constitui un forte teste da teoria dos estados

ligados en Teoria de Campos, e das técnicas do calculo perturbativo. 0
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nosso principal interesse esta no calculo da separagdo hiperfina do es-
tado fundamental (EHF), pois esta grandeza € conhecida experimentalmen-

te com grande preciséo:

A = (4463,30235 * 52.107°) MHz
para o muonium e
Av = (203,3849 * 12.107%) GHz

para o positronium, como apreciamos sdo numeros conhecidos como uma pre-
cisdo de 1 ppm ou melhor.. Reproduzir teoricamente estes numeros com
igual precisao requer o calculo completo de termos da ordem (relativa a
energia de Fermi, Ep = 8/3 ocl'rrﬁ?s/mlmz) a’ea’ me/mp para o muonium e o’
e a’ para o positronium. 0 caso do muonium estd sendo calculado por

Bodwin, Yennie e Gregorio® e o resultado sera brevemente publicado.

Os termos desta ordem atualmente conhecidos sao os de coeficien-

. 2 -1 2
tes logaritimicos - o (me/mu)Rn T Ee 0 (me/mu)ﬁln (mu/me,) E_ para o

1

F

muonium e -a® Rn a” EF para o positronium.

Como em todo céalculo perturbativo precisamos que o problema
ndo-perturbado tenha solucdo analitica. Neste? calculos a parte consi-
derada como "n&o-perturbada’™ é representada pela equacgio de Bethe-Salpe-
ter com nucleo coulombiano como forgca ligante. Um solugdo fechada de
tal problema ndo existia e aproximacBes ndo-relativisticas eram impos-

tas para conseguir resolver a equacdo inicial.

Esta situagdo se modificou a partir do trabalho de Barbieri-
-Remiddi?® onde os autores conseguem uma solucdo exata para a EBS compo-
tencial coulombiano para o caso do positronium. Naquele trabalho é a-

presentada uma solugdo de ordem-zero sem aplicacdes ao céalculo en vista.

Neste trabalho extendemos o método de solugdo para sistemas de
massas diferentes visando o muonium e o hidrogénio. Calculamos a funcéao
de onda do estado ligado fundamental, que depende da quarta-componente
do momento relativo das duas particulas. Esta parte é apresentada na
se_QSo 2 onde o céalculo da EF € mostrado explicitamente como exemplo de
aplicacdo. A identificagcdo dos diagramas perturbativos que contribuem

para o coeficiente da ordem az(mp/mu) n a-' é feita na segdo 3, consi-
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derando-se tdo somente a troca dos fotons coulombianos entre os dois
férmions. E com o calculo destes diagramas que testamos a nova solugéo
analitica encontrada na secao 2. As nossas conclusées e perspectivas

sdo elaboradas na secdo 4.

2. SOLUCAO EXATA DA EQUACAO DE BETHE-SALPETER
PARA NUCLEO COULOMBIANO

A equacdo em tela € uma equacdo integral para a funcdo de
Green de duas particulas em interacdo. Vamos escrevé-la no espago de
momentos e no centro de massa dos dois férmions. Por simplicidade vamos
omitir todos os indices espinorais. Chamando de S(p) o propagador livre

dos dois férmions:

sp) = 55 () 507 (-p) (2.1)
onde .
s ) = i - mp (2.2)

e com X(P,p,p') a soma de todos os graficos irredutiveis de interacéo

entre as particulas resulta a seguinte EBS para ¢ (P,p,p):

4

G (P,p,q) = S(p) [ dp’ K(P,p,p' )G (P,p',p) (2.3)
Iemt
que graficamente representamos como
1P+p | P+q | P+p Pin | P+q
2 7 v 7

) )

(2) (2)
P- -
Jé p _%P q
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A equacdo (2.3) & uma equagao (ndo-linear) em autovalores pa-
ra a energia total do sistema, Po que escrevemos
(2.4)

Po=my tm, - IEL}

onde [€Ll € a energia de ligagao do sistema atémico.

A interacao eletromagnética, representada pelo nidcleo K(P,p,P)
da equacdo (2.3) sera escrita no calibre de coulomb, pois desta manei-
ra a parte instantdnea € a Gnica componente de interagdo tempo-tempo
(ou componente zero-zero). Esta € uma particularidade muito especial do
calibre coulombiano que ndo acontece em outros, especialmente os cova-
riantes. A consequéncia imediata é que no calibre coulombiano a parte
instantanea reproduz os efeitos dominantes da ligagdo e ndo contém con-
tribuig6es espurias em ordens mais elevadas®. Portanto representando por

Ko(k) 0 nlcleo de interagdo definido pela troca de un fé6ton temos:

m =
F - U F (2
K, (k) = Apv(k) =y, Apv(k)YV
(2) @
Yh

F -
sendo Yu as matrizes de Dirac e Au\)(k) o propagador de Feyman do foton.

Reescrevendo (2.5) em forma ndo-covariante vem que

(s & . F
Ko(R) = = bmo g —t - : (2.6)
{ %12 K2 - 1§|2+7:€J
onde B, = Ylo el - &- 4.%/|%| . Chamando de V. a parte instantanea em
(2.6) e VTa parte transversa temos, graficamente
(1) —— (N
| .
V. = Ik V_ =
c | Ikl T k
|
@) — 1 (2)
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Nosso interesse € resolver a EBS (2.3) mantendo como nGcleo o termo ins-

tantaneo (coulombiano) Vc'

A escolha do ndcleo, sugerida por Barbieri e Remiddi € inspi-
rada na possibilidade de eliminar a parte espinorial da equagéo inte-
gral para G (P,pq) deixando uma equagdo escalar que pode ser resolvida
analiticamente. Vejamos como: mantemos como nucleo da equacdo um termo

coulombiano

> >

K (P.pq) = < u(p.pq) V_B-q) (2.7)

e propomos a seguinte solugao para a equagao (2.3):

¢(P,pq) = S(p) M(P,39) 5(g) E(P,pq) (2.8)
—
sendo Z(P,pq) uma fungdo escalar (sem indices espinoriais). Levando
(2.7) e (2.8) em (2.3) obtemos:
[ Ny o> . dqp' > > > >
S(p)¢ M(P,pq)E(P,pq) -1 v (p- p')HE(P,p'q)
(ZTT)“ c
.
{:M(P,pp') S(p") M(p,;sg)]j S(q) =0 (2.9)
Se M(P,pg) definida em (2.7) for tal que
> > >
u(P,pp') S(p') M(P,p'q) = M(P,E)F(p') (2.10)
entdo a equacdo integral (quadridimensional) para G(P,prg) - equagéao
(2.9) - se reduz a uma equacgdo integral, a trés dimensdes, para a fun-

- >
cao escalar H(P,pq):

H(P,79) =J dp' U fzﬁi f(p‘)} ve(;- pDVEP.PY) (2.01)

- >
Portanto resolver a equagao integral para H(P,pg) e encontrar
uma matriz ¥(P,pq) que cumpra a condi¢cdo (2.10) € equivalente a resol-

ver a EBS para a funcdo de Green - G(P,pq).
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A matriz abaixo satisfaz esta condicao:

M(P,2q) = R(P,p)R(P,q) A(tq) (2.12)

sendo R(P,g) uma funcdo livre que servira para ajustar a equagdo in-
1
tegral (2.11) para a mesma forma que a equacdo de Schrodinger-coulomb.

A matrix A(pg) é

. / AR
Mpg) = 4
/(@ am,) (Fam,) (Bem ) (Bem,)

~ 5 148, 148,
8,6, (110 = @] [ L] @)
onde
Eg - ‘52 + m?
->
A @) < EXEp)
2E
- > >
H(p) = o.p + Bm
usando que Ai(g) Ai(l—;) = Ai(g)
A (®) A,(B) =0 (2.14)
I
148 4 >y 14B _FF tm 148
B2 mie s
é facil vermos que
"B A B'T) = A(pq) (2.15)

Cam a definigcdo (2.13) e as propriedades (2.14), substituindo em (2.10)

temos que

Fo) =R (Pp") (& Pywpy- B +i€)” (5 Pypl-EE +ie) !

(2.l6>)
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Desta forma a EBS-escala (2.11) fica

- 3.1 2, >,
apm) = | L2y @3y LB ) e33)
7] T

(2z.17)

A equacdo (2.17) tem a forma semelhante a equacdo integral de Schrgdin-

ger com potencial coulombiano para a funcao de Green:

->, 350 >
i) = 0,03 | L v G555
- (2m)
sendo
g(w,07) = D] glw) lg>

g,0.0) = Bl g, |p>

(2.18)

gw)y = (B, + V - W, g,(w) = (& L H, = p2/2mR

0

Fazendo as transformagao
-> >
g(0,50) = go(w,p)g, (W, (w,57)

obtemos para h (w,pg)

il
—
F
w
<3
\
3
3

A (w,59)

7 (0,5'q)

(2.19)

(2.20)

>
A equacdo (2.20) € uma equacdo de auto-valores para h (w,pq); para o es-

tado fundamental w = - y2/2mR sendo Y = (CR Para podermos
(2.17) e (2.20) fazemos

2
2(p.2) = /+2mR (Fsi-p )

p+y?
Dai vem que

BH(P,77) =h(@,59) = g5 (w,0)glw,pd)g," (©,2)

onde a segunda igualdade se obtém invertendo (2.19).

comparar

(2.21)

(2.22)

523



De (2.8) e (2.22) obtemos uma expressdo para a funcdo de Green
do problema relativistico de duas particulas em interagdo em termos da

funcdo de Green do correspondente problema n&o-relativistico:
-1 > S>> =1 > >3
G(P,mg) = 5(p)g, (0,p)M(P,rg)g, (w,q)Slg)glw,pg) (2.23)

A fungao de Green g(w,;q?) tem polos nos valores de energia

correspondentes aos estados ligados

o (p) $7(7)
glopg) =] L (2.24)
W=~ W + 1€
5 n
com w = - 1/n* %/m—}?

Da mesma forma podemos escrever a funcdo de Green de Bethe-

-Salpeter como

PV, (a)

n

G(P,pq) =} (2.25)

n P -E + i€
A cada polo em g(w,;q?) corresponde un polo em G(P,pg). De (2.25),(2.24)
e (2.23) obtemos a funcdo de onda para o problema relativistico ¥(p) em
termos da funcdo de onda de Schrb'dinger, @(5)' assim como sua conjugada.
Especificamente para estado fundamentai encontramos:

4 PP

1 2

vip) = frror—— R(P,Z) (]—P +p -Epn'e)_] (—]- P,-p —Epn'e)-]
(B 4m,) (Ep4m,) 2 0me 2 om0
p2ey? N 5 1+B, ", > 148,
e 06) (6 o] 1105 - (2.26)

sendo $(p) a funcao de onda do atomo de hidrogénio no estado fundamen-

tal

> _ 8/ Y5/2

¢(p) (2.27)

(22
(P +v")
De posse desta solucdo analitica passamos a apresentar o es-

quema perturbativo que permitira calcular Av(EHF) na ordem desejada.

0 nicleo X, introduzidoem (2.7) produz a solugao (2.23) e
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(2.26) de ordem-zero (ndo-perturbada). Podemos tratar K =K - X, que
€ uma soma infinita de diagramas irredutiveis como uma perturbacéo. 0
deslocamento da posi¢do da energia de ligagao devido a AKX é dado (até

22 ordem) por:

E=F,+ <Vlak[p>l _p o+ <ULAKG K[V > [P0 -g,*

+ [olaly . - <wlalvll, g (2.28)

onde &, é a parte regular da funcdo de Green com respeito ao polo em
P,.

Apenas como ilustracao da técnica perturbativa e da solugédo
exata acima desenvolvida, vamos calcular a ordem principal da estrutura
hiperfina - EF‘ Como é sabido o termo principal & obtido da troca de um

faton transverso. Logo

A = - b 0 e (2.29)

A diferenca do valor esperado deste operador entre os estados triple-

to e singleto nos da o termo procurado:

dl'p d“q -,
i = | 2229 ) mkw(g) (2.30)
J(zn)‘* @ms T

Utilizando a fungcdo de onda (2.26) temos

, o R(P,p) R(P,q)
0F = - ()" (64T°) (1) Jdap dPq TP d 1
e ) (g°+Y°)
148, 148 N L 1+B 148
<xl e ALR) AL(-PE LGN, (@A () —— ——| x> (2.31)

sendo
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. P 1 RS B .yl
I, = J dp,dq, — (—2— P0+p0-Elf+ze) (7 Po-po-EZ:M,e)
(p—q) “+ic )

1 oy o

(7 P0+q0-E'617+7,s) l (-;— Po—qo-EZMe) L
212
%1

(Po-B5-E5-2|E) (P,-EY-E-[R]) - (P -57-5) (P -5P-EE-|K|)

-1 -1
(Py-ES-E5) " (P -E7-E))

(2.32)

(#-£1- &) (P, -EE-E3- (%) (P,-EF-ER- %))

=33l e (p,-eP-ih) - EEXY
ZmR

Fazendo uma analise do integrando em (2.31) vemos que a re-
gido de maior contribuicdo é a de momentos ndo-relativisticos, isto é,
Y<p<mR. Para calcularmos a media sobre os spins temos que observar que,
como estamos interessados somente na diferenca hiperfina, sé6 os termos
que contém um par gl.az contribuem. Além disso devido a presenga  dos
projetores (1+R)/2 s& os termos com um nGmero para de a's  contribuem.

Das observagdes acima encontramos que
EHF

. he = S «x[3.6-0)5,. 3-0)-5,.5,6-9) e
L*mlmz

Como o estado fundamental € esfericamente simétrico vem que

EHF |—>—_>i 2 5 >
X he = B 2<6,.0,> (2.33)
Lm m,
A expressao (2.32) (integral das quartas-componentes) na regiao ndo-re-
lativistica tem o seguinte limite:
_ L}TT2 sz sz (2 31‘)

> >
[p-q]% @2+ (p+v?)

Levando estes resultados em (2.31) podemos, facilmente, calcular as in-

) . > ->
tegrais nos tri-momentos p e q :
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2
Z (1ys 2¥%, 2R 2 > » 313
2B = (3=)° bhr ”; ha mm2?<01‘02> d’pd’q
R

1 1
(p2+,Y2) (q2+Y2)2

1

(2.35)

As integrais en (2.35) podem ser feitas analiticamente (seu valor e

m™/v2) o que nos da

mymy

Tomando os valores entre os estados singleto e tripleto

t
<0,.0,> = 4
s
t m3
8 R u-
B s 3 mm, o = Ep (2.37)

que & a conhecida energia de Fermi que corresponde a ordem dominante da

separacdo hiperfina.

3. CALCULO PERTURBATIVO DAS CONTRIBUICOES
COULOMBIANAS PARA ORDEM

2 M -1
a n a
@ ) E.

Aprimeira contribuicao coulombiana (isto &, resultante da
troca de fétons instantdneos) a considerar esta contida na propria apro-
ximagdo escada que deu origem a funcdo de onda de ordem-zero. O nucleo
escolhido en (2.7) ndo contém toda a interagao instantanea da aproxima-
¢ao escada. Portanto, a diferenca serd a perturbagdo que deteta a cor-

recdo devido a troca de um féton.
AK = [B,8, - ¥(P,pq)]V_ (B-3) (3.1)

0 valor esperado desta expressdo € a primeira corregcdo para a energia

do estado ligado
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A = j 29 30y ax vlq)
(2m* (2m* ¢

Vejamos inicialmentea contribuicdodo 22 termo de

¥(p) M(P,pq)¥(q) — cuja parte matricial &

Concluimos que este termo ndo ajuda a levantar a degeneragdo entre

148, o 148, > 1+B, >

ot AL(E) = A2(-D)B,8, ApQ) AL —— 22(-3) —2

Usando (2.13) e (2.14) encontramos

(B2 4m,) (£%4m,) (Eq+m +m) 148, 148,

2 2
i E@Eﬁ’E‘%

(3.2)

31 -

1+B8

0s

estados tripleto e singleto pois ndo possui o operador responsavel pela

separacdo hiperfina.

A contribuicdo do primeiro é dado pela integral de

V@) 7, 6-9)¥ (@)

A parte matricial desta expressdo €:

1+, 148, N N R L 4B, 148,
— 2 2 1 2
2 7 {:/\+(p)/\+(_'p)[x+(C[)A+(—q)] — >

Devido aos projetores 1+B/2 de ambos os lados esta expressdo se reduz a:

->

> -> -> - >
(Fm ) E%m )+ 0,. (0 @) (Eoam,) (ET4m,)+i 6,. (b q)

' b
4P gd ued g1

. . . . >
0 contetudo hiperfino deste termo € obtido quanto temos o par ¢;.0,, is-

to e:

> > >

|0, ®Ag)T,. (phg)
" T8

P 74 P 4
E\ E| F, E|

Fazendo a média angular temos
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Levando o resultado acima para a expressdo (3.2) e efetuando

as integrais nas quartas-componentes encontramos

—)A—> 2
M - () (470) AR J Fp Pq [pAq | 1 §
3 3 3 2,22 (272 (%2 2
2m® @m° (P+y) 2 [p-q]? (g%v?)
. Fl(—p;{),mlmzY)
x — - - (3.%)
16mim,  Fy(pq,mm,Y)
sendo
1/2
16 E'Zf EZ; Ezlj Elj (p2+Y2)/2mR (a*+y%)/2my /
Fo= . .
L) () (T (Fem) - B, Beifr, |

e ~ 2 2 2 2 T1/2
FE,mmy) = |0+ 230+ B0+ D0+ Ly
2 - m? m? m m?

1 2 2 2

Observe que as funcgdes Fl e F2 sdo adimensionais e tem como limite na re-

giao nao-relativistica o valor um. Vemos que o fator global que multi-

plica as integrais é

que tem dimensdo de energia. Portanto podemos esperar um termo logarit-
no vindo das integrais. Para calcularmos o coeficiente do termo af te-
riamos que calcular as integrais em (3.4) sem aproximar o integrando.
Como 0 nosso interesse esta no termo logaritmo podemos aproximar o in-
tegrando na regido de momentos nao-relativisticos, [;| e [C—;] << menor

m, m,). Assim (3.4) fica

2 > g
AL = ; R Ljdsp d’q 1 IZ—ZAZI 1
Brymy " P*+*)? [p]* (¢®+v*)?

Esta integral é uma combinacdo daquelas mostradas na tabela e seu valor

é (21*) gn o',

Dai vem que
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m2 -1
oo Ep (3.5)

0.2

AE:

&~ —

MMy
Esta € a contribuicdo a EHF do atomo formado por dois leptons de massas

m, em, no estado fundamental pela troca de fétons coulombianos.

A segunda contribuicdo coulombiana para a ordem estabelecida

€ o diagrama Z, ou diagrama de dois fotons cruzados:

p
p p' q P q
\ /

|

\\v// :

Ak = X — 1

/7 \ |

7\ |

// \ 1
-p p-p-g -Q -p p-p-q -q

Evidentemente este diagrama nao pode ser gerado por simples

interacdo dos termos da aproximacdo escada.

Este niucleo perturbativo é dado explicitamente por

- dp’ > oy > >y 1/ 2 .
M, JJ_(M)» VG- 307G -3 8,8, SLp') S20p'pa) 8,8, (3.6)
Dai vemos que a ordem original para o valor esperado € {a?y®), portan-
to uma poténcia inversa de vy serd necessaria da integral de momentos

para atingir a ordem o® pretendida.

Anal isando a integracdo em momentos obtemos os seguintes re-

sultados:

3 3 3 Flmmy,pqp")
A =<64m5)(um>2JdP dqg  d%’ 1 A

Z (2m)® (2m) 3 (2m)3 (p®+y2)? |p-p'|%lg-B'|2

1

m (3.7)
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usando a equacdo de Schrodinger-coulomb para o estado fundamental pode-

mos efetuar uma das integrais de momento em (3.7) :

j d’p 1 11 1 (3.8)
S5 o T T3 v :
(21r)3 (p2+Y2)2 Ip_pn {2 sz bnia (P'Z‘*'Yz)

Para usarmos este resultado temos que eliminar a dependéncia em S na
-~ S>>
fungao Flm,m y,pqp’).
Neste caso
> > > >
> > <6,.0,> |phg|? >
F(mym,Y;p'q 0) = flpp' ymym,y) (3.9)

2_2
3 16m1m2

(m,=m,) + (E2-EP)

f(gg‘ ymlmz) =
[Py-E, (p-p") -my=E, (p)-F, (6")] [Py-E, (") -E, (' -p) -m - (B)]

(3.10)

Como estamos interessados no termo logaritmo podemos fazer uma aproxi-

macgdo ndo-relativistica no integrando de (3.7) (e usando (3.8), (3.9) e
(3.10)). Neste limite £(pp*,mym,) 2Bs 2 m -m))/mm,. E facil verifi-

carmos que a integral que resulta ndo contribui para o coeficiente da
-1
ordem o® R a EF'

A contribuicao devido a troca de 3 fGtons instantaneos,  nao

incluidos no nGcleo escada, é dada pelos seguintes graficos irredutfi-

veis:
P p' p' g p P p' q P_ p' - p" g
N\ 7 Y A Y 7 r d
N/ / AN : / BN AN ///
Ak = \\/ / AN N ,\’\
= / \\// + /\%\ + >‘/ \\
/ /\\ // ) \\ // \\ \\
P AN VAN yd AN
-p p'-pq p'p'-9 -9 -p p-p"-p p-p-q-q - p'-p-q p-p-q q

0 primeiro destes graficos é dado formalmente por
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Byt oyt > > > > >
w, < [ LR LRy @pyy G, 60
(2m)* (2m)*

. {81825;1(19')S;(p“-p-q)Blszsg,(p")S;(p“-p‘-q) 8,8,} (3.11)

A contribuicdo destes processos para o valor esperado da energia €

AE =j A 49 ) (ar e0K +0K,) () (3.12)
(2m* (2m)"

Como podemos observar cada termo perturbativo acima possui quatro pro-
pagadores fermidnicos. Cada propagador possui dois termos. Portanto na

integral acima temos a soma de quarenta e oito termos.

Usando (2.26) encontramos

31,730
R G R e
(2m)® lp'-p"|?

j d*pd’q I 4 ]
@m® 2y 25t |2|gp"? (@%+yD)?

onde Ii e M’L sdo dados no apéndice.

A contagem de poténcias de a em (3.13) nos da a®. Podemos, no

~ B -
entanto, usar a equagdo de Schrodinger duas vezes para retornar a ordem
. . -> > -
desejada. Para fazer isto devemos levar os momentos externos p eqg a

zero emI\/IL e Ii' Fazendo isto temos

1+B1 I+B2

- 148 148
- 1 —>'\ 1 —>’ 2 5P\ 2 >, 1 2
> = =t == MBI (G @Eng @]

2 2

EHF 1 s > IE,AEHIZ
= - —3— <0 >
16E, (p")E, K)E, (p"E, (k')
I > > IEIAE;"‘Z f (‘*,—Nr)
= - = <0,.0,> Ap'p
3 v lémfmg ’L

Levando este resultado em (3.13) encontramos
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sendo

IE'AE"IZ ,
I.f.

Nz

7 o= J d3p|d3pu ]
@m® () [p'pt|® (p"2y?)

Portanto, a integral I acima deve ser capaz de gerar Rna para que este
conjunto de graficos nos dé a ordem desejada. Entretanto, contando as
potenciais de momento no integrando vemos que ]212 devem ser proporcio-
nais a (p'p”)-z. No entanto esta contagem de poténcias ndo pode ser en-
contrada na regido ndo-relativistica que &€ a geradora de & a e sim na
regido intermediaria. Mas esta regiao nos da n(m,/m ) que ndo nos in-
teressa. Para completar devemos observar que a troca de uma quantidade
maior de fotons nos afasta da ordem principal a®. Nosso resultado final
vai expressado na tabela abaixo onde vemos a contribuicdo de cada con-
junto de graficos.

2

R

Contribui¢des coulombianas & 0{a? ——
1

An a

NUCLEO  PERTUBATIVO COEFICIENTE

174

PERMUTACOES
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4. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Os calculos perturbativos apresentados na secdo 3, utilizam a
funcdo de onda "exata'" obtida na secdo 2. Estes calculos funcionam como
teste ou laboratério teérico das qualidades e, ou, defeitos daquela fun-
cdo de onda, obtida analiticamente mediante uma reformulacao do nucleo
e simultaneamente do propagador da EBS com nlcleo coulombiano. 0 célcu-
lo foi explicitamente auto-limitado as contribuicdes hiperfinas pura-
mente coulombianas, e estas foram esgotadas nos diagramas considerados.
Nos loops dos diagramas das contribuigées de troca de fotons instanta-
neos nido aparecem outros polos que os dos propagadores fermidnicos e, a
novidade, os da funcdo de onda que aqui depende da quarta-componente do

momento relativo do par ligado

Desta forma podemos colocar em destaque o fato de wutilizarmos
uma funcdo de onda onde as particulas sdo descritas com o tempo relati-

vo diferente de zero.

Quando as integrais, resultantes dos elementos de matriz da
perturbacdo, sdo analisadas no espaco de momentos observamos que resul-
ta simples e direto obter a contribuigdo logaritmica que é sempre gera-
da na regido ndo-relativistica, onde o momento pode ser parcialmente
desprezado emn confronto com as massas do sistema. N&o resultou, porém,
simples analisar qualquer outra regido de momentos. Por exemplo, a re-
gido intermediaria que é relativistica para o elétron mas é nao-relati-
vistica para o muon. Nesta Gltima regido os fatores associados com a
funcdo de onda produzem um integrando nédo-analitico dificil de se tra-
tar e obter a contribuicdo dominante (aqui contribuicdo dominante sig-
nifica a me/mu ou a’ me/muln(mu/me)). Sabemos que isto ndo representa
uma dificuldade essencial, pois uma criteriosa combinacdo de diferentes
diagramas perturbativos que contribuem na mesma ordem poderd eventual-
mente simplificar os integrandos e reduzir o grau de dificuldade no cal-
culo em discussdo. Entretanto esta manipulagdo dos nucleos perturbati-
vos terad que ser feita explicitamente pois neste caso ndo existem re-
gras fixas para tal tarefa. Devemos lembrar que quando calculamos uti-

lizando a fungdo de onda de Schrodinger, por exemplo, a partir da Equa-

534



cao de Salpeter ou Gross, este re-ordenamento dos diagramas perturbati-
vos € também colocado emn acdo. As desvantagens do presente tratamento a
respeito do ordenamento temporal aparecerdo quando f6tons n&o- instan-
tdneos forem considerados no mesmo grafico que os coulombianos. Como
a fungdo de onda nao impde restrigdes ao ordenamento temporal nos pon-
tos de insercao dos fotons, resultara que as simplificacoes obtidas fa-
zendo um ordenamento temporal ndo estdo garantidas com a nova funcédo de
onda; pelo menos para os diagramas de un féton transverso atravessados
por un numero infinito de fétons coulombianos. No6s estamos atualmente
realizando os calculos incluindo a parte transversa do fé6ton e os re-

sul tados serdo apresentados em breve.

A funcdo de onda obtida é completamente simétrica nas massas
m, € my, e 0 método de resolucéo nao se vale de nenhuma expans&o no pa-
rametro (ml/mz). Isto significa que as corre¢cbes de recuo en todas as
ordens estdo incluidas exatamente na funcdo de onda. Dai que o sistema
positronium, de massas iguais, parece ser o candidato mais indicado pa-

ra utilizar a funcdo de onda obtida.

Para concluir podemos dizer que os calcllos perturbativos en
ordens mais elevadas parecem ser muito mais simples quando realizados
com a fungdo de onda de Schrgdinger e com as correcbes a esta aproxima-
cdo. Entretanto a simetria das massas e o correto comportamento ultra-
violeta da fungao de onda indica a sua utilidade para o positronium,

nas correcdes de vértices na polarizacdo do vacuo e auto-energias.
A fungao de onda calculou-se exatamente mas a partir de um ha-
miltoniano "aproximado', e portanto ndo aparece como a solugdo final do

problema de céalculos perturbativos do espectro de energia dos sistemas

ligados pela interacao eletromagnética.

Tabela de Integrais

Contribuicoes de integrais do tipo

J d3p daq 1 f(g,a) 1
() 15317 (g
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a Ty | ) -1
I(+5) l contribuigdo principal coeficiente do &n a
2,2 4 -1 y
b q br* n « b
4 -1
p ~ o " 0
p? (6-3)* - a™! 0
B-4)" ~a7! 0

Funcao F em (3.7)

1+BR > > > > > o > > > >
X |5 A, (P)A2(-p) [I+_ A:_(P')Af(p'-p-q)-I_+Ai(p')1\_i(p'—p-q):|
1y a2y 148
. A+(Q)A+('Q) X
148 1+8
. 1+8 1 2
sendo: 5 5 T
—-1
. ->
I.=1 ( Po-E1(p')-E, () -E5 (3) -E, (B -E-?,)J

> -> -> TN
I =i{:Po—El(p')-El(p)‘El(q)‘Ez(P"P'q)

I, el en (3.13)

7= o) (@R
* (2m,)?

dp dp!dp''dqg
J o (Zoﬂ,): - D(po)Dél(p')Déz(p")D;a(k)D;(k')

i > -> -> - > > N
m, =8 E\i(p)/\i('p)/\él(p')/\éz(p")/\és(k)/&é“(?')Ai(q)/\i(—q)] 18

sendo:

148 _ 148, 148,
2 - 22

0 indice (i) e os momentos k e k' sao dados por:
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i €1 €2 €3 £y k k!

1 + + + - p'-p"p p'-p4q
2 + - - + p'-p"p p'-p—q
3 + - - - p'-p"-p p'-pq
b - + + p'-p"-p p'-p=q
5 - - p'p"p p'p=q
6 - - - + p'-p"-p p'-p=q
7 + + - - p"p ~q p'-p=q
8 + - + - p"-p —q p'-p—q
9 - + . + p"p —q p'pq
10 - - + + p"-p p'-p=q
1 + + - + p"p —q p"p'q
12 - + + p"r —q p"p'-q
13 + - - + p"p -q p"p'-q
14 - + + - p"p —q p"p'-q
15 - + - - p'"p —q p"p'=q
16 - - + . p"p —q p"p'-q

Os val ores de Ii

[: -2m B\ () -E,(B) || [zp -m,<E (P")-E,(B)-E, ("

l_—l

[P an, 5,395,

5 +[ Pymy B (B)-E, () -E (5"5”)]_1(]

I,
T

sdo mostrados na tabela a seguir:

-1
Z-El(z}’“)-a({»’--3-)-E1<E->] gpo-ml-zﬁ-mz(
-1

¥
2

— N S N . .
b - |f’o'2m1'E1(p')'E2(p') > Pymy=E\(p')-E,(p")-E ,(p' -p")
2

Py my-E,(3*) ~E, (2) B, (p' -

>

p

P o= ml'E ( “) -F (p)

]

.

P

N -1
')-Ez(p'):'

_>I
2(p'-p

5 T
)|
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> > —1] > > > > -1
6 +[P0—2ml-El(p')-E2(p')J E—Po-ml-El(p”) -Ez(p')-Ez(p'-p"):}
- > -1 > > -1
7 [Po‘zmz'EﬂP')'Ez(P')] [Po‘zmz'%(P")'Ez(P”)]
- -1 -1
8 Py-2m,-E, (p )‘Ez(p’)] [Po'zmz‘El(En)“'Ez(E“)J

r

> > 71 > >
15 - LPO-Zmz-El(p”)-Ez(p”ﬂ [%Po-mz'E’l(p )-E1(p')-E,(p'- p")]|

->

[ > Ih > > > > 7!
16 - LPO—Zml-El(p“)-Ez(p")] [—é«PO-mI'EI(p‘)"Ez(p”)‘Ez(p"p“)J
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