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With  a i d  o f  a  c o n f i g u r a t i o n - v e l o c i t y  - dependent p r o j e c t o r  

f i e l d ,  cons t ruc ted  w i t h  t h e  c o n s t r a i n t  c o n d i t i o n s ,  we s t a b l i s h  t h e  fun-  

d a m e n t a l ~  o f  a  geometr ic  model f o r  c l a s s i c a l  c o n s t r a i n e d  Lagrangian dy-  

namics. The p r o j e c t o r  behaves as a  s i n g u l a r  m e t r i c  f i e l d .  Only cons- 

t r a i n t s  which a r e  homogeneous o f  t h e  f i r s t  degree i n  t h e  v e l o c i t i e s , a r e  

considered.  A genera l i zed  v a r i a t i o n a l  Hami l ton ian  principie i s  s t a b l i -  

shed as a  f u n c t i o n  o f  the  p r o j e c t o r  f i e l d .  The formal ism developed can 

be the  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  Hami l ton ian  c o n s t r a  i n e d  

f o r m a l i s .  

Com o  a u x í l i o  de um campo p r o j e t o r ,  dependente de c o n f i g u r a-  

ção-velocidade, c o n s t r u i d o  com as condições de v íncu lo ,  e s t r u t u r a - s e  os  

fundamentos de um modelo geométr ico para dinâmicas Lagrangeanas c l ã s s  i - 
cas. O p r o j e t o r  tem as propr iedades de um campo m é t r i c o  s i n g u l a r .  So- 

mente são considerados, v í n c u l o s  homogêneos do p r i m e i r o  grau, nas v e l o -  

c idades.  Um p r i n c i p i o  v a r  iac  i o n a l  genera l  izado, do t i p o  Hami l ton ,  de- 

pendente do campo p r o j e t o r ,  é es tabe lec ido .  O formal ismo Lagrangeano de- 

senvo lv ido ,  pode ser  ponto de p a r t i d a  para a  const rução de f o r m a l i s m o s  

Hami l ton ianos v incu lados .  



1. INTRODUÇAO 

O comportamento de sistemas dinâmicos v incu lados  c o n s t i t u e  a-  

tua lmente impor tan te  área de pesquisa ' .  Normalmente os v í n c u l o s  são u t i -  

l i z a d o s  para a e l im inação  de v a r i á v e i s  redundantes ou são associados a 

mul t i p l  icadores de ~agrange ' .  No p r  imei r o  caso, a  e1 iminação pode des- 

t r u i r  s i m e t r i a s  ine ren tes  5 representação de coordenadas. No segundo 

caso, a  conveniênc ia de uma p o s t e r i o r  quant ização envo lve rá  d i f i c u l d a -  

des, p o i s  são nulos os momenta canonicamente conjugados aos m u l t i p l i c a -  

dores. Formalismos a n a l í t i c o s  i sen tos  desses inconvenientes foram cons- 

t r u  idos para s  ístemas holÔnomos3. Como a presença de cond içõ rs  subsidiá-  

r i a s  t o r n a  as e s t r u t u r a s  dinâmicas p a r t i c u l a r m e n t e  sens íve is  a proces-  

sos de geometr ização4,  é conveniente a const rução de formal  i smos anal  í -  

t i c o s  dotados de conteúdo geométr ico e e x t e n s í v e i s  ao caso não holônomo. 

O o b j e t i v o  do presente t r a b a l h o  a const rução de um f o r m a l i s -  

mo Lagrangeano, dotado de c a r a c t e r í s t i c a s  geom6tr icas,  que descreva sis- 

temas c l á s s i c o s ,  r e s t r i t o s  por  v í n c u l o s  de configuração-velocidade.Nes- 

sa const rução não se to rna  necessár ia  a e l im inação  de v a r i á v e i s  redun- 

dantes. A geometr ização 6 i n t r o d u z i d a  no momento em que se r e i n t e r p r e t a  

a f a m í l i a  de equações v i n c u l a r e s  como uma f a m í l i a  de h i p e r s u p e r f í c i e s  

imersas no espaço i r r e s t r  i t o  de con f  i guração- veloc idade.  Uma der i vação  

d i r e c i o n a l ,  em veloc idades,  dessas h i p e r s u p e r f í c i e s ,  gera um campo ma- 

t r i c i a l  dependente de con f igu ração- ve loc idade .  Esse campo m a t r i c i a l  é 

i n t e r p r e t a d o  geometricamente como um operador que assoc ia  o r e f e r e n c i a l  

de l a b o r a t ó r i o  a uma f a m í l i a  de r<N, campos v e t o r i a i s ,  l i nearmente  i n -  

dependentes, d e f i n i d o s  na r e g i ã o  in te rseção ,  D, das r h ipersuper f  i- 

c i e s ;  N sendo a dimensão do espaço de con f igu ração  i r r e s t r i  t o  da d i n â-  

mica. Esses r campos v e t o r i a i s  foram denominados campos v i n c u l a r e s .  A 

f a m í l i a  de campos v i n c u l a r e s  é completada por  uma f a m í l i a ,  que l h e  é 

o r t o g o n a l ,  de N-r campos v e t o r i a i s  l i nearmente  independentes, d e f i n i -  

dos em D. Com essa construção f i c a  associado a cada pon to  de D um r e f e -  

r e n c i a l  v e t o r i a l ,  N-dimensional,  onde r dos v e t o r e s  são v i n c u l a r e s .  Os 

campos v i n c u l a r e s  juntamente com seus rec íp rocos ,  permitem a const rução 

unívoca deumcampo p r o j e t o r ,  e q u i v a l e n t e 2  e x i s t ê n c i a  d e v í n c u l o s  na 

descr i ção  d inâmica.  Constru indo o campo p r o j e t o r ,  t o r n a - s e  p o s s í v e l ,  

com seu a u x i l i o ,  d e f i n i r  deslocamentos i n f i n i t e s i m a i s  c o n s i s t e n t e s  com 

as condições de v í n c u l o .  



Somente consideramos v i n c u l o s  homogêneos do p r i m e i r o  grau nas 

ve loc idades,  a  f i m  de que a geometr ização independa da escolha do parâ -  

metro.  Demonstra-se que as ve loc idades cinematicamente admiss íve is  são 

o r togona is ,  localmente, aos campos v i n c u l a r e s .  Formula-se um p r i n c í p i o  

v a r i a c i o n a l  i n t e g r a l ,  dependente l i nearmente  do p r o j e t o r  e vá l ido ,  tan-  

t o  para sistemas holônomos, quanto não-holônomos. As equações var ia- .  

c i o n a i s  o b t i d a s ,  co inc idem no caso holÔnomo com as usua is  da l i t e r a t u -  

r a 2 ,  e ,  no caso não holÔnomo, com as equações o b t i d a s  por  ~i t t a k e r s  e  

por  s a l e t a n 6 ,  mas sem as d i f i c u l d a d e s  por  e l e s  ass ina ladas .  

O modelo geométr ico c o n s t r u i d o  é m é t r i c o  e a m é t r i c a  é, emge- 

r a l ,  dependente de conf iguração- veloc idade.  

2. REFERENCIAL DE LABORATORIO 

Consideremos um sistema de A p a r t í c u l a s  em i n t e r a ç ã o .  Inde-  

pendentemente da e x i s t ê n c i a  de v íncu los ,  vamos d e f i n i r  o  espaço i r r e s -  

t r i  t o  de con f igu ração  do sistema como a t o t a l  idade dos pontos de um es-  

paço Eucl i d  iano r e a l  , EN , N-dimensional,  N = 3 A ,  r e t i c u l a d o  por  co-  
v 

ordenadas car tes ianas  o r togona is ,  x , v  = 1 ,  ..., N. 

Juntamente com a coordenação associamos ao E uma f a m í l  i a  de 
V  

N 
N v e t o r e s  o r tonorma is  { e v } ,  independentes dos x , que denominaremos 

r e f e r e n c i a l  de l a b o r a t ó r i o .  Nessa base é poss íve l  assoc ia r ,  de modo b i -  

unívoco, cada con f igu ração  do sistema a um v e t o r  c a r t e s i a n o  N-dimen- 

s i o n a l  : 

Em um dado i n s t a n t e  t, a t o t a l i d a d e  das con f igu rações  p e r m i t i d a s  ou 

não, será representada p e l o  c o n j u n t o  dos v e t o r e s  da forma, 

Esse con jun to  d e f i n e  o espaço de con f igu ração  i r r e s t r i t o ,  Eu(t). A 

der i vação  temporal do E (t) p e r m i t i  r ã  d e f i n i  r um espaço v e t o r i a l  Eu- N 
c l  i d  iano, E (t) , coordehado c a r t e s  ianamente que chamaremos espaço i r -  N 



r e s t r i t o  de ve loc idade  do sistema, c o n s t i t u i d o  p e l a  t o t a l i d a d e  dos ve-  

t o r e s  c a r t e s i a n o s  da forma: 

d k V ( t )  onde k V ( t )  = e onde {e 1 é a mesma base presente em (2.1) .  O v  
p rodu to  c a r t e s i a n o -  E ( t )  x b N ( t )  = ~ ( t ) ,  d e f i n e  o espaço de conf igu -  

N 
ração- veloc idade,  i r r e s t r i t o ,  do s is tema.  

Não é d i f í c i l  perceber-se que o movimento é representáve1,geo- 

metr icamente, por  uma f a m í l i a  F ,  de curvas que in te rcep tam de modo 

s imples a r e g i ã o  D ( t ) ,  do ~ ( t ) ,  se no i n s t a n t e  to, in te rcep tam a r e -  
v  v  

g i ã o  ~ ( t , ) ,  l u g a r  dos pontos {x ( t , ) ,  k ( t o )  1 ,  i n te rseção  dos v íncu-  

l o s .  O movimento t ransforma D ( t o )  em D ( t ) .  

Cada curva da f a m í l i a  F é c a r a c t e r i z a d a  no i n s t a n t e  to, pe los  
v 

2N parâmetros ( x
v

( t o ) ,  k ( t o ) ) .  Cada curva de F i n t e r c e p t a  a r e g i ã o  

~ ( t )  , no i n s t a n t e  t , em um só ponto. Essa é a descr i ção  do observador 

de l a b o r a t ó r i o ,  representado geometricamente pe los  N ve to res  l i n e a r -  

mente independentes {ev) , constantes,  ind icados em (2 .2 ) .  

3. O CAMPO DE REFERENCIAIS VINCULARES 

Suponhamos o sistema d inâmico representado p e l a  Lagrangeana 
v . V  L(X , x  , t ) ,  v  = I,...,?/, e  s u j e i t o  a r equações s u b s i d i á r i a s  d e f i n i -  

das em Em(t)  x k N ( t )  = <(i?): 

admi t idas  cont ínuas,  com der ivadas con t ínuas  nos seus argumentos. Geo- 

metr icamente as I $ J ~  = 0, podem ser  i n t e r p r e t a d a s  como h i p e r s u p e r f i c i e s  

imersas em < ( t )  . A e x i s t ê n c i a  de (3.1 ) , cond ic iona  a que todo ponto 

de con f  iguração-veloc idade, compat Í v e l  com a dinâmica, per tença 5 r e-  

g i ã o  in te reseção  D ( t )  , dessas r h i p e r s u p e r f  Í c i e s .  

No presente t r a b a l  ho representaremos os v í n c u l o s  na forma 

(3.1) ,  v á l i d a  t a n t o  para condições holônomas quanto não-holônomas. As 



equaçoes v a r i a c i o n a i s  de movimento serão o b t i d a s  por  va r iações  de uma 

i n t e g r a l  de açãot, A ( r ) ,  f u n c i o n a l  das t r a j e t ó r i a s  cinematicamente c m -  

p a t í v e i s  com as  condições s u b s i d i á r i a s  (3.1).  Como condições f u n c i o -  

n a i s  r e s t r i t a s  a A ( T ) ,  imporemos: 

a )  ~ ( r )  deverá ser  um e s c a l a r  r e l a t i v a m e n t e  ao grupo de t ransforma-  

ções de coordenadas 

v  
x '  = x'~(x'') , (3.2) 

a  jacobiano não nu lo ,  com der i vadas  con t inuas  e que não r e s t r i n j a m  

o pa rânie t r o  t ; 

b) A Lagrangeana L(xV,&',t), in tegrando de ~ ( r ) ,  deverá gera r  uma ma- 

t r i z  não s i n g u l a r ,  con t ínua  em todo o ~ ( t ) ,  com elementos de ma- 

t r i z  da forma: 

c)  São admi t idas  condições esclerônomas: 

Decorre de (a) ,  que a Lagrangeana L 6 necessariamente um e s c a l a r  f a c e  

às (3.2) .  A r e s t r i ç ã o  ( b ) ,  que é i n v a r i a n t e  por  (3.2),  ga ran te  u m  c o r -  

respondência b iun ivoca  e n t r e  as ve loc idades e os momenta. Também como 

decor rênc ia  de (a) ,  as h i p e r s u p e r f  í c i e s  (3.1 ) serão esca la res  por  (3.21, 

j á  que nesta h ipó tese ,  Lagrangeanas estendidas v i a  método X de Lagran- 

ge, permanecerão esca la res .  

Como é sabido 7 ,  operadores a/&?, quando a p l  icados a funções 
'V escalares,  f (xV,x ,t) , geram v e t o r e s  covar  i a n t e s  por  transformações do 

t i p o  (3 .2 ) .  Deste modo, com os r esca la res  (3.1) podemos g e r a r  r con- 
J v .v 

t r a v e t o r e s ,  {e (x  ,x ) , de componentes: 

+ Vide C a p í t u l o  V I .  



c u j a  representação na base de l a b o r a t ó r i o  6: 

J  v .v N 
e ( x  ,x 1 = E s;eLi , J  == I ,..., r < N ; (3.5) 

lJ 

com 

onde 

Como os r v í n c u l o s  (3.1) são admi t idos  d i s t i n t o s  em cada ponto do D( t ) ,  
J V V  

os {e  (x  ,i ) 1 não cons t i tuem um campo de bases (exceto no caso r=N ) .  
V v 

~ n t ã o  para gera r  em cada ponto { x  ( t )  ,? ( t )  1 de D ( t )  , uma base l o c a l ,  
J V V  

vamos completá- los com (N-r) v e t o r e s  {e (x  ,? ) 1, I inearmente indepen- 

dentes, que const  i tuem uma f a m í l  i a  (N-r ) -d imensional  , or togona l  à f a -  
J v v  m í l i a  r -d imens iona l  l o c a l ,  {e ( x  ,? ) I .  A o r togona l idade  l o c a l  dessas 

duas sub- famí l ias  serã representada p e l a  m é t r i c a :  

j = r+l, . . ., N ; J  = I,. . .,r; para todo (x,?) do D ( t ) .  

Na base de l a b o r a t ó r i o ,  representaremos os N-r campos e 3 ( x , i ) ,  na f o r -  

ma : 

v=  1 

com j = r + l  , . . . , N .  

Por o u t r o  lado  (3.51, (3.6) e (3.7) dão : 



N 
lJv 

De e" 1 61Jvev, vê-se que (e l e  ) = 6 r e c i p r o c o  do 6 . 
v= 1 1i v UV 

De modo análogo, o p rodu to  e s c a l a r  l o c a l  de d o i s  campos v i n -  

c u l a r e s  será:  

J 
Como os r ve to res  {e (x,&)} são 1 inearmente independentes, a matr  

J K  dimensional c o n s t r u i d a  com os g (x,&) 6 i n v e r s i v e l  em cada pon 

D ( t ) .  Os elementos de m a t r i z  da inversa  serão r e p r e s e n t a d o s  

g (x,k) e, natura lmente,  devem r e s p e i t a r  à condição: JK  

i z  r 

t o  de 

como 

J - 
onde 6 L e o simbolo de Kronecker m i s t o .  Com o a u x i l i o  de gJK(x,;), po- 

demos d e f i n i r  os campos v i n c u l a r e s  covar ian tes :  

K 
onde os e (2,;) são c o n t r a v a r i a n t e s .  

Consequentemente: 



De (3.1 1 ) tem-se 

JK . J 
As m é t r i c a s  g ( x , ~ ) ,  gJK(x,;), bem como 0s con t rave to res  e  ( x , ~ )  e  os 

cove to res  e  ( x , ~ ) ,  são decor ren tes  da e x i s t ê n c i a  das h i p e r s u p e r f í c i e s  K  
(esca la res )  (3.1) e  da postu lação do r e f e r e n c i a l  de l a b o r a t ó r i o .  A  i n -  

J 
de~endefnc ia l inear  dos {e ( x , i ) } ,  ou dos seus rec íp rocos  e  ( x , i ) ,  p e r -  

J 
m i t e  gera r  em todo o  ~ ( t ) ,  a  cada t, uma base p a r c i a l  que, completa-  

da com os { e 3 ( x , i ) } ,  c o n s t i t u e  um campo de r e f e r e n c i a i s  l o c a i s . A e x i s -  

t ê n c i a  desse campo r e f e r e n c i a l  é, como se verá, bas tan te  conveniente pa- 

r a  a  a n á l i s e  l o c a l  da dinâmica de sistemas s u j e i t o s  aos v í n c u l o s  (3.1) .  

A presença dos campos v i n c u l a r e s  com a  consequente const rução do r e f e -  

r e n c i a l  l o c a l  c a r a c t e r i z a ,  loca lmente,  o  observador .  Os v íncu los ,  na 

sua g l o b a l  idade são d e s c r i  t o s  p e l o  observador de l a b o r a t õ r  i o ,  enquanto 

que o  observador assoc iado ao r e f e r e n c  i a  l l o c a l  fornece uma descr i ção  

d i f e r e n c i a l  da v incu lação .  A conexão e n t r e  o  observador de l a b o r a t ó r i o  
J 1-i { e  1 e  a  c l a s s e  de observadores l o c a i s ,  {e  (x ,k)  ; e 3 ( x , k ) } ,  é d e f i n i d a  

pe las  re lações  (3.5)  e  (3.7) ,  mas enquanto as (3.5) são bem determinadas 

a  p a r t i r  da r - h i p e r s u p e r f í c i e s  (3.11, as (3.7) têm apenas o  c a r á t e r  de 

compl e teza  . 

4. AS CONDICOES DE HOMOGENEIDADE 

Consideremos somente v í n c u l o s ,  (3 .1  ) , que sejam funções homo- 

gêneas do p r i m e i r o  grau, p o s i t i v a s ,  nas ve loc idades .  O caso de v í n c u l o s  

homogêneos l i n e a r e s  nas ve loc idades ,  usual na mecânica, será um caso 

apenas p a r t i c u l a r .  A condição de homogeneidade tem i m p l i c a ç õ e s  impor- 

tan tes ,  p o i s  é necessár ia  para que a  geometr ização da dinâmica s e j a  i n -  

dependente da parametr ização.  Nestas condições, as (3.1) devem s a t i s f a -  

zer  às r e s t r i ç õ e s :  



Os campos v i n c u l a r e s ,  como consequência de (4. I ) ,  serão f u n-  
v v 

ções homogêneas do grau zero  e  i s t o  leva  a  que as  funções gJK(x , & ) ,  
também o  sejam. A independência de uma escolha de parâmetro, p e r m i t e  

J V V  
que se assoc ie  ao espaço l o c a l ,  gerado pe los  campos e (x ,& ) ,  um cará -  

v v 
t e r  geométr ico, i n t r i n s e c o ,  do t i p o  F i n s l e r ,  p o i s  o  g (x ,& ) pode ser  JK 
i n t e r p r e t a d o  como uma m é t r i c a  dependente de posição e  ve loc idade .  En- 

t r e t a n t o ,  se os  v í n c u l o s  (3.1) forem holÔnomos, ou não holônomos homo- 

gêneos l ineares nas ve loc idades,  os campos v i n c u l a r e s  serão da forma 
J v e (x ) e, consequentemente, a  m é t r i c a  é da forma g JK(xv). Neste caso a  

m é t r i c a  r e s u l t a n t e  é do t i p o  Riemann. 

A e x i s t ê n c  

uma coordenação 1 oca 

b o r a t ó r  i o  por :  

J V V  ' 
i a  da base l o c a l ,  {e (x ,k ) ; e3(xv,kv) 1 ,  fo rnece  

1, {xJ,xj} , d e f i n i d a  a  p a r t i  r da coordenação de l a -  

Um deslocamento i n f  i n i t e s i m a l  c& 6 d e s c r i t í v e l  t a n t o  na base de labo-  

r a t ó r i o  quanto na base l o c a l :  

-+ 
A norma de dx, pode ser  expressa, se ja  no r e f e r e n c i a l  de 

se ja  no r e f e r e n c i a l  l o c a l  : 

(4.3) 

l a b o r a t ó r i o ,  

(4.4) pode ser  conc i samente representada como: 



-+ -+ 
Os deslocamentos & e  & são o r togona is :  

% 

<&lG$) = 0 . 
% 

As h i p e r s u p e r f í c i e s  (3 .1 ) ,  condic ionadas pe la  homogeneidade do pr ime 

grau nas ve loc idades,  levam às condições: 

fl J N 
v 1 "-;1"= C&. = 

v V 
V=] aj: V 

A  (4 .7 )  ev idenc ia  que a  cada i n s t a n t e ,  um sistema dinâmico s u j e i t o  aos 

v í n c u l o s  (3.1 ) , deve ser t a l ,  que sua ve loc idade  se ja  o r togona l  aos cam- 

pos v i n c u l a r e s  naquele i n s t a n t e
7
.  I sso  o b r i g a  a  que os deslocamentos ad- 

m i s s í v e i s ,  d;cv = kv(t)dt, bem como os v i r t u a i s  6$'(t), sejam o r t o g o n a i s  
% % 

aos campos v i ncu 1 a res  : 

+ 
De (4.7) e  na coordenação l o c a l ,  vê-se que 6x(t) têm somente componen- 

i %- 
t e s  não nu las ,  do t i p o  {6x (t) I ,  i s t o  é, serao nu las  suas componentes 

6ZJ(t) : 

De (4.2) temos : 

Equações v a r i a c i o n a i s  de dinâmicas r e s t r i t a s  por  v i n c u l o s  da 

forma (3 .1 )  devem r e s p e i t a r  condições l o c a i s  do t i p o  (4.9) .  



A correspondência b i - un ivoca  

p( t ) ) )  permi te,  a cada i n s t a n t e  una 

J v 
e n t r e  as bases {eu )  e { e  ( X  ( t )  , 

inversão das ( 4 . 2 )  : 

J 
Mas, por  ( 4 . 9 ) ,  6 2  ( t )  = O ,  l ogo :  

As (4.10) impl icam em que o observador de l a b o r a t ó r i o  somente pode cons- 

t r u  i r desl  ocamentos $xU( t )  , po i  s deslocamentos da forma 
% 

r J 
$xp = 1 S: 6x ( t )  . 

J= 1 

são incompat íve is  com os campos v i n c u l a r e s  naquele i n s t a n t e .  

J v - v  ' v . v  
A base l o c a l  {e ( x  ,x ) ,e3 ( x  ,x ) 1 i n t roduz ,  por  sua p r ó p r i a  

e s t r u t u r a ,  uma p a r t i ç ã o  do sistema de coordenadas l o c a l  em coordenadas 
J 

do t i p o  {x3 )  e coordenadas do t i p o  { x  1 .  Os deslocamentos adrn issíve is  

e as ve loc idades adrn iss ive is ,  estão to ta lmente  imersos no espaço des-  

c r i t o  pe las  coordenadas do t i p o  { x J ] .  

E conveniente a const rução de operadores dinâmicos que r e a l i -  

zem essa p a r t i ç ã o  de modo independente do sistema de coordenadas. Estes 

operadores, são os campos p r o j e t o r e s  que d i scu t  i remos a segui r .  

5. OS CANIPOS PROJETORES 

Por conveniênc ia fo rma l ,  representemos os campos v i n c u l a r e s  
r /  

c o n t r a v a r i a n t e s  e , e os covar ian tes ,  eJ, respect ivamente p o r :  
.- 

J 
e ( x , k )  + / e J )  , 

Representemos seus t ranspostos:  



i 0s campos complementares, e (x,?) e e .(x,?) t e r ã o  representação aná lo -  
J 3 K 

ga. O p rodu to  e s c a l a r  de e (x,?) por  e (.x,k) será ind icado,  como em 

(3.9) : 

De (3.5) e (3.111, tem-se 

onde 

Transpondo (5 .2)  , tem-se 

Construamos o p rodu to  e s c a l a r  reduzido:  

(x,*) 1 const  i tuem as componentes, na base de l a b o r a t õ -  

r i o ,  do operador Q ( x , ~ ) ,  c u j a  representação na base l o c a l  é: 



Na base de l a b o r a t ó r i o ,  {ev) , os  elementos de m a t r i z  de 4(x,k) são: 

T i Na base l o c a l ,  {eu(x,k) ,e (x,?) 1, teremos 

Então, os elementos de m a t r i z  do operador ( j ,  na sub-base 
J 

(e (x,?) 1 ,  coinc idem com os grc(x,?)  . 

Analogamente obtemos: 

Também se ver  i f i c a  f a c i  lmente que: 

para todo ur = I,. ..,r; j = r+l,. . . , N .  

Também va l em : 

k 
(eil(j\e ) = QJ'(Z,?) = O . 

As condições (5.8)  são consequência d i r e t a  da o r togona l  idade das sub- 
J 

bases {e (z,?) 1 e {eJ(z,j.) I. 



Uma propr iedade fundamental do operador & é a da idem- potên-  

c i a ,  i s t o  é :  

Com os ve to res  ed(x,k) , da sub-base complewentar, podemos c o n s t r u i  r um 

o u t r o  operador idem-potente, de componentes: 

onde 

Na forma independente da escolha de base a (5.10) se escreverá:  

J 
Da completeza da base l o c a l  { e  ( ~ , k ) ,  e3 (x . , k ) }  decor re  que 

onde I é o operador iden t idade .  

De (5.1 1) , vê-se que A ( X , ~ )  é completamente determinado p e l o  

conhecimento do 4(x,k)  : 

O operador - &, que é um campo d e f i n i d o  na r e g i ã o  ~ ( t )  , 6 um p r o j e t o r  
J 

que admi te o subespaço l o c a l  , gerado pe los  e (2,;) , como um espaço 

p r õ p r i o  associado ao a u t o v a l o r  1 .  O su  b e  s p a ç o  l o c a  1 gerado pe los  

{e3(x,2)}  também é um subespaço p r ó p r i o  de g(x,k), mas associado ao au- 

t o v a l o r  ze ro :  



Q(x,k)[eci = O ; para = r+l, ..., N . 

O campo p r o j e t o r  Q(x,k) , localmente es tabe lece  a p a r t  içã.o dos s e t o r e s  
3 

em duas c lasses :  aqueles que podem ser  gerados pe los  {e (x,?)} e aque- 
J 

l e s  gerados p e l o s  (e (x,?) ). E n t r e t a n t o  a descr ição  da p a r t i ç ã o  pode ser 

f e i t a  p e l o  observador de l a b o r a t ó r i o ,  j á  que o p r o j e t o r  Q(x,ki.) admi te 

representação bem d e f i n i d o  no r e f e r e n c i a l  de l a b o r a t ó r i o .  

Com a u x í l  i o  do p r o j e t o r  4, a condição (4.7) pode ser  posta 

na forma: 

v 
Uma veloc idade,  {i ) , a r b i t r a r i a m e n t e  c o n s t r u i d a  p e l o  observador de l a -  

b o r a t ó r i o ,  somente será c o n s i s t e n t e  com a dinâmica, se s a t i s f i z e r  5 con- 

d ição: 

A presença do campo ~ ( x , ? )  corresponde dinamicamente 2 presença das 

(3. I ) .  O conhecimento dos v í n c u l o s  (3. I'), p e r m i t e  a const rução do campo 

p r o j e t o r  4(x ,5) ,  que é tão  fundamental para a formulação da dinâmica 

quanto o campo e s c a l a r  ~(x',?'). 

O campo p r o j e t o r  A(x,k) = I -~(x ,k) ,  comporta-se como uma mé- 

t r i c a  s i n g u l a r  para a formulação de produtos esca la res  compat íve is  com 

as condições v i n c u l a r e s .  Um a r c o  elementar,  d e s c r i t o  p e l o  sistema no 

espaço de con f igu ração  e observado no l a b o r a t ó r i o  será, então, da forma: 

N N 



Como h = 1-4, teremos: 

onde 

A presença dos v í n c u l o s  c o r r i g e  o ds2 i r r e s t r i  to, t ransforman-  

do-o no r e s t r i t o  d ~ ~ - d $ ~ .  

Em p a r t i c u l a r  os deslocamentos i n f i n i t e s i m a i s  i n s t a n t â n e o s ,  

compat íve is ,  deverão sa t  i s f a z e r  à condição : 

onde os 62' são a r b i t r á r i o s .  

6. O PRINCIPIO VARIACIONAL 

Vamos c o n s t r u i r  equações v a r i a c i o n a i s  de movimentos, o r iundos  
v * v  de Lagrangeanas L ( x  ,X ) ,  v = ] , . . . , I ,  e s u j e i t o s ,  ad ic ionalmente,  a r 

condições s u b s i d i á r i a s  da forma (3 .1 ) .  Estas condições s u b s i d i á r i a s  res-  

t r ingem os deslocamentos v i r t u a i s  i n f i n i t e s i m a i s  forma (5 .18) ,  que 

representa uma combinação l i n e a r  de deslocamentos v i r t u a i s  i r r e s t r i t o s .  

A poss i  b i  1 idade de cons idera r -s t i  deslocamentos v i  r t u a i  s, a r -  

b i t r á r i o s  em um problema não holônomo 6 m u i t o  i n t e r e s s a n t e ,  po is ,  então, 

um p r i n c i p i o  v a r i a c i o n a l  do t i p o  Hami l ton ,  genera l izado,  poderá ser  f o r -  

mulado sem as d i f i c u l d a d e s  apresentadas por k h i t t a k e r s  e ~ u n d ' .  No r e -  

f e r e n c i a i  l o c a l  os & x v ( t )  transformam-se por  (4 .9) ,  em &ci(&), j = 

= r+l , . . , N ,  que são a r b i t r á r i o s ,  c o n s i s t e n t e s  com os  campos v i n c u l a r e s  

l o c a i s  e a e l e s  o r t o g o n a i s .  Nesse mesmo i n s t a n t e ,  no r e f e r e n c i a l  l o c a l  
J 

temos 62 ( t )  = O, J = ] , . . . , r .  Seja a i n t e g r a l  de ação: 



Consideremos v a r  

compor a v a r i a ç ã  

Então: 

iações, 6A com condições de extremos f i x o s .  Podemos de- 

o 6 em var iações  o r togona is ,  $, = &6 e $ = A6 = (I-&)&. 
'-b 

v 
A r e s t r i ç ã o  v i n c u l a r ,  impõe ,$,x = O .  Obteremos as equações v a r i a c i o n a i s  

fazendo-se, ad ic ionalmente,  &A = 0,  onde: 

v v 
com 62 ( t , )  = 6~ (t,) = O. 

5 

De (5.18) vem: 

Como os x ( t ) ,  i r r e s t r i t o s ,  são a r b i t r á r i o s  obtém-se: 

para !J = 1 , .  . . , N  

Podemos escrever  (6 .5)  na forma m a t r i c i a l  : 

v v V 
Como Au(x,2) = 6 IJ - & ! J ( ~ , k ) ,  podemos escrever  as equações de E u l e r -  

-Lagrange, para sistemas v incu lados  genera l i zados ,  na forma: 



onde a componente, E ~ ( L ( X , ~ ) ) ,  do cove to r  de Eu le r ,  6 d e f i n i d a  como 

sendo : 

O cove to r  h (x,k) , que f a z  papel de um cainpo mul t i  p l  i cador  de Lagrange v 
genera l  izado, é d e f  i n  ido  p e l a  expressão: 

N 

A,(X,O = 1 ~ ' ( x , k ) ~  E ~ ( L ( x , ~ ) )  . (6.8) 
v= 1 

As !V componentes , A\, (x, x) , do campo mu 1 t i p l  i cador de Lagrange não são 

independentes, dev ido  às (6.8).  Como consequênc i a ,  somente R das suas 

componentes são independentes. O campo Av(x,5) é to ta lmente  determinado 

quando conhecemos. a Lagrangeana i r r e s t r i  t a ,  L(x,k) e as (3.1).  NO r e f e -  

renc ia1 l o c a l  , os Xy(x,Z) se escrevem 

A forma l o c a l  c o n t r a v a r i a n t e  é o b t i d a  con t ra indo- se  com a m é t r i c a  l o c a l  
JK 

g (x,?) : 

+ 
O campo v e t o r i a l  h(x,k),  é d e s c r i  t o ,  na base de l a b o r a t ó r i o  p o r :  

De (6.10) , tem-se: 

Se levarmos (6.11) em (6.6.), obteremos a forma de ~ h i t t a k e r - s a l e t a n 5 ' ?  



E n t r e t a n t o  a forma (6 .6 ) ,  além de e v i d e n c i a r ,  de modo expl  Í c i  t o  o ca rá-  

t e r  geométr ico da t e o r i a ,  é m u i t o  conveniente para a const rução de mo- 

em i nteração.  de los  dinâmicos de sistemas f í s i c o s  

As condições (6.6) e (6.8 

N " 

) mostram, juntamente com (5.14), 

que : 

e, consequentemente 

De (6.6) e de (6.8) e l'evando-se em conta a independência do G ( x , ~ ) ,  

tem-se 

Mas i s t o  apenas quer d i z e r ,  que na presença do campo h somente as com- u '  
ponentes E (L), contr ibuem para o movimento. 

J V V  
Quando os v í n c u l o s  (I (x ,Z ) = 0, forem i n t e g r á v e i s ,  

necessar ianien t e  da forma 

Mas então 

J onde f ( x V )  = cJ é a forma in tegrada  da 4 (x,?) = 0. 

- 
serao 

(6.15) 

Como consequência, o p r i n c í p i o  (6.3) contém o caso não ho Iô -  
Fi nomo como p a r t i c u l a r .  E n t r e t a n t o  as var iações  i n f i n i t e s i m a i s ,  6x , são 

a r b i t r á r i a s  e de mesma natureza,  quer o v í n c u l o  se ja  i n t e g r á v e l  ou não. 



7. UMA APLICAÇAO SIMPLES 

Como a p l  icação, simplesmente i l u s t r a t i v a  do método, conside-  

remos um par  de p a r t í c u l a s  pun t i fo rmes  de mesma massa m = 1 .  A d i s t â n -  

c i a  r e l a t i v a ,  R ,  das p a r t í c u l a s  é admi t ida  constante.  O sistema é su- 

posto mover-se em um plano v e r t i c a l ,  sob aç,so de um campo g r a v i  t a c i o n a l  
-+ 

cons tan te ,  g ,  de modo t a l ,  que a  ve loc idade  do c e n t r o  de massa s e j a c o -  
-f 

1 i near  ao v e t o r  R. Procuremos c o n s t r u i  r as equações de movimento, ( 6 . 5 1 ,  

para o  sistema, que é um "skate" i d e a l i z a d o .  Este sistema e s t á  s u j e i t o  

a  d o i s  v í n c u l o s ,  um holônomo, (a ) ,  e  o u t r o  não-holônomo, ( b ) :  

onde (xl,gl) e  (x2 ,y2 )  são as coordenadas c a r t e s i a n a s  do par  de p a r t í -  

c u l a s  e  (TI , i I ) ,  ( k 2 , i 2 )  são suas ve loc idades respect ivas:  

Representando os v i n c u l o s  (a) e  (b) na forma (3 .  I ) ,  

temos : 

(a) + ( ~ ~ - x ~ ) 2 ~  - ( Y ~ - Y  l ) i l  -C ( Y ~ - Y  1)Y2 = O 

(b) -(.Y~-yi).i - ( Y Z - Y I ) ~ ~  + ( x ~ - x I ) $ ~  -1- (xz-x~) .Qz = O 

Façamos (2,-x,) = u ;  (y2-yl) = V; 5 ,  = 5, ; 5, = k,, obtemos 

(a - z,4k1 - z,4k2 - vT3 + = O 

( b )  - vkl - v k 2  + UjC3 + z,4k4 = O . 

Os ve to res  da base l o c a l  eJ def  i n i d o ç  por  (3 .5 ) ,  



t e r ã o  por  componentes de l a b o r a t õ r  i o :  

De (5.4) tem-se a  m a t r i z  r e p r e s e n t a t i v a  do p r o j e t o r  Q na base 

de l a b o r a t ó r i o :  

v v 
Da Lagrangeana i r r e s t r i  t a  L ( x  ,k ) : 

e  do p r o j e t o r  Q, as (6.5) f i c a m  



Fazendo B = e q = 
. . 
x,+x4 e adic ionando (1) a  (21, temos: 

& + 2 v g + v q = o .  i 

Subtra indo ( I )  de (2 ) ,  temos 

uv - u v = o .  I I 

As equações I e I  I ,  juntamente com as equações de v í n c u l o  

v 2  + u2  = !L2 I I I  

Bv - q u =  O I  V 

determi  nam as equações de mov imento procuradas8,  que co inc idem com a-  

quelas o b t i d a s  p e l o  método usual  do m u l t i p l i c a d o r  de Lagrange. 

8. CONCLUSAO 

Tendo s i d o  es tabe lec idos  os fundamentos de um modelo geomé- 

t r  i c o  para sistemas Lagrangeanos, é necessãr i a ,  po r  cond içÕes de com- 

p le teza ,  a  extensão ao caso Hami l ton iano.  Além d i s s o ,  a  i d é i a  de r e f e -  

r e n c i a l  l o c a l ,  u t i l i z a d o  na descr i ção  l o c a l  da dinâmica, i n t r o d u z  a ne- 

cess idade de conectar  a descr i ção  e n t r e  r e f e r e n c i a i  s  v i z i n h o s .  Os cam- 

pos de Gauge têm exatamente e s t e  papel ,  de modo que é de i n t e r e s s e  es-  

tudar  que t i p o  de c o r r e l a ç ã o  pode e x i s t i r  e n t r e  a i d é i a  de campo de 

Gauge e a i d é i a  de campo de r e f e r e n c i a  i s 'loca i s gerados na descr i ção  

de s is temas v incu lados .  Estes temas es tão  em desenvolvimento e são ob- 

j e t o  de t r a b a l h o s  em andamento. 
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