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With aid of a configuration-velocity = dependent projector
field, constructed with the constraint conditions, we stablish the fun-
damental~of a geometric model for classical constrained Lagrangian dy-
namics. The projector behaves as a singular metric field. Only cons-
traints which are homogeneous of the first degree in the velocities,are
considered. A generalized variational Hamiltonian principle is stabli-
shed as a function of the projector field. The formalism developed can
be the starting point for the construction of Hamiltonian constrained

formalis.

Con o auxilio de um campo projetor, dependente de configura-
cdo-velocidade, construido com as condi¢cSes de vinculo, estrutura-se os
fundamentos de un modelo geométrico para dinamicas Lagrangeanas cléassi-
cas. 0 projetor tem as propriedades de um campo métrico singular. So-
mente sdo considerados, vinculos homogéneos do primeiro grau, nas velo-
cidades. Un principio variacional generalizado, do tipo Hamilton, de-
pendente do campo projetor, € estabelecido. O formalismo Lagrangeano de-
senvolvido, pode ser ponto de partida para a construcdo de formalismos

Hamiltonianos vinculados.
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1. INTRODUCAO

0 comportamento de sistemas dindmicos vinculados constitue a-
tualmente importante area de pesquisa'. Normalmente os vinculos sdo uti-
lizados para a eliminacdo de variaveis redundantes ou sdo associados a
multiplicadores de Lagrangez. No primeiro caso, a eliminagdo pode des-
truir simetrias inerentes a representacdo de coordenadas. No segundo
caso, a conveniéncia de uma posterior quantizacao envolvera dificulda-
des, pois sdo nulos os momenta canonicamente conjugados aos multiplica-
dores. Formalismos analiticos isentos desses inconvenientes foram cons-
truidos para sistemas hol®Onomos®. Como a presenca de condi¢oes subsidia-
rias torna as estruturas dindmicas particularmente sensiveis a proces-
sos de geometrizagéo“, ¢ conveniente a construcdo de formalismos analT-

ticos dotados de contelido geométrico e extensiveis ao caso ndo holdnomo.

0 objetivo do presente trabalho é a construcdo de um formalis-
mo Lagrangeano, dotado de caracteristicas geométricas, que descreva sis-
temas classicos, restritos por vinculos de configuracao-velocidade. Nes~-
sa construgdo ndo se torna necessaria a eliminacdo de variadveis redun-
dantes. A geometrizagao € introduzida no momento em que se reinterpreta
a familia de equacoes vinculares como uma familia de hipersuperficies
imersas no espago irrestrito de configuracdo-velocidade. Um derivagédo
direcional, em velocidades, dessas hipersuperficies, gera um campo ma-
tricial dependente de configuragdo-velocidade. Esse campo matricial e
interpretado geometricamente como un operador que associa o referencial
de laboratério a uma familia de r<N, campos vetoriais, linearmente in-
dependentes, definidos na regido intersecdo, D, das r hipersuperfi-
cies; N sendo a dimensdo do espa¢o de configuracdo irrestrito da dina-
mica. Esses r campos vetoriais foram denominados campos vinculares. A
familia de campos vinculares é completada por uma familia, que 1he &
ortogonal, de Nt campos vetoriais linearmente independentes, defini-
dos en D. Com essa construgdo fica associado a cada ponto de D um refe-
rencial vetorial, N-dimensional, onde r dos vetores sdo vinculares. Os
campos vinculares juntamente com seus reciprocos, permitem a construgéo
univoca deumcampo projetor, equivalente2 existéncia de vinculos na
descricdo dindmica. Construindo o campo projetor, torna-se possivel,
com seu auxilio, definir deslocamentos infinitesimais consistentes com

as condicdes de vinculo.
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Somente consideramos vinculos homogéneos do primeiro grau nas
velocidades, a fim de que a geometrizacdo independa da escolha do para-
metro. Demonstra-se que as velocidades cinematicamente admissiveis séo
ortogonais, localmente, aos campos vinculares. Formula-se un principio
variacional integral, dependente linearmente do projetor e valido, tan-
to para sistemas holdnomos, quanto nac-holdnomos. As equacdes varia-
cionais obtidas, coincidem no caso holénomc com as usuais da literatu-
ra®, e, no caso nio holdnomo, com as equacdes obtidas por Wittaker® e

por Saletan®, mas sem as dificuldades por eles assinaladas.

0 modelo geométrico construido € métrico e a métrica &, em ge-

ral, dependente de configuracdo-velocidade.

2. REFERENCIAL DE LABORATORIO

Consideremos um sistema de A particulas em interagdo. Inde-
pendentemente da existéncia de vinculos, vamos definir o espago irres-
trito de configuragdo do sistema como a totalidade dos pontos de umes-
paco Euclidiano real, E” , N-dimensional, N = 3A, reticulado por co-
ordenadas cartesianas ortogonais, xv, v =1, ...,N

Juntamente com a coordenagdo associamos ao EN uma familia de
N vetores ortonormais {e\)}, independentes dos xV, que denominaremos
referencial de laboratério. Nessa base & possivel associar, de modobi-
univoco, cada configuracdo do sistema a um vetor cartesiano N-dimen-

sional :

2= 7 2% . (2.1)

En un dado instante t, a totalidade das configuragdes permitidas ou

ndo, sera representada pelo conjunto dos vetores da forma,

> y vV

xz(t) = § z (¢)e . (2.2)
Esse conjunto define o espago de configuragdo irrestrito, E’N(t). A

derivagao temporal do EN(t) permitird definir un espago vetorial Eu-

clidiano, E‘N(t), coordehado cartesianamente que chamaremos espago jr-

475



restrito de velocidade do sistema, constituido pela totalidade dos ve-

tores cartesianos da forma:

2(t) = [ 2 (tle, (2.3)
“v=1
v
onde " (¢) = é-x—c%ﬂ- e onde {ev} € a mesma base presente en (2.1). 0
produto cartesiano-EN(t) X E‘N(t) = €(t), define o espago de configu-

racdo-velocidade, irrestrito, do sistema.

Ndo é dificil perceber-se que o movimento € representavel, geo-
metricamente, por uma familia F, de curvas que interceptam de modo
simples a regiao D(t), do €(t), se no instante t,» interceptamare-
giao D(t,), lugar dos pontos {:cv(to), a'cv(to)}, intersecdo dos Vvincu-

los. O movimento transforma D{ty) em D(z).

Cada curva da familia F € caracterizada no instante t;, pelos
2N parametros (xv(to), é:v(to)). Cada curva de F intercepta a regido
D(¢), no instante t, en um s6 ponto. Essa € a descricdo do observador
de laboratério, representado geometricamente pelos N vetores linear-

mente independentes {ev} , constantes, indicados em (2.2).

3. O CAMPO DE REFERENCIAIS VINCULARES

Suponhamos o sistema dinamico representado pela Lagrangeana
L(xv,a'c\),t), v=1,...,N, e sujeito a r equagdes subsidiarias defini-
das em E () x E () = &(¢):

o7 xt) =0 , J=1,..., <N . 3.1)

admitidas continuas, com derivadas continuas nos seus argumentos. Geo-
metricamente as ¢J = 0, podem ser interpretadas como hipersuperficies
imersas em £&(t). A existéncia de (3.1), condiciona a que todo ponto
de configuragéo-velocidade, compativel com a dinamica, pertenca a re-

gido interesecdo D(t), dessas r hipersuperficies.

No presente trabalho representaremos os vinculos na forma

(3.1), valida tanto para condigbes holonomas quanto ndo-holdnomas. As
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equacoes variacionais de movimento serdo obtidas por variagdes de uma
integral de agéot, A(T), funcional das trajetérias cinematicamente com=
pativeis com as condi¢gdes subsidiarias (3.1). Como condi¢cdes funcio-

nais restritas a A4(T'), imporemos:

a) A(T) devera ser um escalar relativamente ao grupo de transforma-

¢des de coordenadas

2V =2 VN (3.2)

a jacobiano nao nulo, com derivadas continuas e que ndo restrinjam

0 parametro t;

b) A Lagrangeana L(x\),a'cv,t), integrando de 4(T), deverd gerar uma ma-
triz ndo singular, continua em todo o D(t), com elementos de ma-

triz da forma:

2 .
3__[’____(“"‘”)} s o u,v=1,...,8 ; (3.3)

(b)), = L;iu =t

c) Sdo admitidas condicdes esclerdnomas:

oL

-0
(3.4)

o
36 _ -
5-%—-—0,:7—],...,1’

Decorre de (a), que a Lagrangeana L é necessariamente un escalar face
as (3.2). A restricdo (b), que € invariante por {(3.2), garante umacor-
respondéncia biunivoca entre as velocidades e os momenta. Também como
decorréncia de (a), as hipersuperficies (3.1 ) serdo escalares por (3.2,
j& que nesta hipotese, Lagrangeanas estendidas via método A de Lagran-

ge, permanecerdo escalares.

. L7 . . ~

Como € sabido , operadores B/Bxu, quando aplicados a fungoes
escalares, f(xv,x'V ,t), geram vetores covariantes por transformacdes do
tipo (3.2). Deste modo, com os r escalares (3.1) podemos gerar r con-

Js v v
travetores, {e“(z ,z ), de componentes:

T Vide Capitulo VI.
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Jy VU
3 , .
¢ (x. x) _ VeV =
o M H
cuja representacdo na base de laboratério 6:
J/ V.V N J
e ,x) =25, g=1,...,1 <N ; (3.5)
u
u
com N "
M
et I e 6§
v=1 Y
onde
I se pu=v
s+
0 se u#v

Como os r vinculos (3.1) sfo admitidos distintos em cada ponto do D(%),
0s {eJ(x\),:E:V)} nao constituem um campo de bases (exceto no caso I=N).
Entao para gerar em cada ponto {xv(t),a'cv (¢)} de D(¢), uma base local,
vamos completa-los com (¥-r) vetores {eJ(x\),a'c\))}, linearmente indepen-
dentes, que constituem uma familia (N-r)-dimensional, ortogonal a fa-
mitia p-dimensional local, {e‘] (xv,a'cv)}. A ortogonalidade local dessas

duas sub-familias sera representada pela métrica:
(e (2, %) |7 (,)) = g* (#,2) = 0 (3.6)

Jg=r+l,..yN; J=1,...,r; para todo (x,&) do D(¢).

Na base de laboratério, representaremos os N  campos eJ(x,g'c), na for-

m:

& (Y (2),aV (¢) =

57 (V,2Y) M=
y U

fou
| . S‘Zl e (3.7)

Tt

I~

1

com § = r+l,... N.

Por outro lado (3.5), (3.6) e (3.7) dao:

(ej(x,a'c) }eJ(x,a'c))
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onde 6"¥ = (c"[c") e onde:

N v _ Ju
I ), o = M)
v=1
v - v
De e = ) i e,» ve-se que (e le ) =& reciproco do 6“ .
o v

De modo anéalogo, o produto escalar local de dois campos vin-

culares sera:

((z,2) | M) = ] 0 () 26w &
up=t &M &V

N
= ) s‘{lsK“= 7 () (3.9)

U=

J . ~ . . .
Como os I vetores {e (xz,x)} sdo linearmente independentes, a matriz r

. . . JK N s .
dimensional construida com os ¢° (x,x) é inversivel em cada ponto de

D(t). Os elementos de matriz da inversa serdo representados como
gJK(x,a'c) e, naturalmente, devem respeitar a condig&o:
r
JK J J g
= = .10
K; 9 9 =98, (3.10)

J - . . . .
onde 6 I e o simbolo de Kronecker misto. Com o auxilio de ng(x,x), po-

demos definir os campos vinculares covariantes:
. r K .
. e (x,z) = K=zl 98 (z,) (3.11)
K . ~ .
onde os e (x,x) sfo contravariantes.

Consequentemente:
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(z,2) = (e (x,a'c)]eK(x,a'c)) = 7 5,8, V=

a
YJK J
J V=l u KV

N

5. g M (3.12)
Uzl Ju K

De (3.11) tem-se

r
1 & i) = 5 @) (3.13)

As métricas g‘]K(x,a'c), (x,:.t), bem como os contravetores eJ(x,g.c) e 0s

9K
covetores eK(x,x), sdo decorrentes da existéncia das hipersuperficies
(escalares) (3.1) e da postulagao do referencial de laboratério. A in-
dependéncia linear dos {e” (x,x)}. ou dos seus reciprocos eJ(x,.a'c). per-
mite gerar en todo o D(t), a cada t, uma base parcial que, completa-
da com os {e? (x,x)}, constitue um campo de referenciais locais. Aexis-
téncia desse campo referencial é, como se vera, bastante conveniente pa-
ra a andalise local da dinamica de sistemas sujeitos aos vinculos (3.1).
A presenca dos campos vinculares com a consequente construcdo do refe-
rencial local caracteriza, localmente, o observador. Os vinculos, na
sua globalidade s&@o descritos pelo observador de laboratério, enquanto
que o observador associado ao referencial local fornece uma descrigdo
diferencial da vinculagao. A conexdo entre o observador de laboratério
{e"} e a classe de observadores locais, {eJ(x,:if); e/ (x,%)}, é definida
pelas relacgdes (3.5) e (3.7), mas enquanto as (3.5) sdo bem determinadas
a partir da r-hipersuperficies (3.1), as (3.7) tém apenas o carater de

completeza.

4. AS CONDICOES DE HOMOGENEIDADE

Consideremos somente vinculos, (3.1), que sejam fungdes homo-
géneas do primeiro grau, positivas, nas velocidades. 0 caso de vinculos
homogéneos lineares nas velocidades, usual na mecéanica, sera um caso
apenas particular. A condicdo de homogeneidade tem implicagdes impor-
tantes, pois é necessaria para que a geometrizacao da dindmica seja in-
dependente da parametrizacdo. Nestas condi¢bes, as (3.1) devem satisfa-

zer as restrigoes:
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o7 (2", (02")) = ap?(2”,2Y) (h.1)

com o>0.

Os campos vinculares, como consequéncia de (4.1), serdo fun-

v u
grle ,27),
também o sejam. A independéncia de uma escolha de parametro, permite

¢oes homogéneas do grau zero e isto leva a que as funcgdes

gue se associe ao espac¢o local, gerado pelos campos eJ(x\),a'cV), un cara-
ter geométrico, intrinseco, do tipo Finsler, pois o gJK(xv,a'cv) pode ser
interpretado como uma métrica dependente de posigao e velocidade. En-
tretanto, se os vinculos (3.1) forem holdnomos, ou ndo holdnomos homo-
géneos lineares nas velocidades, os campos vinculares serdo da forma
e9(x¥) e, consequentemente, a métrica é da forma gJK(x"). Neste caso a

métrica resultante € do tipo Riemann.

A existéncia da base local, {eJ(x\),.i:\)); e?(z”,")}, fornece
uma coordenacdo local, {xJ,mJ} , definida a partir da coordenacdo de la-

boratério por:

N
&) = 1 & &M,
p=1 M
) v
&l (t) = § &7 aM(e) . (4.2)
p=l M

- . - > - . ’
Un deslocamento infinitesimal dxr € descritivel tanto na base de labo-

ratério quanto na base local:

8
1l
—
8
<
[\
1l
™M=

J . rod .
] de ej(x,x) + ? dx ej(ac,x) (4.3)

> . . L.
A norma de dr, pode ser expressa, seja no referencial de laboratorio,

seja no referencial local:

N
ds? = (delde) = )] defduMs =
u, v=1 Wy
r N
= 1 awfy ey T @daty. (2959 . (4.4)
J, k=1 JK 7, 0= rl J

(4.4) pode ser concisamente representada como:
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>

ds? = (dx|dx

~—

%g% dﬁj ; (4.5)
N

Os deslocamentos e sdo ortogonais:

I &W
ee§“¢

>

(dgldg) =0 | (4.6)

As hipersuperficies (3.1), condicionadas pela homogeneidade do primeiro

grau nas velocidades, levam as condigoes:

v N
AN A - A
ve1 3 vs‘\;

(M (z,x) |#) =0, g=1,...,p . (4.7)

A (4.7) evidencia que a cada instante, un sistema dindmico sujeito aos
vinculos (3.1), deve ser tal, que sua velocidade seja ortogonal aos cam-
pos vinculares naquele instante’. Isso obriga a que os deslocamentos ad-
missiveis, d@v = %ﬂv(t)dt, bem como os virtuais éﬁv(t), sejam ortogonais

aos campos vinculares:

I
o

(e (,2) | &)
” (h.7")

1
o

(¢ (z,2) | 92)
Ay

- >
De (4.7) e na coordenacao local, vé-se que §z(?) tém somente componen-

tes ndo nulas, do tipo {636'7(75)|, isto é, serdo nulas suas componentes
J
Sz (t):
o
S’ (t) =0 , d =1,...,r . (4.8)
De (4.2) temos:
N
s27(t) = T & st =0
p=1 MR
(4.9)
. N .
sa? (¢) = N 57 oM
pu=l MR

Equagbes variacionais de dindmicas restritas por vinculos da

forma (3.1) devem respeitar condicoes locais do tipo (4.9).
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A correspondéncia bi-univoca entre as bases {e"} e {eJ(-%‘V(t),

&¥(t))} permite, a cada instante una inversdo das (4.2):

N . r

sai(t) = 7 SMead(e) + T S0 s’ (n)

. J J
J=r+l1 J=1

Mas, por (4.9), 6xJ(t) = 0, logo:
N . .
sah(e) = ) M osxd(p) . (4.10)
Y . J
N J=r+]

As (4.10) implicam en que o observador de laboratério somente pode cons=

truir deslocamentos ;\S}xu(t), pois deslocamentos da forma
~

r
W oo J
ga" = JZI SJ Sz (t) . (4.11)

sdo incompativeis com os campos vinculares naquele instante.

A base local {eJ(XV,:acV),eS.(xv,a'c\))} introduz, por sua proépria
estrutura, uma particdo do sistema de coordenadas local em coordenadas
do tipo {z/} e coordenadas do tipo {z7}. 0s deslocamentos admissiveis
e as velocidades adrnissiveis, estdo totalmente imersos no espaco des-

crito pelas coordenadas do tipo {z7}.

€ conveniente a construcdo de operadores dinamicos que reali-
zem essa particdo de modo independente do sistema de coordenadas. Estes

operadores, sdo os campos projetores que discutiremos a seguir.

5. OS CANIPOS PROJETORES

Por conveniéncia formal, representemos os campos vinculares
. J . .
contravariantes e , e os covariantes, € respectivamente por:

z.i) » &)

(5.1
eJ(x,a'c) > [eJ) .

Representemos seus transpostos:
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P (5.1")

0s campos complementares, eJ(x,?) e e.lx,&) terdo representacgéo analo-
ga. O produto escalar de eJ(X, ?) por3 e (x,x) sera indicado, como em

(3.9):

( o K) JK

JK
e |e (

=g (z,2) =g

De (3.5) e (3.11), tem-se

(5.2)
v
[eK) \)Z] Spte ),
onde »
I
le,) LZI gyrle’)
N
V) VosWe)
p=1 H
Transpondo (5.2), tem-se
N
(eJx = z S\)J(e\)l
v=1
e (5.3)
N
1 — \)
(eK| = \)Z] SK\)(@ |
Construamos o produto escalar reduzido:
r r
= K = :
M s L S 55 Gy = Byl (5.4)

0s {¢ _(x,x)} constituem as componentes, na base de laboraté-
v

rio, do operador ¢(z,x}, cuja representacédo na base local é:

Q(x,x) = z_ leJ)gJK
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JK

I
I o~113

le) (¥] =

le )g
) J, J

(el - (5.5)

ST

=1

Na base de laboratério, {ev} , 0s elementos de matriz de §(x,%) sio:

(e laley) = (e le) gz (e¥ley) =

r
= ]z{ SJ 9K Sf = qu(:p,:z'c) ‘

Na base local, {eu(x,ﬁc),eg(x,ﬂ'c)}, teremos

r
@aley = 1 e 9% 1" =
J, k=1
= JZK 7 g, d" =" (5.6)

K]

Entdo, os elementos de matriz do operador &, na sub-base

{eJ(x,a'c)}, coincidem com os gJK(x,a'c).

Analogamente obtemos:

(e l@leg) =g,

(5.7)
J J J
(e”lgley) = g3 = % -
Também se verifica facilmente que:
laley) = ¢ (@2 = 0 (5.8)

para todo & = l,...,r; g = r+l,...,N.

Também valem:

(101 = ¢ (@,2)

I
o

As condi¢des (5.8) s&do consequéncia direta da ortogonalidade das sub-
bases {e‘J(x,;b)} e {e/(x,2) 1.
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Um propriedade fundamental do operador g € a da idem- potén-

cia, isto é:

gt=4¢q . (5.9)

Com os vetores eg(x,;'z;), da sub-base complementar, podemos construir um

outro operador idem-potente, de componentes:

AN S

v Sy gﬂ(, (5.10)
Jrk=pr+l
onde
gjk(x,x) = (ej ek)
Na forma independente da escolha de base a (5.10) se escrevera:
N
Mea) = T lellg, (F| =
Jok=r+] J
N
-l e, . (5.10")
J=r+ J
Da completeza da base local {e‘] (z.%), e’ (x.2)} decorre que
Me,z) + glz,2) = 1 (5.11)

onde 7 é o operador identidade.

De (5.11), vé-se que A{x,z) € completamente determinado pelo

conhecimento do §(z,%):

Me,z) =1 - gle,2) . (5.12)

0 operador - ¢, que é um campo definido na regiao e(t), € um projetor
que admite o subespaco local, gerado pelos e (,2) , COMO Uum  espago
proprio associado ao autovalor 1. 0 subespagco local gerado pelos
{e? (x,%)} também & um subespaco préoprio de ¢lx,%), mas associado ao au-

tovalor zero:
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oz, @) le?) = [e
(5.13)

Q(z,z) &7

|
o

; para J = p+l, ..., N .

0 campo projetor §(xz,%), localmente estabelece a particao dos vetores
em duas classes: aqueles que podem ser gerados pelos {es(x,a'c’)} e aque-
les gerados pelos (e {x,%)}. Entretanto a descricdo da particdo pode ser
feita pelo observador de laboratério, ja que o projetor gz, %) admite

representacdo bem definido no referencial de laboratdrio.

Com auxilio do projetor &, a condigdo (4.7) pode ser posta
na forma:
N
LV
I )@ =0,
V=1

ou

{5.14)

Tye
i
()

Uma velocidade, {g}v} , arbitrariamente construida pelo observador de la-
boratério, somente serd consistente com a dinamica, se satisfizer a con-
digao:
N N
el Men s = 16l -den ). (5as)
N =] v=1
A presenca do campo §{x,%) corresponde dinamicamente a presenca das
(3. 1). 0 conhecimento dos vinculos (3. I~), permite a construgdo do campo
projetor &{x,x), que é tdo fundamental para a formulagcdo da dinamica
quanto o campo escalar L(z¥,2Y).
0 campo projetor A(x,%) = 7-g(x,%), comporta-se como uma mé-
trica singular para a formulagdo de produtos escalares compativeis com
as condi¢cBes vinculares. Un arco elementar, descrito pelo sistema no

espaco de configuracdo e observado no laboratério sera, entdo, da forma:

N N
.2 UAY B, VvV, P
52 = 5 = de ot nVazPs =
g u,\z)=1 9 Cuy e,u,g,vﬂ 90w
N
-3 dxeAep(m;é)dxp (5.16)
8,p=1
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Como h = 7-g, teremos:

v
6, p 8. p .
52 = ) (de dx®s, - de dxPq, (x,%)) =
g 0 e 8 op
902 _ 302
= ds* - dg , (5.17)
onde
i
2 8., p .
ds? = ] dedx G, (x,&)
v 8, p=1 be

. . 2 . .
A presenca dos vinculos corrige o dS” irrestrito, transforman-

do-0 no restrito dSz-dgg.

En particular os deslocamentos infinitesimais instantaneos,
compativeis, deverdo satisfazer a condicéo:

N

v ;

Lz’ = .

A (z,8) 8" (5.18)
Y =1 H

H = L
onde os Sz sdo arbitrarios.

6. O PRINCIPIO VARIACIONAL

Vamos construir equagfes variacionais de movimentos, oriundos
de Lagrangeanas L(:cv,:k\)), v=1,...,/, e sujeitos, adicionalmente, ar
condigaes subsidiarias da forma (3.1). Estas condi¢cdes subsidiarias res-
tringem os deslocamentos virtuais infinitesimais a forma (5.18), que

representa uma combinagdo linear de deslocamentos virtuais irrestritos.

A possibilidade de considerar-se deslocamentos virtuais, ar-
bitrarios em un problema ndo holénomo € muito interessante, pois, entdo,
un principio variacional do tipo Hamilton, generalizado, podera ser for-
mulado sem as dificuldades apresentadas por Whittaker® e Rund’. No re-

ferenciai local os gx\)(t) transformam-se por (4.9), en & (¢), 4 =

= r+l,..,N, que sdo arbitrarios, consistentes com os campos vinculares

locais e a eles ortogonais. Nesse mesmo instante, no referencial local
J . . .

temos &x (¢) =0, J =1,...,r. Seja a integral de agéo:
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tZ
4= ( L(z", &) dt . (6.1)

Consideremos variag6es, S84 com condigdes de extremos fixos. Podemos de-

compor a variagdo 6 em variagoes ortogonais, $, =g8 e $ =18 = (1-9)8.

Entédo: v
t,
Vv .V
6A = $A4 + %4 = j%l (r(i + g)L(x , )dt =
N ¢t
-1 [2%; - j_aﬂ_v] ") + gx"(t)}dt . 6.2)
v=1 1 3 t 0%

\ L .
A restricdo vincular, impde ,<§Jx = 0. Obteremos as equacOes variacionais

fazendo-se, adicionalmente, $4 = 0, onde:

A
¥t
L d 3L v
A(ty,t)) = ) J oL -__} 8z (t)dt =0, (6.3)
% NG PO P T

com ,Qacv(tl) = va(tz) = 0.

De (5.18) vem:

5 L2 £ie,z), 6z (£)dt =0 . (6.4)
t x dt o
V) 1

Como os x(t), irrestritos, sdo arbitrarios obtém-se:

Vo
9
e, e e
Ve o dt 3
para 4 =1,...,N
Podemos escrever (6.5) na forma matricial:
Vv
] AR L) =0 . (6.5')
uov
v=]

v . \Y . -~
Como Au(x,x) =8y - Qvu(x,l‘), podemos escrever as equagoes de Euler-

-Lagrange, para sistemas vinculados generalizados, na forma:

Ey(L(z,&) = A (e,8) (6.6)

vt
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onde a componente, E’\)(L(x,a'c)), do covetor de Euler, é definida como

sendo:

_ Llx,z) _d (3L(x,&)
(L) _d [____.v J . 6.7)

E (L(x,%))
v 3 at b ax

0 covetor h(%,&), que faz papel de un campo multiplicador de Lagrange

v
generalizado, é definido pela expresséo:
N
Miod) = D aYaa), B (o) . (6.8)
V=1

As N componentes, >\\) (x, x), do campo multiplicador de Lagrange nao s&o
independentes, devido as (6.8). Como consequéncia, somente X das suas
componentes sdo independentes. O campo Kv(x,a':) € totalmente determinado
quando conhecemos.a Lagrangeana irrestrita, L{x,%) e as (3.1). No refe-

rencial local, os X\)(x,:i') se escrevem

v . _

Z= A, Sy = AJ(x,x) , J=1,..,r (6.9)
A forma local contravariante é obtida contraindo-se com a métrica local
JK .

g (z,&):

r

)\K= ngL ).L . (6.9")
=1

>
0 campo vetorial Alx,&), € descrito, na base de laboratério por:

J=r
et v
X = Z)\ve\) = ) A\)SJeJ=
v=1 V=]
J=1
r
= 1 (6.10)
J=1
De (6.10) , tem-se:
D 1, 2
A = A= YA, S (6.11)
Vog T AT

Se levarmos (6.11) em (6.6.), obteremos a forma de Whittaker~-Saletan®’®
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J
3 29 Geoi) (6.12)

E (L)) = T

Ve

Entretanto a forma (6.6), além de evidenciar, de modo explicito o cara-
ter geométrico da teoria, € muito conveniente para a constru¢cdo de mo-

delos dinamicos de sistemas fisicos em interagao.

As condicdes (6.6) e (6.8) mostram, juntamente com  (5.14),

que:
N v
X oz (t) =0
vzl VR
e, consequentemente (6.13)
N
Ly sV
) E\)(ac,x) & (&) =0 .
v=1 "

De (6.6) e de (6.8) e Tevando-se em conta a independéncia do  g(x,x),
tem-se
N N
I "r () = 1 @A =1, . (6.14)
v :
V=]
Mas isto apenas quer dizer, que na presengca do campo hu’ somente as com-

ponentes E (L), contribuem para o movimento.

v .\))

. J . L -
Quando os vinculos ¢ (x ,& ) = 0, forem integraveis, serao

necessarianiente da forma

N
i) = | A
v=l 9

Mas entéo
J .
oo, = 20 led) 2 @) (6.15)
3 dx

onde fJ(xv) = é a forma integrada da ¢J(x,5c) = 0.

Como consequéncia, o principio (6.3) contém o caso ndo hold-
nomo como particular. Entretanto as variagdes infinitesimais, 630“, sao

arbitrarias e de mesma natureza, quer o vinculo seja integravel ou néo.
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7. UMA APLICACAO SIMPLES

Como aplicagdo, simplesmente ilustrativa do método, conside-
remos um par de particulas puntiformes de mesma massa m = 1. A distan-
cia relativa, R, das particulas € admitida constante. O sistema € su-
posto mover-se em un plano vertical, sob acao de um campo gravitacional
constante, 5, de modo tal, que a velocidade do centro de massa seja co-
linear ao vetor _JZ Procuremos construir as equagdes de movimento, (6.5),
para o sistema, que € um ''skate'' idealizado. Este sistema estd sujeito
a dois vinculos, um holdnomo, (a), e outro nao-holdnomo, (b):

l—(xz—x1>2 + (yz’yl)z - ’QZJ =0 ;

{a) %

x2+x1 X,y

(b) —
’ ¥, ¥,7Y,

>

onde (xl,y]) e (x,,y,) sao as coordenadas cartesianas do par de parti-

culas e (a’cl,yl), {&,,,) sdo suas velocidades respectivas:

Representando os vinculos (a) e (b} na forma (3.1),

J . '
o) (x\),x\)) =0, J=1,2

temos :

(a) Axpmxy) &y + (2ym)) &, - Yoy )Ys + Wy ), = 0
(b) ~(Yayi)Ey - oy1)ds + (ma-x1) i1 + {x2-21)l2 = 0 .
Fagcamos (,-%;) = u; (Y,~¥,) =v; ¥, = &, ; §, = &,, obtemos
(a) - uk, - ut, - vk, t vk, =0

(b) - VB - vk, tuk, tuk, = 0.

Os vetores da base local e definidos por (3.5},

N
J
B -

vl 9k,
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terdo por componentes de laboratorio:

el > (~u,u,-v,v) = (Si, S;, S;, Si)
el > (~v,-v,u,u) = (52, s?, 2, 5%)
1”7 Y27 Vs
el e e? tém mesma norma V2 (u%4v?).
- J K JK .
A métrica local gJK = (" ) = 8§ € ortogonal,

De (5.4) tem-se a matriz representativa do projetor Q na base

de laboratério:

1 vz—uz 0 _2vu
2 2
v2+u2 vV +U
vz_uz 2vuU
B ] T2 2 0
1)2+u2 VU
1
Q = 'i'
2
0 20U . (v7-u)
2 2
v’ V7 r U
2 2
2 V-u
- o e ‘
v2u? vhFu

A . V.V
Da Lagrangeana irrestrita Lz ,&7):

1
z

2

L = 1

. .2 .2 2
(&7 + &, + &, +Z) - glx, +x“)

e do projetor Q as (6.5) ficam

. L 2_,2 .
(1) a:1=—2—+v; X<, —zﬂ(x“+g)
2
2_,,2 2 2 .
(2) G, =2 i v — - (i, 4 )
222 2 222
wu s ) (22
(3) Tytg === T + — (@, +g)
24 2 2%
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. . 2_,,2 . (@, +9g)
(&) x,‘+g=-31“2-x1-—-————-(vzz) Z, +g) + ———
22 2

Fazendo B = &,+&, e q = z,+z, e adicionando (1) a (2), temos:
Bu + 2vg + vg = 0 , |

Subtraindo (1) de (2}, temos

w - uw =0 . I

As equacbes | e Il, juntamente com as equagbBes de vinculo

vZ t % =112 1

Bv ~qu= 0 A%

determinam as equacdes de movimento procuradas®, que coincidem com a-

quelas obtidas pelo método usual do multiplicador de Lagrange.

8. CONCLUSAO

Tendo sido estabelecidos os fundamentos de un modelo geomé-
trico para sistemas Lagrangeanos, € necessaria, por condi¢coes de com-
pleteza, a extensdo ao caso Hamiltoniano. Além disso, a idéia de refe-
rencial local, utilizado na descrigdo local da dinamica, introduz a ne-
cessidade de conectar a descricdo entre referenciais vizinhos. Os cam-
pos de Gauge tém exatamente este papel, de modo que é de interesse es-
tudar que tipo de correlagdo pode existir entre a idéia de campo de
Gauge e a idéia de campo de referenciais 'locais gerados na descricao
de sistemas vinculados. Estes temas estdo em desenvolvimento e sdo ob-

jeto de trabalhos em andamento.
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