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A Green's function for a wavelike equation with a mass term is
calculated, employing eigenvalues and eigenfunctions in hiperbolic coor-

dinates.

E calculada uma funcdo de Green de uma equacdo do tipo da equa-
¢ado de onda com un termo de massa, empregando-se autovalores e autofun-

¢oes an coordenadas hiperbdlicas.

Pode ocorrer quebra espontdnea de simetria, na teoria do campo

escalar conformemente invariante, descrita pela lagrangeana1

g g ™Paerag - §ere - % (¢*¢)2], (1

onde R é a curvatura escalar na métrica gaB’ A a constante de acopla-
mento, g = det gocB e o campo ¢ € complexo. E entdo importante o conhe-
cimento da fungéo de Feynmann-Green, D(z,x'), definida pelo limite €+ 0

da expresséo
277G ([, +5+5 62 - e)0 , (w,y) = 8, Sa-y) , (2)

onde ]:lq_ é o dalembertiano covariante

(06 = —— 2, (/&) ¢ Edp&) , 6
e

o qual, no plano, en coordenadas cartesianas, tem a forma usual
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Na expressao (2) ¢D(x) € una solucdo das equacbes de movimento

oriundas da lagrangeana (1).

Num caso importante a métrica € estatica, sendo dada por:

Y90 =79, T !

e T (6)
g9,, =" sh®xsen?0

Iap = 0se a# B

Estamos usando coordenadas hiperbdlicas que se relacionam  com

as cartesianas pela expressdo (2)

x! = elsehysendcosd,
z? = ensehxsenﬁsen¢,
(7)
3 _ N
x” = e sehxcosO,
z" = encohx.
£ facil ver que a fungdo que buscamos & da forma
0,5 (e,y) = 8ab Dlx,y) . (8)

Como ¢, (x) podemos escolher uma solugdo estdvel’ das equacdes

de movimento:

¢, = £ V3/X (9)
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(Na métrica estatica existem apenas duas solu¢cdes estaveis e ambas

constantes) .

Explicitando toda a notagdo vemos que a fung¢do D satisfaz a

quacao
2
lg—-——lf— G {sehzx g—J S B (sen %] -
L?nz seh“y 9y X seh®Y sen® 90 t
2
! a '+%-i% D(C... 60" .. .0") =

seh?y sen?0 3¢?

_ S(nn")8(x-x")8(8-0") 8 ($-¢")
seh?y sen®

Esta equacdo pode ser resolvida pelo desenvolvimento do

gador Z em termos das auto-funcdes

2

(%-A+l-ideLQM=AMmLQ®,

onde A corresponde a parte angular do dalembertino [:]

™ =982 -4,
n

L

Usando separacdo de varidveis

¢(H,X,@,¢) = UA(U) WA%W(X’O,¢) s

teremos
2. i i
r anpx(n) ] _ A‘XQm(X)®’¢) _ 2
———— 5 " Al = " = - )
Y .0
, (n) 1 ¥p,(08,0)
A equacao
)
B 4 60500 2
wxbﬁ(X’@,¢)

sdo

e-

(10)

proga-

amn

(12)

(13)

(14)

(15)
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ja tem solugdo conhecida (2,3), resultando um conjunto completo e orto-

normalizado de fungdes Y)\Qm
0 m 27 , 3
Joax Jo o fo d$ sh®y sen® ‘Pkm(x,@,d)) ‘Px,z,m,(x,e,q)) = cS()\—A’)ém,cSmm,

(16)

00 oo 9
v ’ ’ ’
[Pan 1T vpt0.0) Ty 00,070
0 2=0 m=~4

) = G(X-Xl)é(e—el)6(¢-¢l) ('7)

seh?0 send

Para completar o nosso problema basta resolver

921, (n) 2
na +1 2A+2)\=0' (18)
1y (n) 2
Zkn
. ~ e

Por analogia com o plano,busquemos a solugdo na forma , ©

- v2r

que nos dara

4=-k%*+ % + A2 (19)

A funcdo de Feynman-Green € portanto

o ) : [+:kf;~)\ . % eik(ﬂ—n’) ( -
T']...(b' = Y X:e’q))‘y (Xl,elyq).)
MIT e Jo 920 me-g k24A241/2-g  ET Mom

(20)

Para realizar as somas e integragoes que aparecem na equagio

(20) notemos que?®’?

[T (EA+241) |
Yy o (X:©50) = 2, ()7, (0,9) 21

[T(in) ]

onde Y!L s3o 0s harmoénicos esféricos e
m

80, (0 = — P17 (cot) (22)
vseh x
P_’R_l/2 é uma funcido associada de Legendre
onde Ih=1/2 (o g .
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Lembrando a expressdo da adicdo de harmonicos esfericos

1/2( =P ( ) = 4y % vE (@' ¢ 0 2
. cosy) = P, (cosY) = mp . FACRN- )Yzm( »$) 3)

c

1/2 - - P
na qual CQ/ (cosY) € un polindmio de Gegenbauer, Pl un polinomio de

Legendre e o angulo y € dado por
cosy = cos@Gcos®' + sen@send'cos(p-¢') . (24)

Sabemos também que é satisfeito o seguinte teorema de composi-

g502,3
o (28+1) [T (ZA+241) )2
222 -1/2
—p,. ", (coha) = } &, ()%, , (X")P, (cosY)
Y21 seho, perse =0 ITEN |2 MM *
(25)

onde o angulo hiperbdlico o tem por expressio
coha = cohycohy' - sehysehy'cosy (26)

Levando as equagoes (22) e (25) na equacao (20) teremos

| (aed °© Tk (v-v') P'iﬂﬂ/
-1

D(n...¢') = — LAl?

8i 0 k242241721

(coha)

(27)

A integral en kX pode ser realizada com o auxilio de un contorno no pla-

no complexo, pois o integrando possui polos em
k = +(AZ41/2 - £¢) . (28)

Tomemos, primeiramente, n-n' > 0. Neste caso o contorno pode

ser fechadc por cima, o que nos da

! Y ) e-ivxz+]/2 (n_nl) P;;{j/z(cohu)
D(V... ¢') = g= J ax — - (29)
V2mseha
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Explicitando a expressdo da funcdo de Lc—:gendre5 que aparece na

equacdo {29},

-1/2 oot 7 .
Pl.}\_l/z(cohu) =5 /5cers senix , (30)

vemos que a integral (29) pode ser considerada como a transformada de

Fourier de uma pseudo-funcao e pode pois ser realizada com o auxilio da

referéncia 6

Din. ..y = —— {Z |s(aen-n') - Sla-n'+n)] +

8n?sehc |
o Ky (5 /a2-(n-n')?)
+ P, 5 e la]>In-nt] +
F2 ve?-(nn)?
I, Y1) ? - o?)
+ Za(n-nt) +
b/ (n-n")? - of
vy /Yhven)E - o)
5 - loi<in-n'| 1, (31)
|

+TP
d /(n-n')*-a?

J

onde X,, J,, ¥, sao funcdes de Bessel e Pf denota pseudo-fungéo.

No caso N-N'<g o contorno deve ser fechado inferiormente o que

simplesmente iniplica uma permutagdo entre N e n' na equagao (31), isto
e:
C0(n,x,0,6,n1,00,61) =0 (n',X,0,6,n,%x',0",0) (32)
n-n' > ¢ n-n' <@

A funcdo de Feynman-Green para quaisquer valores de n-n' é en-

D(n...¢') = ——— | -28 |a®-(n-n*)?] +
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172 K (5 Ya?-(n-n")?)

+ P, e laf>[n-n"|
J /aé_(n_nl)z

AN
J; G V(') *-0?)

/{n-n')2-0?

M, (x /(n=n')? - o?)
fa]<|n-n"]

T ot ,,

+—%11 (n-n"’)

(33)

+ Pf’

=i

Este resultado & completamente andlogo ao propagador de bésons

massivo’.
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