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A Green's f u n c t i o n  f o r  a  wave l i ke  equa t ion  w i t h  a  mass term i s  

c a l c u l a t e d ,  employing e igenvalues and e i g e n f u n c t i o n s  i n  h i p e r b o l i c  coor-  

d i n a t e s .  

E ca lcu lada  uma função de Green de uma equação do t i p o  da equa- 

ção de onda com um termo de massa, empregando-se au tova lo res  e  au to fun-  

çÕes em coordenadas h  i perbó l  i cas. 

Pode o c o r r e r  quebra espontânea de s i m e t r i a ,  na t e o r i a  do campo 

e s c a l a r  conformemente i nvar  i a n t e ,  d e s c r i  t a  p e l a  lagrangeanal 

onde R é a  c u r v a t u r a  e s c a l a r  na m é t r i c a  gaB, X a cons tan te  de acopla-  

mento, g = d e t  gaB e o  campo @ é complexo. E então impor tan te  o  conhe- 

cimento da função de Feynmann-Green, D(x ,x i ) ,  d e f i n i d a  p e l o  1 i m i t e  & + O  

da expressão 

onde ux é O dalembert iano c o v a r i a n t e  

o  qua l ,  no p lano,  em coordenadas c a r t e s i a n a s ,  tem a  forma usual 



Aqui estamos u t i l i z a n d o  a notação condensada 

Na expressão (2) 4, (x) 6 una so lução das equações de movimento 

o r iundas  da lagrangeana ( 1  ) . 

Num caso impor tan te  a m é t r i c a  é e s t á t i c a ,  sendo dada por :  

g a ~  
= O s e  a #  6 

Estamos usando coordenadas h i p e r b ó l i c a s  que se re lac ionam com 

as car tes ianas  pe la  expressão (2) 

r '  = ensehXsenOcos$, 

x2 = e'sehXsen8sen$, 

3 TI z = e sehxcos0, 

r 4  = encohX. 

E f á c i  1 ver  que a função que buscamos é da forma 

a b ( x , y )  = 6  rrh U ( X , Y )  . (8) 

Como Qo(x) podemos esc0 

de movimento: 

9 0  

her  uma solução es t â v e l  das equaç6es 

=Irn (9) 



(Na m é t r i c a  e s t á t i c a  ex is tem apenas duas soluções e s t á v e i s  e ambas são 

constantes)  . 
E x p l i c i t a n d o  toda a notação vemos que a funçao D s a t i s f a z  a e-  

quação 

1 a 
- 7  + - i 4  D( c . . .  +,r, = 

sehZX ser& a+2 

Esta equação pode s e r  r e s o l v i d a  p e l o  desenvolvimento do proga- 

gador D em termos das auto-funções 

onde A corresponde ã p a r t e  angu la r  do dalernber t ino 

Usando separação de v a r i á v e i s  

teremos 

A equação 



j á  tem solução conhecida ( 2 , 3 ) ,  resu l tando  um c o n j u n t o  completo e o r t o -  

norma 1 i zado de funções Y XRm 

Para completar  o nosso problema bas ta  r e s o l v e r  

e i k ~  
Por ana log ia  com o plano,busquemos a so lução na forma - , 0 

que nos dará 
J2, 

A função de Feynman-Green é p o r t a n t o  

Para r e a l  i z a r  as somas e integraçÕes que aparecem na equação 

(20) notemos 

onde YRm são os h a r m ô n i c o s  e s f ê r  i c o s  e 

-R- 1 / 2  

onde PiA-1/2 é uma função associada de Legendre. 



Lembrando a expressão da adição de harmônicos es fér  icos
4 ' 

na qual CAI2 ( c o s ~ )  5 um pol inômio de Gegenbauer, PQ um pol i n b i o  de 

Legendre e o ângulo y é dado por 

cosy = cos0cos0' + senOsenO1cos(@-$I) . (24) 

Sabemos também que é s a t i s f e i t o  o seguinte teorema de composi- 

ç ã ~ 2 ,  

(25) 

onde o ângulo h ipe rbó l i co  a tem por expressão 

coha = cohxcohx' - sehxsehx'cosy (26) 

r" O0 i k  (v-v ' 1  - 1 / 2  
' i ~ - 1 / 2  (coha) 

D(n.. * $ ' I  = - 
8i IT O -k2+h2+1/2-i& 

A i n teg ra l  em k pode ser real izada com o a u x í l i o  de um contorno no p la-  

no complexo, po is  o integrando possui polos em 

Tomemos, primeiramente, v-Q'  > O .  Neste caso o contorno pode 

ser fechado por cima, o que nos dá 

- 1 / 2  
- i 2 + 1  - Pih-l,2 (coha) 

D( v. . .  4 ' )  = (29) 
+ 1/2 J2.rrseha 



Exp 

equação ( 2 9 )  

1 i c i t a n d o  a expressão da função de iecjendre5 que aparece na 

vemos que a i n t e g r a l  (29) pode ser  considerada como a transformada de 

F o u r i e r  de uma pswdo- função  e pode p o i s  ser  r e a l i z a d a  com o a u x í l i o  da 

r e f e r ê n c i a  6 

onde K,, J I ,  ,V1 são funções de Bessel e P denota pseudo- função. 
f 

No caso q-nl<O o contorno deve ser  fechado i n f e r i o r m e n t e  o que 

simplesmente inipl i c a  uma permutação e n t r e  rl e i1' na equaçao ( 3 i ) ,  i s t o  

e : 

A função de Feynman-Green para quaisquer  v a l o r e s  de i l -V '  é en- 

tão  



Este r e s u l t a d o  é completamente analogo ao propagador de bósons 

massivo7. 
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