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The field equations for a mixture of a viscous fluid, a de-
formable solid and a non-viscous fluid is studied, based on a lineari-
zed theory proposed by Bowen. The fields of density of each constituent,
temperature, velocity of each fluid and displacement of the solid are
determined, for steady states flow of the mixture between two parallel
planes and between two concentric cylinders which are maintainedat dif-
ferent temperatures.

As equacdes de campo para uma mistura constituida de fluido
viscoso, solido deformavel e fluido nac viscoso sao estudadas com
base na teoria linearizada de Bowen. Os campos de densidade de cada
constituinte, de temperatura, de velocidade de cada fluido e de deslo-
camento do sélido, sao determinados para 0 caso de escoamento em estado
estacionario entre dois planos paralelos e entre dois cilindros concén-

tricos mantidos a temperaturas diferentes.

1. INTRODUCAO

Normalmente na literatura**, a denominacdo de convecgao Na-
tural ou ZZvre esta associada ao escoamento en estado estacionario de

un fluido entre dois -planos paralelos ou entre dois cilindros concén-

* Auxilio: CNPg (L.K.)

** Vide, por exemplo, Bird et al.’ e Slattery?.
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tricos, mantidos a temperaturas diferentes e sob a acdo da forga dagra-

vidade.

0 objetivo deste trabalho € analisar a convecgao natural em
misturas constituidas de fluido viscoso, sélido deforméavel e fluido nao

viscoso an geometrias idénticas as descritas acima.

Baseamo-nos na teoria linearizada proposta por Bowen®, supo-
mos que as velocidades dos fluidos e o deslocamento do sélido sdo pe-
quenos e, en cada geometria, determinamos os campos de temperatura, de
densidade de cada constituinte, de velocidade de cada fluido e de des~

locamento do solido.

Mostramos também que a particularizagdo para o caso de es-
coamento isotérmico de fluido viscoso e so}ido deformédvel, en que ndo
sdo consideradas as forgcas de campo externa, conduzem aos resultados de

Crochet e Naghdi® e Atkin e Craine®.

2. EQUACOES DE CAMPO E EQUAGOES CONSTITUTIVAS

Para a anilise da convecgao natural em misturas, necessita-
mos das seguintes equacdes de campo, validas para pontos regulares de

uma mistura sem reagdo quimica (Bowen®):
Balanco de Massa para cada Constituinte
b+ 0y div =0 (2.1)
Balange de Momento Linear para cada Constituinte

e, va=dw T(x+mon+ . ba R (2.2)

Conservagao de Momento Linear para a Yistura

3

(2.3)
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Balango de Energia para a Mistura
p e+ divg=tr(Tgrad v) + oy , (2.4)

onde @ indica o constituinte e assume os valores: 1 para o fluido vis-
COSO; 2 para o solido deformavel e 3 para o fluido ndo viscoso. Para
cada constituinte Pa € a sua densidade, vy 2 velocidade, my O supri-
mento de momento linear, Ta o tensor tensao, ba a forca de campo ex-
terna e, para a mistura, p a densidade, v a velocidade, T o tensor
tensdo, g o fluxo de calor e Y o suprimento de energia interna. Se

fq = J:'a(:c,t) entdo:

}a =9 fot + (grad foc)’ Yo,

fa=atfa+ (gradfa) LV

s termos constitutivos C = {Ta’ mys q, E}, dependem do tipo
da mistura a ser analisada. Para o caso de uma mistura ndo simples cons-
tituida de fluido viscoso, soélido deformavel e fluido n&do viscoso, su-

pomos que os mesmos dependem das seguintes variaveis:

c =F(pla ps, ©, v1, v2, V3, grad O, grad p,

.grad p3, Bz, grad By, Dy) ,

onde O e a temperatura, B, o tensor de Cauchy-Green a esquerda no soli-
do e D, = [grad v, + (grad v;)T]/Z.

Cam base nestas hipbéteses constitutivas e nas restricdes im-
postas pela desigualdade de Clausius-Duhem, podemos escrever as seguin-

tes equacles linearizadas e desigualdades:

Tyo= (o, 4oy (pimpyp) + 0, (p,70,p) + a0 =0, p)

+0,(070,) + 4, tr p]V+2mn D, © (2.5)
7, = [By + Bi(py=prp) + B,(0,70,5) + B3(p5m05p)
+8,(0°0,)] 1+ 2y, E, , (2.6)
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Ty = [ro + vi(pym010) + ¥, (0,70,5) + v, (py-pyp)
+y,l0-0.0] 1, (2.7)
3 3 g
- - - d 2.
mg - OLZ] Iou grad Py a;l Esa vy \)8 grad 0 , (2.8)
) Joeg = 3 ov=0 (2.9)
o, = = v, =0, .
g=] Po g=1 Bo g2y B
g=-kgrad0 =K V, TK,V, =K, V,, (2.10)
Eaa >0, €,, 533 ~ €13 £31 > 0, (2.1 1)
€x 0, w20, (2.12)

onde pcxl‘? e OR sdo, respectivamente, a densidade do constituinte a num
estado de referéncia e a temperatura no mesmo estado. Sew, € o des-

locamento do sélido definido por:
wy = wWa,t) = X, &,,8) X, , (2.13)

E € definido como a parte simétrica do gradiente do deslocamento, isto

e
E, = [6rad w, + (Grad w) /2 . (2.14)

As equacbes (2.5) a (2.12), podem ser obtidas através d tra-
balho de Bowen?®, se tomarmos o cuidado de combinar os tipos de misturas
ali apresentados, uma vez que este caso ndo & por ele explicitamente
tratado. Por outro lado, mesmo ndo sendo dificil chegar a estes resul-
tados a partir da desigualdade de Clausius-Duhem, ndo os desenvolvere-
mos aqui por serem os calculos muito extensos. Deve-se observar ainda
que a forma linearizada do fluxo de calor apresentada acima ja inclui a

parte linear que ndo é interna.
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3. CONVECGCAO NATURAL ENTRE DOIS PLANOS PARALELOS

0 primeiro caso a ser analisado consiste no escoamento da

mistura en estado estacionario, entre dois planos paralelos mantidos a

temperaturas diferentes. O0s dois planos sdo considerados rigidos, im-
permeaveis, suficientemente longos e estdo localizados en y = L. A
Unica forga de campo externa & a da gravidade, que age segundo -z. Se
(ex,ey,ez) sd0 os vetores unitarios correspondentes a (:c,y,z), entao

adotamos as seguintes solucGes para as equagbes de balanco:

v, =0,y e, v; = u; =0,
w, = w:(y) e, Wy = w; =0, (3.1)
v, =v;(y) e, ' v;=v;=0 ,
0 =0y , P = pa(y,z)

com as condi¢des de contorno:

v;(L) = wZ(L) = v;(L) =0 .
J;(‘L) = w;(-L) = v;(-L) =0, (3.2)

o(-L) =0, , o) =8,

i}

As solucoes (3.1) verificam as equagdes de balanco de massa

de cada constituinte (2.1), se notarmos que podemos escreve-las como:

op
% + grad P » Vg P, divy, =0.
at

Enquanto o primeiro termo da equagdo acima € nulo por estarmos conside-
rando estados estacionarios o segundo também o €, por ser um termo nao
. 1 ~

linear. Consequentemente as equagles de balanco de massa de cada cons-

tituinte podem ser escritas como:
divyv =10,
o
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verificando-se facilmente a observagao acima. Por outro lado, segundo a

mesma aproximagao, escrevemos para a mistura:
divov =10 .
Com base na equagao (2.10), a equagao de balango de energia

para a mistura (2.4), na forma linearizada, em estado estacionario e

seu suprimento de energia interna, reduz-se a (*):

2
- QJ% =0 . . (3.3)
3y

A solucao de (3.3) com as condigbes de contorno é&:

0=0 + Ay , (3.4)

0,40, 92‘@1
e A= —57—

onde: @m = "

Como estamos interessados em misturas linearizadas em estado

estacionario, entao:
v, =w, =0, (3.5)
Segundo as equagdes (2.2), (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), (3.1)

e (3.5), podemos escrever as seguintes equagoes de balango de momento

linear para cada constituinte em estado estacionario:

3 3p 3p 32y}
S S 90 2 _
oy ot on) Gy eyt ) T vl gge, i gpT ey
£ ovle - 03 e -0 e =10
11 2 =2 13 "z z 1 9 = ’
: 305 30g 20 8%w
oy ot ) ey v o) (B v g e e g,
- 521 v; e, - E,3 v; e, " P, g e, = 0, (**% (3.6)

(*) 0 Gnico termo linear de tr(T grad ») € nulo.

(**) Na teoria linearizada podemos identificar Grad w, com grad v, - Vide

Bowen® pag. 100,

634



dp ap
§ § - 30 _
(Y(S + 03(5) (-87 ey + 5 ez) + (’Yu \)3) _3y ey

"o~ w

§=1

- 1 - 3 - —_—
€1 V8, 6330, ¢, ~Pyge, =0,

onde g é a aceleracdo da gravidade.

Segundo 0 eixo y as equagdes (3.6) tomam a forma:

3 ap

§ - 3» .
LR A AR
%( ) 84 (@ -v) 2o 7
8=1 fs * %28 7y v 2 By
3 ap

§
62] 0s * 936) 3 +(Y~—v3)22=0

0 sistema de equacdes diferenciais (3.7) pode ser facilmente
resolvido obtendo-se:
= 308)
Py = T, + £, (=) . (

onde fa(z) € uma funcdo que depende somente de z €:

v o + a o + 0
2 12 3 13
i
= - - o +
Fl A Vo B"' BZ * 50 Ba 023 ?
v.Cy, v, ta Y, tO
3 b -2 32 3 33
+ - +
%y % vl au Rt O3
1
= + voo- +0
F2 A Bx 021 2 Bu B:-x 23 ’
Y +0 vy Yy +*o¢
1 31 3 y 3 33
(3.9
a +0 o +0 v -a
1 11 2 12 1 4
]
= - + +0 . v -
ra A 81 %51 62 22 2 Bu ’
+ O + 0 v =
Y, 31 Yz 32 3 Yq
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1 11 2 12 3 13

A = B +0 B +o0 B +o0
1 21 2 22 3 23

+ 0 + 0 Y + 0
I v 31 T2 32 3 33

Se substituirmos os valores de pa’ dados pela equagdo (3.8),
na equagoes (3.6) (segundo o eixo z) verifica-se que cada uma das trés
equagoes pode ser separdvel, pois uma parte & uma fungao somente de y

enquanto a outra somente de z. Consequentemente, existem trés constan-

tes e,s e, eec, tais que
3 3f s 3%v! ) .
R Par LN
) gxa v; -9 PI o
2
52] (85+026)V§§g tHh et T :;Zz i 521 v; )
“E L v, “gl, 0, (3.10)

: st 1 3 .
621 (rgto35)55 * F397 ¢, = Ea1 P78y V79 T, 0
Para resolver o sistema de equacgbes diferenciais formado pe-
lo lado direito das equagoes (3.10) escrevemos, a partir da equagéo
(3.10)3:
e, + &, v; +gT, 0

. (3.11)
N g33

Se substituirmos a equagéo (3.11) an (3.10),, obtemos a se-

guinte equacdo diferencial

R ,
2?2yl =04y, (3.12)

2 2

3y

onde:
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2 €11 833 " E13 Ea1

ulg33

T

. (3.13)

o]
1]

' Eis '
e, + g0, - T (eg+ g T30, )( » (3.14)

F|-

LI T A (3.15)
w 111 1 Ea3 3 g - )

Verifica-se através das desigualdades (2.11) e (2.12) que

T2 » 0. Portanto, a solucdo da equagdo diferencial (3.12) com as condi-
¢des de contorno dadas por (3.2) é:

Y l 1
plo= L dgeoshty+ psepb 27 (-7 (Qeyy) . (3.16)
2 2 cosh 1 L

Para a determinacdo de v;, basta substituir a equagdo {(3.16)

na equagdo (3.11). A partir das equagbes (3.10),, (3.11) e (3.16) che
gamos a:

azw; My cosh Tyt senh T ¥ ;
= - — * 4 * s 3.17
ay? W, ¢ cosh 1 L v senh r L YRyt y ( )
onde
&,y 1 ‘ €23
O = — +— (¢, +g T, 0) - (¢ + gro) , (3.18)
Y, W, 2 9% m Uy €33 3 T m
Yu T,gh £
Y* =_i+ 2 - 23 T g A. (3.19)
M, U, U &35 3

A solugdo da equagao diferencial

(3.17) com as condigoes de
contorno (3.2) é:

w§='r”2+%’i<y3-ﬁy)+—(y2-L2>- (3.20)

0 lado esquerdo das equagoes (3.10) forma um sistema de e-
quagdes diferenciais, cuja solugdo conduz a equagdes diferenciais de

quarta ordem com coeficientes constantes porém de dominios dificeis de
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identificar. Portanto, os campos de densidade de cada constituinte fi-
cam determinados pelas equacdes (3.8) sendo que as funcles fa(z) devem
verificar o lado esquerdo das equaces (3.10). Qs campos de temperatura,

de velocidade de cada fluido e de deslocamento do sélido ficam comple-

tamente determinados pelas equagdes (3.4) , (3.11), (3.16) e (3.20)

Cs casos particulares de misturas binarias decorrem das e-
quagdes acima. Observamos apenas que, para uma mistura binaria de um
fluido viscoso e um sélido deformavel ndo sujeitos a forgca de campo ex-
terna {(g=0) e isotérmica, as equagbes (3.16) e (3.20) reduzem-se res-

pectivamente a:

H *
1.} cosh % y _
v T g lcoshorr T (3.21)
‘u {e; +¢5)
22wl ol (y?-I? .22
w2 ™ vl o+ ™ (y ), (3.22)
onde:
172
™ = (§,,/u,) . (3.23)
As equagdes (3.21) e (3.22) sdo as mesmas que as de Crochet
e Naghdi®.

4, CONVECCAO NATURAL ENTRE CILINDROS CONCENTRICOS

Analisaremos a seguir 0 escoamento da mistura en estado esta-
cionario entre dois cilindros concéntricos mantidos a temperaturas dife-
rentes. Os cilindros sao rigidos, impermeaveis, suficientemente longos e
com raios ry e »ry (1/*1 < rz). 0 seu eixo € orientado paralelamente ao cam-
po gravitacional, As coordenadas cilindricas (r, ©, z) correspondem aos
vetores unitarios (er, egs ez). Para as equagbes de balango adotamos as

seguintes solugdes:
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wzzw; (r)e, , w;=w5= 0, (B.1)
vz=vi_(r)ez, vj':vé: 0,
0= 0(r) Py = Pulriz)
com as condi¢gdes de contorno:
v (r)) = wilr)) = vi(r) = 0,
v;(rz) = wz(rz) = v;(rz) = 0, (4.2)
olr,) = 0,, o(r,) =6, .

Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido no item 3, constata-
-se que as solugbes (4.1) verificam as equacdes de balanco de massa de

cada constituinte.

A equacdo de balanco de energia para a mistura (2.4) corres-

pondente & equacdo (3.3) é:

Sk (89 '
£ @ -0, (5.3)
cuja solugao para as condigoes de contorno (4.2) é:
O =48%fnr+Q (4.4)
onde:
0 -0 OORmTIr, -0 Rr,
A* = i i e;;:
gn r /v, &n r,/r,

As equagBes de balango de momento linear para cada consti-

tuinte tem a mesma forma das equacdes (3.6) :

639



GESI (a6+016) (;‘&er'*;:_éez)*'(a 'V)ar r+;—l'§?( 2:3) ez
- v; e, -, v; e, ~p ge, =0,
; (B + Oy¢) (;;g e, + ;;Q e,) + (8, -V ) Br e, + ;3 %; (r ;;g) e, -
8=l
-5211);22_&23”;92'929@2:0,
i (Y6+G35) (;éer+2_‘;§ez)+(Y -\))22 P-E“v;-
é=1
- & v;-pagezéo. (4.5)

33

Segundo o eixo I o sistema de equacbes diferenciais pode

resolvido obtendo-se:

py =T.0+ fa(z)

o

onde os coeficientes I‘a sdo dados pelas equagdes (3.9).

Segundo o eixo z existem trés constantes c;‘, c’z* e c’;,

que:

13
3 2
H dw
- _ % _ 2 9 z
LBs+ o gt == 55 o) ~ta v

ser

(4.6)
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o, *

§ _ _ . 1 3 _
(Y6+(736)F+f39-03' galvz Easvzlgl‘se.

3
-1
§=1

(4.7)
A resolugdo do sistema de equagbes diferenciais formado pelo

lado direito das equagbes (4.7) & idéntica & do item 3, pois da equagao
(4.7)3 podemos escrever:
* 1
e3+&,. v, +I,0g
- v = L (4.8)
2 £
33

A substituicdo da equagdo (4.8) na (4.7) | nos leva a:

1
L 2 12,0 2547 4
> - 37 T v, Q+9 &n r (4.9)
onde os coeficientes S-2 e \-l:v ttm a mesma forma dos coeficientes e ¥ ,
definidos pelas equagdes (3.14) e (3.15), bastando trocar e, por c*, o
por @;l‘ e A por A% "

A solugdo da equagao diferencial (4.9) com as condigbes de

contorno (4.2) &:’

! =6 I (tr) +8 K (tr) - L Q+v 2n ) , (4.10)
10 2 0 )
onde Iy(tr) e KO(Tr) sdo, respectivamente, as fungdes modificadas de
Bessel de primeira e segunda espécie e de ordem zero, e:
5 - K0 (Trz)(Q+w n rl) - KD(Trl)(Q-Hp n rz) G
2
T (IO(TPI)KO(TrZ) - I, (tr,)K, (1r)))

Io(Trl)(ﬁ +9 2n r,) - Io(tr,) (@ + § 20 p))
52 = ’ (L‘-lz)
(I, (tr ) K (t2,) - I, (tr,)K,(tr,))

A seguinte equagdo diferencial é obtida através do lado direi-
to da equagao (li.7)2 juntamente com as equagbes (4.8) e (4.10) :
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2
1o k.

u
2 -1
ror * or ° (8, I,(tr) + 6 K,(r)) +

"2
+ Q% + U* 4 7, (4.13)
onde os coeficientes Q% e lIJ* ttm a mesma forma que R* e ¥*, definidos

pelas equagoes (3.18) e (3.19), bastando trocar R por Q, e, Ppor e} Om
por 6%, ¥ por J e A por A*

A solucdo da equacdo diferencial (4.13) com as condicdes de

contorno (4.2) é:

2
n r,/r, | !
- p? 2nr2+r§)l+ ! Jui—(ri an oy -
J n rz/r
D%
- ri Ln rz) +%— [rg nor (80 rp, - 1) -
- r‘f tnr, (80 r, - l):l . (4.14)

Portanto, as equacgbes (4.4), (4.6), (4.8), (4.10) e (4.14), de-
terminam os campos de temperatura, de densidade, de velocidade de cada

fluido e de deslocamento do sélido.

Podemos também analisar o caso de escoamento isotérmico, sem

acdo de forgca de campo externa, de uma mistura binaria constituida de um

fluido viscoso e un sélido deformavel . Se supusermos que a mistura escoa

no interior de un cilindro de raio R e considerarmos que a velocidade é

finita quando r=0, podemos verificar entdo, a partir das equagdo acima,
que:

o*

1 1

v IE —
2 &

[IO(T* r) ]
-1y, (4.15)
Io{t* R)
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SIS | 2 _ p2
wz ™ vz +—m——- (2" R ) (“.]6)

As equagoes (4.15) e (4.16) tém a mesma forma que as de Atkin

e Craine®.
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