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The f i e l d  equa t ions  f o r  a m i x t u r e  o f  a  v i s c o u s  f l u i d ,  a  de- 

fo rmab le  s o l i d  and a non-viscous f l u i d  i s  s t u d i e d ,  based on a l i n e a r i -  

zed t h e o r y  proposed by Bowen. The f i e l d s  o f  d e n s i t y  o f  each c o n s t i t u e n t ,  

temperature,  v e l o c i t y  o f  each f l u i d  and d isp lacement  o f  t h e  s o l  i d  a r e  

determined,  f o r  s teady s t a t e s  f l o w  o f  t h e  m i x t u r e  between two p a r a l l e l  

p lanes and between two c o n c e n t r i c  c y l i n d e r s  which a r e  ma in ta ineda t  d i f -  

f e r e n t  temperatures.  

As equações de campo para uma m i s t u r a  c o n s t i  t u i d a  de f l u i d o  

v i s c o s o , s Õ l i d o d e f o r m â v e l e f l u i d o n ~ o v i s c o s o s ~ o  e s t u d a d a s  com 

base na t e o r i a  1 i near i zada  de  Bowen. Os campos de densidade de  cada 

c o n s t i t u i n t e ,  de  temperatura, de ve loc idade  de cada f l u i d o  e de  d e s l o -  

camento do !só1 ido, são determinados para o caso de escoamento em estado 

e s t a c i o n á r i o  e n t r e  d o i s  p lanos p a r a l e l o s  e e n t r e  d o i s  c i l i n d r o s  concên- 

t r i c o s  mantidos a temperaturas d i f e r e n t e s .  

Normalmente na 1 i teratura*" ,  a  denominação de conuecção na- 
tural  ou Zivre e s t á  associada ao escoamento em estado e s t a c i o n á r i o  de 

um f l u i d o  e n t r e  d o i s  -planos p a r a l e l o s  ou e n t r e  d o i s  c i l i n d r o s  concên- 

* A u x í l i o :  CNPq (L.K.) 

** Vide,  por  exemplo, B i r d  e t  aZ.' e s l a t t e r y 2 .  



t r i c o s ,  mant idos a temperaturas d i .  

v idade.  

O o b j e t i v o  des te  t r a b a l  

f e r e n t e s  e sob a ação da f o r ç a  dagra -  

ho é anal  i s a r  a  convecção n a t u r a l  em 

m i s t u r a s  c o n s t i  t u i d a s  de f l u i d o  v iscoso,  sÕl i d o  deformãvel e  f l u i d o  não 

v i s c o s o  em geometr ias i d ê n t i c a s  às d e s c r i t a s  acima. 

Baseamo-nos na t e o r i a  1 inear i zada  proposta por ~ o w e n ~ ,  supo- 

mos que as ve loc idades  dos f l u i d o s  e o deslocamento do só1 i d o  são pe- 

quenos e, em cada geometr ia ,  determinamos os campos de temperatura, de 

densidade de cada c o n s t i t u i n t e ,  de ve loc idade  de cada f l u i d o  e de  des- 

locamen t o  do só1 i do. 

Mostramos também que a p a r t i c u l a r i z a ç ã o  para o caso de es- 

coamento i sotérmico de f l u i d o  v i s c o s o  e sõ! ido  deformãvel , em que não 

são consideradas as f o r ç a s  de campo externa,  conduzem aos r e s u l t a d o s  de 

Crochet e  ~ a ~ h d i ~  e A t k i n  e Cra ine 5.  

2. EOUAÇ~ES DE CAMPO E EQUAÇ6ES CONSTITUTIVAS 

Para a anál  i s e  da c o n v e c ~ ã o  n a t u r a l  em mis tu ras ,  necess i ta-  

mos das segu i n t e s  equações de campo, vá1 idas para pontos r e g u l a r e s  de 

uma m i s t u r a  sem reação química ( ~ o w e n ~ )  : 

Balanço de Vassa para cada Const i tu inte  

t3alanço de Momento Linear para cada Const i tu inte  

~ o n s e r v a ~ ã o  de Momento Linear para a V i s tura  



Ealanço de Energia para a Vis tura 

p E + d i v  q = t r ( T  grad v )  + PY , (2 .4)  

onde a  indica o c o n s t i t u i n t e  e assume os valores:  1 para o fluido u i s -  

coso; 2 para o sõlido defonnãvel e 3 para o fluido não viscoso. Para 

cada c o n s t i t u i n t e  p é a sua densidade, va a velocidade, ma o sup r i -  a  
mento de momento 1 inear,  T o tensor tensão, ba a fo rça  de campo ex- a 
terna e, para a mistura,  p a densidade, V a velocidade, T o tensor 

tensão, q o f l uxo  de ca lo r  e y o suprimento de energia in terna.  Se - 
f = f ( x , t )  então: a a 

- 
fa = a, fa + (grad f a ) .  va , 

Os termos cons t i  t u t i v o s  C = {Ta,  ma, q ,  E } ,  dependem do t i p o  

da mistura a ser anal isada. Para o caso de uma mistura não simples cons- 

titu;da de f l u i d o  viscoso, só l i do  deformável e f l u i d o  não viscoso, su- 

pomos que os mesmos dependem das seguintes va r i áve i s :  

onde O 6 a temperatura, B, o tensor de Cauchy-Green à esquerda no só1 i - 

do e D, = [grad v l  + (grad v 1 ) q / 2 .  

Com base nestas hipóteses c o n s t i t u t i v a s  e nas res t r i ções  i m-  

postas pela desigualdade de Clausius-Duhem, podemos escrever as seguin- 

tes equações l inear izadas e desigualdades: 



3 3 

- 1 o* grad % - 1 va - v g  grad O , (2.8) 
mg - a= 1 

q = - K grad O - K, v ,  - K, v ,  - K ,  v ,  , (2.10) 

<a,,o> 5 3 3  - 5 1 3  5 3 1  2 O 9 (2.1 1) 

onde p e O são, respectivamente, a densidade do c o n s t i t u i n t e  a num 
CY'R R 

estado de re ferênc ia  e a temperatura no mesmo estado. Se w, è o des- 

Zocmento do só l i do  d e f i n i d o  por: 

E, é d e f i n i d o  como a pa r te  s imét r ica  do grad iente  do deslocamento, i s t o  

e 

As equações (2.5) a (2.121, podem ser ob t idas  através cb t r a -  

balho de 8owen3, se tomarmos o cuidado de combinar os t i p o s  de misturas 

a l  i apresentados, uma vez que este caso não é por e l e  expl i c i  tamente 

t ra tado.  Por o u t r o  lado, mesmo não sendo d i f  i c i  1 chegar a estes resu l -  

tados a p a r t i r  da desigualdade de Clausius-Duhem, não os desenvolvere- 

mos aqui por serem os cã lcu los  mui to extensos. Deve-se observar ainda 

que a forma l inear izada do f l u x o  de c a l o r  apresentada acima jã i n c l u i  a 

pa r te  l inear que não é in terna.  



3. CONVECÇAO NATURAL ENTRE DOIS PLANOS PARALELOS 

O p r i m e i r o  caso a se r  a n a l i s a d o  c o n s i s t e  no escoamento da 

m i s t u r a  em estado e s t a c i o n á r i o ,  e n t r e  d o i s  p lanos p a r a l e l o s  mant idos a 

temperaturas d i f e r e n t e s .  0s d o i s  p lanos são considerados r i g i d o s ,  im- 

permeáveis, s u f i c i e n t e m e n t e  longos e es tão  l o c a l  izados em y = &L. A 

Única f o r ç a  de campo ex te rna  6 . a  da grav idade,  que age segundo -2. Se 

(ex,ey ,e ) são os  v e t o r e s  u n i  t á r i o s  correspondentes a ( X , ~ , Z ) ,  então 
Z 

adotamos as segu in tes  soluções para as equações de  balanço: 

com as condições de contorno:  

v '(L) = wZ(L) = v i ( L )  = o . 
Z 

As soluçÕes (3.1) v e r i f i c a m  as equações de balanço de  massa 

de cada corist  i t u  i n t e  (2.1 ) , se notarmos que podemos escrevê-1 as como: 

- + grad pa . va + pa d i v  va = O . 
a t  

Enquanto o p r i m e i r o  termo da equação acima 6 n u l o  por  estarmos cons ide-  

rando estados e s t a c i o n á r i o s  o segundo também o é, por ser  um termo não 

1 i n e a r .  ~ o n s e ~ Ü e n t e m e n t e  as equações de balanço de massa de cada cons- 

t i t u i n t e  podem ser  e s c r i t a s  como: 





- C , ,  v g e Z -  C 3 3  v i  eZ - p 3  g e Z  = O , 

onde g  é a aceleração da gravidade. 

Segundo o eixo y as equações ( 3 . 6 )  tomam a forma: 

O sistema de equações diferenc 

resolvido obtendo-se: 

ao - =  0 
ai4 

i a i s  (3  .7) pode ser fac 

p, = rao + f , (z )  . 

onde f a ( z )  é uma função que depende somente de z  e: 

v  a 2  + a  
1 2  

v 2  - B,, B2  + a  
2 2 

v  - 
3 Y4 ' 2  

+ a  
3  2 

i lmente 



Se subst i tu i rmos os va lores  de p a' dados pela equação (3.81, 

na equações (3.6) (segundo o e i xo  z )  v e r i f i c a - s e  que cada uma das t r ê s  

equações pode ser separável, po is  uma pa r te  6 uma função somente de y 

enquanto a out ra  somente de z. Consequentemente, existem t r ê s  constan- 

tes c,, c, c ,  t a i s  que: 

Para reso lver  o sistema de equações d i f e r e n c i a i s  formado pe- 

l o  lado d i r e i  t o  das equações (3.10) escrevemos, a p a r t i r  da equação 

(3.1013: 

Se s u b s t i t u i  rmos a equação (3.11) em (3.10) obtemos a se- 

gu i n t e  equação d i fe renc ia l  

onde : 

636 



Ver i f i ca- se  através das desigualdades (2.11) e (2.12) que 

T' 2 O .  Portanto, a solução da equação d i f e r e n c i a l  (3.12) com as condi-  

ções de contorno dadas por (3.2) 6 :  

cosh -r 
v; 

senh -c - - ( Q + J ~ ~ )  . (3.16) ' cosh -c 
+ senh T ! 1 l2 

Para a determinação de v 3  basta s u b s t i t u i r  a equação (3.16) 
2' 

na equação (3.11). A p a r t i r  das equações (3.10)2, (3.11) e (3.16) che: 

gamos a: 
, , 

s e n h T  +n*+,J,*y, (3.17) 
ay2 

+ 

senh r t 1 
onde 

A solução da equação d i f e renc ia l  (3.17) com as condições de 

contorno (3.2) é: 

O lado esquerdo das equações (3.10) forma um sistema de e- 

quações d i f e renc ia  i s, cu ja  solução conduz a equações d i f e r  enc i a i s de 

quarta ordem com coe f i c i en tes  constantes porém de domínios d i f í c e i s  de 



i d e n t i f i c a r .  Portanto,  os campos de densidade de cada c o n s t i t u i n t e  f i -  

cam determinados pelas equações (3.8) sendo que as funções t a ( ~ )  devem 

v e r i f i c a r  o lado esquerdo das equações (3.1 0) .  Os campos de temperatura, 

de velocidade de cada f l u i d o  e de deslocamento do s ó l i d o  ficam comple- 

tamen te  determinados pelas equações (3.4) , (3.1 1 ) , (3.16) e (3.20) 

Os casos p a r t i c u l a r e s  de misturas b iná r i as  decorrem das e- 

quações acima. Observamos apenas que, para uma mis tura  b i n á r i a  de um 

f l u i d o  v iscoso e um só1 ido deformável não su je i  tos  -a fo rça  de campo ex- 

terna (g=O) e isotêrmica, as equações (3.16) e (3.20) reduzem-se res-  

pectivamente a: 

onde : 

As equações (3.21) e (3.22) são as mesmas que as de Crochet 

e ~ a ~ h d i ~ .  

Ana1 isaremos a seguir o escoamento da mis tura  em estado esta-  

c i o n á r i o  en t re  do i s  c i l i n d r o s  concêntr icos mantidos a temperaturas d i f e -  

rentes.  Os c i l i n d r o s  são r í g idos ,  impermeáveis, suficientemente longos e 

com r a i o s  ri e r2 ( r l  < r 2 ) .  O seu e i xo  é or ien tado paralelamente aocam- 

po grav i  tac iona l  . As coordenadas c i  l indr  icas (r, O, z )  correspondem aos 

vetores u n i t á r i o s  (ep, e @ ,  e Z ) .  Para as equações de balanço adotamos as 

seguintes soluções: 



W ,  = w2 ( r )  e Z  , w ; = w i =  O ,  
Z 

v  = v i  ( r )  e Z ,  ,,3 = v; = z r o ,  

com as condições de contorno: 

@ ( r , )  = O , ,  @ ( r , )  = 0 ,  . 

Seguindo s mesmo r a c i o c i n i o  desenvolvido no i tem 3 ,  constata-  

-se que as soluções (4.1) v e r i f i c a m  as equações de balanço de massa de 

cada c o n s t i t u i n t e .  

A equação de balanço de energia para a mis tura  ( 2 . 4 )  cor res-  

pondente è equação ( 3 . 3 )  é: 

cu ja  s o l u ~ ã o  para as condições de contorno ( 4 . 2 )  E :  

onde : 

O, - O, O, Rn r ,  - O, Rn r ,  
A* = e O* = m 

Iln r 2 h I  Iln p Z / p l  

As equações de balanço de momento 1 inear para cada c o n s t i -  

t u i n t e  tem a mesma forma das equações (3.6) : 



Segundo o e ixo  r o sistema de equações d i f e r e n c i a i s  pode ser 

reso lv ido  obtendo-se: 

P, = r 2  + f,W , 

onde os c o e f i c i e n t e s  ra são dados pelas equações (3 .9) .  

Segundo o e ixo  z existem t r ê s  constantes c:, c2 e c:, t a i s  

que: 



A resolução do sistema de equações d i f e r e n c i a i s  formado pe lo  

lado d i r e i  to  das equações (4.7) 6 i dên t i ca  2 do item 3, po is  da equação 

(4.7) podemos escrever : 3 

A subs t i t u i ção  da equação (4.8) na (4.7) nos leva a: 

- - 
onde os coe f i c i en tes  R e $ têm a mesma forma dos coe f i c i en tes  R e $ , 
def in idos  pelas equações (3,14) e (3.15), bastando t rocar  ca por c:, Orn 
por O* e A por A*. 

rn 

A solução da equação d i f e renc ia l  (4.9) com as condições de 

contorno (4.2) 6 : '  

onde I. ( v )  e K o  ( V )  são, respectivamente, as funções mod i f i cada  s de 

Bessel de pr imei ra  e segunda espécie e de ordem zero, e: 

A seguinte equação d i f e r e n c i a l  é ob t ida  através do lado d i r e i -  

t o  da equaçao (4.712 juntamente com as equações (4.8) e (4.10) : 



i a aw; v, -- (r- ) = - -c2 - I o ( - r r )  + 6, Ko( -c r ) )  + r a r  ar, 
" 2  

onde os coe f i c i en tes  R* e $* têm a mesma forma que R* e $*, de f i n idos  

pelas equagões (3.18) e (3.19), bastando t roca r  R por 6, ea por e*, a m 
por O*,  $ por $ e A por A*. 

m 

A solução da equação d i f e r e n c i a l  (4.13) com as condições de 

contorno (4.2) é: 

Portanto, as equações (4.41, (4.6), (4.8), (4.10) e (4.14), de- 

terminam os campos de temperatura, de densidade, de velocidade de cada 

f l u i d o  e de deslocamento do só l ido .  

Podemos também anal i sa r  o caso de escoamento isotérmico,  sem 

ação de fo rça  de campo externa, de uma mis tura  b i n á r i a  const t tu fda  de um 

f l u i d o  v iscoso e um sõl  ido deformável . Se supusermos que a m i  s tu ra  escoa 

no i n t e r i o r  de um c i l i n d r o  de r a i o  R e considerarmos que a velocidade 6 

f i n i  t a  quando r=O, podemos v e r i f i c a r  então, a p a r t i r  das equação acima, 

que : 



A s  equações (4.15) e (4.16) têm a mesma forma que as de A t k i n  

e c ra ines .  
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