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The propagation of a homothermal acceleration wave for a trans-
versely isotropic binary mixture of an elastic solid and a non-viscous
fluid is analysed. The velocities of propagat:»n of the acceleration
waves, for the case of an isotropic mixture is recovered, by making as-

sumption that the mixture has no preferred axis of transversal isotro-

pY.

Estuda-se a propagacdo de ondas de aceleragdo homotérmicas en
misturas binéarias transversalmente isotrépicas, constituidas'de un so-
lido deformavel e um fluido ndo viscoso. As velocidades de propagagio
das ondas de aceleragdo, para o caso de misturas isotropicas sdo reto-
madas, ao supormos que nao existe mais un eixo preferencial de isotro-

pia transversal.

1. INTRODUGAO

1 . . .
Bowen™ fez um estudo sobre a Teoria de Misturas e, através da

teoria das superficies singulares?, analisou a propagagdo de ondas de

* Auxilios: FINEP e CEPG/UFRJ (I-S.L.)
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aceleracdo em misturas binarias isotrépicas de un sé6lido deformavel e

un fluido ndo viscoso.

0 objetivo deste trabalho €& estudar a propagacgdo de ondas de
aceleracdo homotérmicas en misturas ndo simples transversalmente isotro-
picas com 0os mesmos constituintes considerados na ref.l.

A justificativa da analise deste tipo de mistura fundamenta-se
na observacdo de Biot®, de que esta simetria & usualmente encontrada em

formacbes rochosas naturais e solos.

Verifica-se que as velocidades de propagacdo das ondas de ace-
leracdo& ref.l sdo retomadas quando supomos que ndo existe mais eixo de

isotropia transversal.

Notagac: 1 € o tensor unitério e AT 0 transposto de A. 0 produto tenso-
rial de dois vetores € o tensor definido por: (a8 ») e=a (b.c), para
todo vetor c. Denotaremos por sim{a ® b) = (a®b +b & a)/2 e
ants (e ® D) = a®b - a@b)/2.

2. EQUACOES DE BALANGO

As leis basicas para cada constituinte de uma mistura sem rea-

¢do quimica sdo dadas, segundo Bowen', através de

Balango de Massa

o+ i = 2.1
by T Py div v 0, (2.1)

Balango de Momento Linear

Py Vo = div Ta +my + Py fa , (2.2)

Balanco de Momento Angular
1, =1 -1 |, (2.3)

o
Balango de. Enengia

Py &y *+ div h = tr(T; grad v ) + by *+ Py Yoo (2.4)

544



Crescimento de Enthopia para a Mistura
2 .
ag‘ (p, B+ div (r/8) = (o, Y, )/68) 4 O (2.5)

onde o indice a representa o constituinte e assume os valores 1 para o0
constituinte fluido e 2 para o sélido. Para cada constituintepa € a
sua densidade; V. a velocidade; Ta o0 tensor tenséao; ma 0 suprimento de

a

momento linear; fa a forga de campo externo; M_, o suprimento de momento

a

angular; a energia interna: ha o fluxo de calor; ¢a 0 suprimento de

E
a
energia; Yq O suprimento de calor e ng a entropia. Se fa = f (x,t) é
uma funcao diferenciavel, a derivada material de fa, seguindo o cons~

tituinte o, é dada por:

£, =9, fix + (grad £, ) v, . (2.6)

Supomos que os constituintes fluido e sélido estdo a uma mesma tempe-

ratura 8.
Representamos, respectivamente, a conservacdo de momento 1i-
near, momento angular e energia total de mistura, através de:
2 -
I my=0, ] M =0,

(2.7)

aél (¢a+mu'uu) = 0,

onde U, denominada de velocidade de difusdo, & definida por:

Uy, =V, TV,
2

v o= ) (pd/p) v, = velocidade da mistura,
a=1
2

p = Z pcc = densidade da mistura.
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3. EQUACOES CONSTITUTIVAS

A analise de uma mistura ndo simples de un fluido ndo viscoso

com un s6lido deformavel baseia-se na hipétese de que os termos cons-
titutivos:

Imys Ty €0 Bys 0y > 1} s

sdo fungoes de:

{0,, 8, g, a2, b, F, F}

onde F é o gradiente de deformagédo do sélido; g =grad 6 ; a =Vv,-V,;
b= grad p, ; F = grad F.

A desigualdade entrépica (2.5) nos fornece, com base nas hi-
poteses acima, restrigdes aas termos constitutivos. Aseguir, trans-

crevemos apenas as que Sd0 mais importantes ao nosso estudo*:

¢I=‘~PI (01, 9, F) s
WO = lpa(p'l’ 9, F) = (wa)a=0 y O = ]; 2 ’
7= s0 @ 0)@a,

T, = (0, (@) 40 (¥ )) Fl x0 (3, ¥)ea,

=0,
HO
0 1 0y 0
= e - . .]
m 5. grad p -0 (grad 1P1) (3.1)
onde o indice ® representa o valor da fungdo no equilibrio, isto &,

quando g = a = 0, e:
Y. =¢_-8n_ = energia livre do constituinte a ,

a a [+

b, - azl (p,/p) wa = energia livre da mistura,

* As equacgbes estdo escritas na forma da ref.4.
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4. EQUACOES LINEARIZADAS

Gan base na teoria linear, determina-se, a seguir, os tenso~

res de tensdo de cada componente.

Podemos escrever :

F=1+H, (B.1)

onde, segundo Truesdell et al.® H é o gradiente de desfocamento e:
E=@+8)2,8=@-8)2, (4.2)

sdo respectivamente, o tensor deformacdo infinitesimal e o tenson de
notacdo Linginitesimal.

Supomos, a partir deste ponto, que as quantidades Igl; Ia_l 3

b ; H | sdo de ordem E, a qual & suficientemente pequena.

Estamos interessados an estudar uma mistura transversalmente

isotrépica, onde o grupo de simetria G é definido por:
G={¢ €0 ;¢ =2p},

isto é, sdo tipos de materiais simétricos em relagdo a rotagdes emtor-
no de un eixo, caracterizado por um vetor unitario p, e também a in-

versao de eixo.

£ facit.verificar, atravésdas equagoes (3.])4 e (4.11, que
a determinagdo dos tensores de tensao para uma teoria linearizada ba-
seia-se na representacdo quadrética das energias livres de cada cons=~

tituinte.
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Por outro lado, a energia livre  é uma funcéo de:
a

wa =1Pa(pl;9,g,a,b,H',JF) >

onde wa € um funcdo transversalmente isotrépica (com relagdo ao gru-

po G). Segundo Liu ®, se definirmos:

wa =1Pa(p, Dl,e y g Q> b) H;F))

entao U—’a € uma funcdo isotrépica e além disso @a € uma fungao par em
p. Com base an Liu® e nas restricdes dadas pela equagio (3.1)2 obtemos:

By =¥y + V2(tr B) + V2 (0.F p)
+ 04 (e B)? 4 3 (tr B) (p.E p)
+ ¥ (a.p) (@.p) + ¥ (tr B%)
+ V(0.5 p) (p.Ep) + V2 (p.E%)
* 4, (@D + 9 a.g) + ¥ *(a.a)
+ 9 @.p)lg.p) +¥,"(@.p)(b.p)
+ 9% (er BY) + Y (0 R) + )7 (E p.R p)

+ T (F, a, p, p,, 8) + 0(°) , (4.3)

l’

onde w(i,..., IP01C7(0 = 1;2) s&o funcdes escalares da #,, 8; I‘a é de or-
dem €2, linear enTF e tal que (I"OL)a___0 = 0.

Segundo (3.1)], certos coeficientes wg(d = 6310311312;13;14 )
devem ainda satisfazer a:

o, W2+ p, v =0 (4.4)

A partir das equagbes (4.3) e (4.4) podemos escrever as equa-

¢O€S (3.])3,1‘ como:
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onde:

+

+

- 1%
1

H21+81(p@p)+821§+63(z7@7-77p)

B, (p ® R p) + B, R+ Bs(i'p;@p)

8,(Bp@p),

(0,03+0,¥3) + 2(p,¥3+0,03) (tr E)
(P05 + p,¥3) (p.E p) .

(0,03 + p,03) + (0¥ + 0,05) (tr E)
2(p,¥% + p¥3) (.E P) ,

200,07 + 0,0]) + (0,93 + p,u2)
(Py¥3 + p,¥3) + (P07 + 0,0.7) / 2
(0,¥] + p,¥3) ,

(0,77 + 0,037)/2 + (018 + p,y2®
(P U2 + 0, ¥3) ,

“2(p % + 0,¥,°) - (092 +py2) ,

(P, 05 + 0, ¥3) - (o017 + 0,0)7) / 2,

(oW1 + 00,7072 = (0, ;° + 0,03°) .

(4.5)

Como, para 0s nossos propésitos, ndo nos interessam as formas

17 arizadag de m e h, ndo as iremos desenvolver. Escrevemos apenas

m=m"+ 8,

(4.6)
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onde R = E(pl, 8, g, a b, F,F) étal que 8° =0, satisfazendo, as-

sim, a equacio (3.1)6.

5. CONDICOES DE PROPAGACAO

Gs conceitos sobre superficies singulares e ondas, emprega-

das nesta secao, podem ser encontradas no capitulo C de Truesdell etal?

Se [W] =v - y* , denotar o salto da quantidade ¥ através
de uma superficie orientdvel J com normal unitaria n, dizemos que J
¢ uma onda graca en relagdo a ¢ se [111] = 0, porém € singular aos sal-

tos das derivadas de +.

Ura onda de aceferacdao homotermica sera definida através de:

g = By -

gl

Fl=[g=0= 0, (5.1)

sendo que as derivadas de Py» vV eF podem sofrer descontinuidades de

(*)

, *
salto através de J .

Para o caso an que EP] = 0, a condi¢cdo de compatibilidade ci-

nematica (**) nos fornece que:
[ll.{] = -v [grad ¥]n , (5.2)

onde v € a velocidade intrinseca da onda, normal a superficie.

i~ + t
; V_Ia_mos supor que a onda se propaga em regioes onde v<x=0’ P,=Pys
F =1 e =0 , isto é, regides que inicialmente estdo en repouso, com o
fluido na configuragdo de referéncia, o sé6lido na configuracdo ndo dis-

torcida e a temperatura constante.

Nestas condigbes, se, tomarmos 0 salto da equagdo (2.6) oObte-

(*) Para o nosso estudo ndo nos interessam os saltos das derivadas de
Oeaqg.

(**)Vide Ref.2. § 180.
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P = By 70 (5.3)

Se s, denotar o vetor ampiitude de acel eragdo associ ado ao
constituinte a, isto é,

By = s, » (5.4)

¢ féacil verificar através das equagdes (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) e do
salto da equagdo (2.1) que:

[grad v,] = ~(s, @ m)/v
o +
] =0, (s, . M/,
(grad o ] = 'D+ (g .n) n/v? (5.5)
8 o, o *

Gom base na5 equagdes (5. 1), (5.2) e (5.5) 1 emno seguinte re-
sultado que pode ser obtido da definicédo de Fy:

Bo=(grad v,) Fy

encontra-se que:

[Bt B =-(s, @n)/v,

[grad 7] = (s, @ n @ n)/ V2 . (5.6)

6. AS VELOCIDADES DE PROPAGAGAO DAS ONDAS
DE ACELERACAO

Se tomarnos o sal to das equagBes de bal anco, de nonento 1Vinear
(2.2) obtemos:

[0y 9,0 = [div e + ("] + (2] + [, £u] 5

[e, 7,]

[div Tz:l -1 -]+ D, £, - | (6.1)
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Por outro lado, é fé&cil verificar que o salto de R € nulo

pois pela equacao (4.7) e pelas hip6teses do item 5 tem-se que:

8 =0 H l-a_i = [g
Consequentemente:

R=%G,0,a,g,b, F,F )

-t ot df g b, B R ) =0 (6.2)
1
Considerando-se que:
:f]: = ?:fZ-l =0 ?
e substituindo-se as equagdes (3.1), (4.6), (5.1), (5.4), (5.5),(5.6),
(6.2) nas equagdes (6.1), apds certas manipulagdes algébricas, chega
-se a:
p1+ v? s =£, (e .nn+ (s, nn
+ gs(sz.p) cos G n,
Yvs, =g (s n)nt Els,n)
p, V7 5, Ek s.min+ Els,.nin
+ gs( sz.p) cos On+ g, 8, * & cos 2p 8
+ gg(sl.n) cos Op + g_”(sz-n) €os @ p
+ ‘én(sz~p)p+ g,,(s,p) cos?op ) (6.3)
onde: (n.p) = cos O e se g = tr Eert= p.z;} p
entao:
+
g, = {s>'§(ap1 u) ¥
+
£, = '{DI(BO u)}
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+
gg = '{DI(BT ul)} ’
+
£, = -{pl(i)pl n) - H‘l’ + pf(aplw‘:)} ,
X +
£ = {30 m,+ pl(a0 w‘:) + 32/2 - 65/2} ,
= 0 2 - g/27,
£ 3, m+ pl(BT “’1) + ee/ 57/ ¥
£ = {g/2+8/2),
2 5
£ = {8/2+8/2) ,
6 7
+
E = _{Ql(apl Bl)} ’
) +
g = {Bd 61 + 63/2 + B“/z} s

gr2-8/23",
3 u

gy
0

+
(s, 81} .

aat
]

As seguintes relagdes:

sdo validas, pois podemos escrever

M, = d,(e0) + 0, ¥, ,
By =23 (0 V),
consequentemente
N
= -lo, (0, m)Y =g,
£, = {0, (3, T,) - 1y + 2 (0 ¥7) 1
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#

-{plapl(ao(p V) +o, b)) -+

+

N + .
p? (%wa)} = -{pl(ao'ul) - 1)+ pf(apllbg) +
#1010, (3 93" = =T (B YT - £,

pois: ¥

_ : 0 _ 2 .o +
= Bpl(o v) el = {ol(aplwl) + ploz(%lwz)} .

A determinacdo das velbcidades de propagacéo \)2, através das
equacbes (6.3), para o caso an que n e p tm orientagdes quaisquer, é

complicada. Iremos, portanto, analisar somente os casos onde podemos

determinar as velocidades explicitamente.

6.1. Direcao de Propagag¢8o Perpendicular ao Eixo de Isotropia
Transversal

Neste caso, as equagfes (6.3) reduzem-se a:
+ 2 =
o vis =& (s, mn+& (s.n)n,
1 Lot 2 2
of Vw2 g, = £ (s .n)n +€ (s .m)n
2 2 2 1 5 2
. . 6.4
+E sz+£11(s2 plp (6.4)

1

Adotando-se a notacdo de Bowen®, as seguintes equacgbes podem

ser obtidas de (6.4), através do produto interno comn e p:
@-vims=0, (6.5)

onde (*):

(*) 0 sistema de coordenadas adotado é Cartesiano com coordenadas x; (z=
=1,2,3J, onde o vetor unitdrio p coincide e direcdo com o eixo X,.
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0
&
¢ = |8 & +§ 0 ;
2 5 7
L? 0 57 + £
“_J
o 0 0 s - n]
1
+ -
M= |0 p2 0 y 8= 8.1
+
[0 0 0, ls,. P
Por outro lado, fazendo-se o produto vetorial das equacles

(6.4) com n temos:

+ 2
ve s, xn=20
01 1 s

+ 2 ‘_
e,V szxn—€7 szxn+£11(sz.p)pxn . (6.6)

As velocidades de propagacédo v? s3o obtidas igualando-se a ze-
ro o determinante da matriz dos coeficientes da equagao (6.5).

2
1

. +
v A(Ev7 + €“) /b,

+
0, ol 0> N PY Py
(et g, E, £, +¢&, &) bl
2\);= e - m -+
6,0 6, e PP

(6.7)

Se substituirmos a equagéo (6.7)l na equacéo (6.6)2 e supuser-

mos que <11 # 0 temos:

8, xn=1{(s.p)pxn,
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portanto s, é paralelo a p e, além disso, é facil verificar (vide
(6.4) ]) que s, = 0. Sendo assim, a onda com velocidade \)f € segundo o

eixo de isotropia transversal e se propaga no sélido.

Para outras duas velocidades, segundo a equagio (6.‘6)2, veri-
fica-se que (s,.p) = 0, consequentemente, com base na equagao (6.6)2,
(s, x n) =0. Como (s; x n) = 0, estas duas Gltimas ondas s&o longitu-

dinais tanto para o solido como para o fluido.

6.2. Direcao de Propagacéo paralelaao Eixo
de Isotropia Transversal

Seguindo-se o mesmo raciocinio que o do item 6.1., temos:
p;" Vig, = &, (sp.m)m + (&, + &) (s,
pF Vs, = (B, + E3)(s1.m)n + (E; + Eg) sy

+ (Es +&+ &1 + &1y + E,) (s,

G -VvMes =0,
D-;- Ve, xn =10,
(03 V2 - (E; +E9))e, xn =0, (6.8)
onde:
r ‘ a
£, B+ &, |
Q = l B
L& + &y A J
‘DT 0 | 8,.n
M = , 8 =
’ 0 p+ 8,1

=
]

E +& +& +& +& +& +¢&
5 8 7 8 10

11 12
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Neste caso existem trés tipos de onda:

i) transversal apenas no sélido

(6.9)
V2o (E +E) /o,
1 7 a 2
ii) longitudinais no sé6lido e no fluido
+ 4A
+ hA (6.10)
onde:
£, + Ea]z
A = T
Py

E facil verificar que, se a mistura for isotrépica:

=B =8, =8, =&, =8§,= 0,

e as equacoes (6.8), (6.9) e (6.10) reduzem-se as do item 2.10 de Bowenl
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