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The propagation o f  a  homothermal acce!z*-at ion wave for  a  t rans-  

verse ly  i s o t r o p i c  b inary  mix ture  o f  an e l a s t i c  s o l i d  and a  non-viscous 

f l u i d  i s  analysed. The v e l o c i t i e s  o f  p ropaga t 'w  o f  the acce lera t ion  

waves, f o r  the case o f  an i s o t r o p i c  mix ture  i s  recovered, by making as- 

sumption tha t  the mix ture  has no pre fer red a x i s  o f  t ransversal  i s o t r o -  

PY 

Estuda-se a  propagação de ondas de aceleração homotérmicas em 

misturas b iná r i as  transversalmente iso t róp icas ,  cons t i t u ídas 'de  um sõ- 

1 ido deformãvel e  um f l u i d o  não viscoso. As velocidades de propagação 

das ondas de aceleração, para o  caso de misturas iso t róp icas  são r e t o -  

madas, ao supormos que não e x i s t e  mais um e i xo  p re fe renc ia l  de i s o t r o -  

p ia  t ransversal .  

130wen1 fez  um estudo sobre a  Teoria de Misturas e, através da 

teo r i a  das super f íc ies  s ingulares2,  anal isou a  propagação de ondas de 

* Auxí l ios :  FINEP e  CEPG/UFRJ ( I- S.L . )  



aceleração em misturas b iná r i as  i so t róp i cas  de um s ó l i d o  deformáve l  e 

um f l u i d o  não viscoso. 

O o b j e t i v o  deste t raba lho 6 estudar a propagação de ondas de 

aceleração homotérm icas em misturas não s impl es transversalmente iso t ró-  

p icas  com os mesmos c o n s t i t u i n t e s  considerados na re f .1 .  

A j u s t i f i c a t i v a  da aná l i se  deste t i p o  de mistura fundamenta-se 

na observação de 6 i o t 3 ,  de que esta s ime t r i a  é usualmente encontrada em 

formações rochosas na tu ra i s  e solos. 

Ve r i f i ca- se  que as velocidades de propagação das ondas de ace- 

leração& re f . l  são retomadas quando supomos que não e x i s t e  mais e i xo  de 

i so t rop ia  t ransversa l .  

No;tação: 1 é o tensor un i  t ã r i o  e o t ransppsto de A .  O produto tenso- 

r i a 1  de do is  vetores é o tensor d e f i n i d o  por: (a 8 b )  c% (b.c), para 

todo ve tor  c. Denotaremos por s im(a 6P b )  = (a 6P b + b 8 a)/2 e 

ants (a @ b) = (a @ b - a @ b)/2. 

2. EQUAÇOES DE BALANÇO 

As l e i s  básicas para cada c o n s t i t u i n t e  de uma mistura sem rea- 

ção química são dadas, segundo 6owen1, através de 

Baeanço de M a n a  

e,  + p, d i v  V,  = O , 

Balanço de Momento l i n e m  

p,Ü,=divTa+m,+Paf,, 

Balanço de Motriento Angdan 

. ,=Ta-$  , 

Balanço de. Ene@pi.a 

p È + d i v  h, = t r ( <  grad va) + ma + P, Ya, a a 



2 (p i + d i v  (ha /@)  - (P, ya)/e) 4 0 
a= 1 a  a 

onde o índ i ce  a  representa o const i tu i ,n te  e assume os va lores  1 para o 

c o n s t i t u i n t e  f l u i d o  e 2  para o só l ido .  Para cada c o n s t i t u i n t e p  6 a a 
sua densidade; v a velocidade; T o tensor tensão; m o suprimento de a  a a 
momento l i nea r ;  fa a fo rça  de campo externo; H o suprimento de momento a  
angular; E a energia interna:  h  o f l u x o  de ca lo r ;  I$ o suprimento de a  a  a  
energia; y o suprimento de c a l o r  e q a ent rop ia .  Se I, = 7 (s, t )  ê a  a 
uma funçao d i fe renc iáve l .  a derivada mater ia l  de f, seguindo o cons- a  
t i t u i n t e  4 é dada por: 

Supomos que os c o n s t i t u i n t e s  f l u i d o  e só1 ido estão a uma mesma tempe- 

r a t u r a  8 .  

Representamos, respectivamente, a conservação de momento l i - 
near, momento angular e energia t o t a l  de mistura,  através de: 

onde ua , denominada de velocidade de di fusão,  é de f i n ida  por: 

- U a - v a  - v  , 

2 

V = 1 ba/d V = velocidade da mistura,  a a=1 

p = p, = densidade da mistura.  
a=l 



3. EQUAÇ~ES CONSTITUTIVAS 

A anâl i s e  de uma mis tura  não simples de um f l u i d o  não viscoso 

com um só l i do  deformável baseia-se na hipótese de que os termos cons- 

t.i t u t i v o s :  

são funções de: 

{P,, 0, g, a, b, F ,  

onde F é o gradiente de deformação do só1 ido; g = grad 0 ; a = V , - V , ;  

b = grad pl ; F = grad F. 

A desigualdade entrõpica (2.5) nos fornece, com base nas h i -  

põtesesacima, r e s t r i ~ õ e s a o s  termos c o n s t i t u t i v o s .  A s e g u i r ,  t rans-  

crevemos apenas as que são mais importantes ao nosso estudo*: . . 

onde o índ i ce  O representa o v a l o r  da função no e q u i l í b r i o ,  i s t o  é, 

quando g = a = O,  e: 

$ = E - e na = energia l i v r e  do c o n s t i t u i n t e  a , a a 
2 

JI = 1 (P,/P) $, = energia 1 i v r e  da mistura,  
a= 1 

* As equações estão e s c r i t a s  na forma da ref .4.  



4. EOUAÇOES LINEARIZADAS 

Com base na t e o r i a  l i n e a r ,  determina-se, a seguir ,  os tenso- 

res de tensão de cada componente. 

Podemos escrever : 

F = I + H ,  (4.1) 

onde, segundo Truesdel l e t  aZ. H é o gJzadiente de dedlocamento e: 

são respectivamente, o . t ~ o i r  dedomação in~hi tdmónae  e O Z W O ~  de 

tro&lção . í n d W e s h a e .  

Supomos, a p a r t i r  deste ponto, que as quantidades ]gl ; Ia1 a; 

b ; H 1 são de ordem E, a qual é suficientemente pequena. 

Estamos interessados em estudar uma mistura transversalmente 

iso t róp ica ,  onde o grupo de s imet r ia  G é d e f i n i d o  por: 

i s t o  é, são t i p o s  de mater ia is  s imét r icos  em relação a rotações emtor- 

no de um eixo,  caracter izado por um ve to r  u n i t á r i o  p ,  e também a i n -  

versão de eixo.  

E f á c i l = v e r i f i c a r ,  a t r a v é s d a s  equações ( 3 . 1 ) 4 e  (4.11, que 

a determinação dos tensores de tensão para uma t e o r i a  1 inearizada ba- 

seia-se na representação quadrãt ica das energias l i v r e s  de cada cons- 

t i  t u i n t e .  



Por o u t r o  lado, a energia l i v r e  $ é uma função de: 
a 

onde $ é uma função transversalmente i so t róp i ca  (com relação ao gru-  
a 

po G) . Segundo L i  u 6, se d e f i n i  rmos: 

então $ é uma função i so t róp i ca  e além d isso 6 é uma função par em a a 
p. Cm base em ~ i u '  e nas r e s t r  içÕes dadas pela equação (3.1 ) 2  obtemos: 

$a = c + +"tr Ê) + +:@.E p )  

+ @ Y ( t r  f12 + $ i ( t r  Ê) (p.E p )  

+ +a(a.p) (a.p) + + i ( t r  Ê2) 

17 onde +a,. . . , yg (o = 1 ;2) são funções escalares da p, , 8; ra é de o r -  

dem E ~ ,  l i near em li? e ta  1 que (ra)a=O = 0 .  

o Segundo (3 .1 ) ] ,  cer tos  coe f i c i en tes  = 6;10;11;12;13;14 ) 

devem ainda sa t i s faze r  a: 

A p a r t i r  das equações (4.3) e (4.4) podemos escrever as equa- 

qões (3 .1  ) como : 
3,4 



Como, para os nossos propósitos, não nos interessam as formas 

1 :  ar izadaç de rn e h ,  não as iremos desenvolver. Escrevemos apenas: 



- 
onde R = Il(p,, 0 ,  g, a, b, F, F ) é t a l  que R0 = 0, satisfazendo, as- 

sim, a equação (3.1)6. 

5. CONDIÇ6ES DE PROPAGAÇAO 

Os concei tos sobre super f íc ies  s ingulares e ondas, emprega- 

das nesta seção, podem ser encontradas no c a p í t u l o  C de Truesdeli e t  a L 2  

Se [+I = +- - +' , denotar o sal  t o  da quantidade + através 

de uma superf i c i e  o r i en tãve l  J com normal u n i t á r i a  n, dizemos que J 
é uma onda @ ~ c a  em relação a + se [@ = o., porém é s ingu lar  aos sa l -  

tos das derivadas de +. 
Uma onda de a c ~ ~ ç ã o  homatihrúca será de f i n ida  através de: 

sendo que as derivadas de Pa, V, e F podem so f re r  descontinuidades de 
(* sal t o  através de J . 

Para o caso em que p] = O, a condição de compat i b i  1 idade c i - 
nemática (**) nos fornece que: 

onde v é a velocidade in t r ínseca da onda, normal à supe r f í c i e .  

+ + 
Vamos supor que a onda se propaga em reg iÕes onde Va=O, PI=PI, 

+ + F =1 e 0 4  , i s t o  é, regiões que i n i c i a lmen te  estão em repouso, com o 

f l u i d o  na configuração de re ferênc ia ,  o só1 ido  na conf iguração não d is -  

t o r c ida  e a temperatura constante. 

Nestas condições, se, tomarmos o sal t o  da equação (2.6) obte- 

mos : 

(*) Para o nosso estudo não nos interessam os sa l t os  das derivadas de 
O e g. 

(**)Vide Ref.2.5 1 8 0 .  



Se sa denotar o vetor ampi i tude de aceleração associado ao 

constituinte a, isto é, 

é fácil verificar através das equações ( 5 . l ) ,  ( 5 . 2 ) ,  (5.3), (5.4) e do 

sa 1 to da equação (2.1 ) que : 

[grad vJ = - ( %  @ n)/v , 

+ ba] = P, ($ . d / v ,  

+ 
brad pa, = -oa (%.n) n/v2. (5.5) 

Com base na5 equações (5. I), (5.2) e (5.5) e no seguinte re- 1 
sultado que pode ser obtido da definição de Fa: 

F = (grad va) Fa , a 

encontra-se que: 

[a, F] = -(s2 B n)/v , 

[grad 4 = (s, g n 8 R ) /  v2 . 

6. AS VELOCIDADES DE PROPAGAÇAO DAS ONDAS 
DE ACELERAÇAO 

Se tomarmos o sal to das equações de balanço, de momento 1 inear 

(2.2) obtemos: 



Por ou t ro  lado, é fác i l  v e r i f i c a r  que o s a l t o  de R 6 nu lo  

po is  pela equação ( 4 . 7 )  e pelas hipóteses do i tem 5  tem-se que: 

consequentemen te :  

h _ - - -  

[R] = e ( p , ,  O ,  a ,  g ,  b-, F - , ] F -  1 

- R(,:, o+, a+, ,+, b+, F+, B+ ) = O 

Considerando-se que: 

e subst i tu indo-se as equações ( 3 . 1 1 6 ,  ( 4 . 6 1 ,  ( 5 . 1 ) ,  ( 5 . 4 ) ,  ( 5 . 5 ) , ( 5 . 6 ) ,  

(6.2) nas equações ( 6 .  I ) ,  após ce r tas  manipulações algébr icas,  chega 

-se a: 

onde: ( n . p )  = cos 8; e se a = t r  E e -r = p.E p 



são vá1 idas, pois podemos escrever: 

consequentemente 

+ 
5, = - ip,  (ap, B~)I+ = -{Q, (a a (P *$ 

01 , 
= -{p1 (a, ul)}+ = 5,. 

c,, = - ip l  (ap n2) - " + pP:aply:)}+ 



A determinação das velbcidades de propagação v2 ,  através das 

equações (6.3), para o caso em que n e p têm or ientações quaisquer, é 

complicada. Iremos, portanto,  ana l i sa r  somente os casos onde podemos 

determinar as velocidades expl i c i  tamente. 

6.1. Direção de PropagaçBo Perpendicular ao Eixo de Isotropia 
Transversal 

Neste caso, as equações (6.3) reduzem-se a: 

Adotando-se a notação de ~owen' ,  as seguintes equações podem 

ser ob t idas  de (6.4), através do p rodu to ' i n te rno  com n e p :  

(*) O sistema de coordenadas adoTado é Cartesiano com coordenadas x . ( i =  
Z 

= 1,2,3), onde o ve tor  u n i t ã r  i o  p co inc ibe  em d i reção com o e i xo  x,. 



Por out ro  lado,  fazendo-se o produto vetor  ia1 das equações 

(6.4) com n temos: 

As velocidades de propagação v2 são obt idas igualando-se a ze- 

r o  o determinante da m a t r i z  dos coef ic ientes  da equação ( 6 . 5 ) .  

Se substituirmos a equação (6.7), na equação (6.6)2 e supuser- 

mos que < # O temos: 
1 1  



por tanto  s2 é pa ra le lo  a  p e, além disso,  é f á c i l  v e r i f i c a r  ( v  i de 

(6.4) que s, = O.  Sendo assim, a  onda com velocidade V: é segundo o  

e ixo  de i so t rop ia  t ransversal  e  se propaga no só l i do .  

Para out ras  duas velocidades, segundo a  equação (6.4)*, v e r i -  

f ica-se que (s, . p )  = 0, consequentemente, com base na equação (6.6)*, 

(s2 x n) = O .  Como (s, x n )  = O ,  estas duas ú l t imas  ondas são l ong i t u-  

d i n a i s  t an to  para o  só l i do  como para o  f l u i d o .  

6.2. Direção de Propagação paralela ao Eixo 
de Isotropia Transversal 

Seguindo-se o  mesmo r a c i o c í n i o  que o  do i tem 6 . 1 . ,  temos: 

onde: 
r 1 



Neste caso existem t r ê s  t i pos  de onda: 

i )  t ransversal  apenas no só1 ido  

( s l = O ,  s . n  = O )  
2  

v: = ( E 7  + t9 )  1 P: , 

i i )  l ong i t ud ina i s  no s ó l i d o  e no f l u i d o  

2 v 2 =  - +-  [i! iJ -/[$-$)' 
onde: 

E f á c i l  v e r i f i c a r  que, se a mis tura  f o r  i so t róp i ca :  

c 3  = E6 = CB = C i o  ' ' CI2 = O 9 

e as equaqoes (6.8),  (6.9) e (6.10) reduzem-se à s  do i tem 2.10 de 6owen1. 
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