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The virial theorem is applied to the case of a particle moving
on an elliptic orbit in a central field. The theorem is acritically em-
ployed in cartesian and polar coordinates. The use of the theorem in po-
lar coordinates leads to an absurd result. A more accurate analysis of
the validity conditions of the theorem reveals that, in fact, it is not

applicable in polar coordinates.

0 teorema do virial é aplicado ao caso de uma particula moven-
do-se ao longo de uma 6rbita elfptica num campo central. O teorema € em-
pregado acriticamente em coordenadas cartesianas e polares. A utilizagéo
do teorema em coordenadas polares conduz a um resultado absurdo. Ura ana-
lise mais apurada das condicdes de validade do teorema revela que,na ver-

dade, ele ndo € aplicavel em coordenadas polares.

1. INTRODUCAO

U das caracteristicas basicas que distinguem os fisicos dos
matematicos é que estes s6 aplicam un determinado teorema num caso espe-
cifico depois de terem verificado que as condigdes que asseguram a vali-
dade do teorema sdo satisfeitas. Hn contrapartida, € pratica corriqueira
entre os fisicos a utilizagao de resultados matematicos sem importarem-se
com suas condigoes de validade e até mesmo, em determinadas  situacdes,

desconhecendo-as por completo. E certo que nem sempre € possivel verifi-

* parcialmente sustentado por uma bolsa de doutorado do CNPq.
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car se as hipoteses de certos teoremas sdo efetivamente satisfeitas. As-
sim, por exemplo, na teoria geral da mecanica guantica troca-se freqUen~
temente, e sem ccrimonia, a ordem de operagdes tais como de integracéo,
diferenciacdo e soma infinital. Hn exemplos concretos, todavia, espera-se

que sempre seja possivel justificar tais procedimentos.

Este habito deletério dos fisicos & facilmente atribuivel a ma
educacdo matematica que recebemos. A “matematica™ que aprendemos nao pas-
sa de uma técnica de manipular simbolos cujo significado preciso desconhe-
cemos. Uma vez aprendida a técnica, a sua utilizag&do torna-se um processo
puramente mecanico: os resultados matematicos passam a ser encarados como
meras receitas validas am qualquer situagdo. Sao evidentes os sérios ris-
cos que uma atitude deste tipo acarreta. Portanto, tal atitude nédo deve
ser estimulada nos estudantes de Fisica. Ao contrario, deve-se despertar
0 espirito critico dos estudantes em relacdo a este problema. Neste sen-
tido, sempre que possivel, quaisquer teoremas relevantes devem ser empre-

gados com as devidas ressalvas e justificativas.

Dentro deste espirito, e a guisa de exempio, propomo-nos a a-
presentar uma situacdo concreta em que a utilizagao direta de un teorema
fora de sua regido de aplicabilidade conduz a un aparente paraduxo. 0
exemplo que analisaremos tem por base a aplicagdo do teorema do virial a
uma particula descrevendo uma 6rbita elipticasob a acdo de uma forga cen-
tral atrativa inversamente proporcional ao quadrado da distancia, e deve-
ra ser facilmente cornpreendido por qualquer estudante familiarizado com o
formalismo hamiltonianc da mecanica classica e com propriedades gerais do

movimento de uma particula num campo central.

2. O TEOREMA DO VIRIAL

Seja f uma funcdo real da variavel real t, 0 valor médio de f
€ definido por
T
<f> = ]im—f]f f
o T

Flt)de ’ (2.1)

[

sempre que este limite existir. Se, por exemplo, f for uma funcdo peric-

dica e integravel num periodo, 0 limite existe e é dado simplesmente por
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TO
T‘— J £(t)dt

0 [}

onde, ma expressao aci na, T € o periodo de f.

(onsi dere, agora, um sistena necani co comn graus de |i berdade
descrito pelas variéveis candnicas ¢, p e pela haniltoniana® H(q,p,t).
Entdo tenos o

Teorema d0 Virial®, Se qi(t) e pi(t) forem fungoes limitadas"

do tenpo e se os val ores nédios de C p; gg ede C qa; 2—51— existirem,en-
tdo eles serdo iguais, isto &, ! : i i
aH oH
<L p. o> = <L q, = (2.2)
;7 Bpi it 3qi
Demonstragdo. Defina a fungéo
a(y) = ¢ p,b.(t) q,(t) . (2.3)

z

Qono q; € p; sdo fungdes tinmtadas do tenpo, G tanbémo é. D ferenci ando
a Eq. (2.3) emrelagdo ao tenpo obtenos

dé _ 3 ; Tz
at ;P % 5P (2.4)
Usando as equacdes de Hanilton
., _oH . _ _OH
79, 0 P T T 5 (2.5)
n Eq. (2.4) resulta
daG 9H oH
——:):p,—'zq.—- (26)
at : api ;T qu
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7 .
dc . IJ de .
<% = lim = dt = 1im 22222 - ¢ (2.8)
dt e T dE oo

porque o numerador € limitado (G € limitada) mas o denominador cresce in-
definidamente. Com as demais hipéteses do teorema® somos conduzidos a

Eq. (2.2), como queriamos demonstrar.

Prdcuramos explicitar ao méaximo, nesta demonstragdo, as hip6-
teses que asseguram a validade do teorema, hipéteses estas que foram su-

blinhadas en seu enunciado.

3. UM APARENTE PARADOXO

Considere uma particula movendo-se num plano sob a acdo de uma
forgca central atrativa e inversamente proporcional ao quadrado da distan-
cia a origem do sistema de referéncia inercial (por exemplo, forgca gravi-
tacional ou eletrostatica). Vamos nos restringir ao caso en que a energia
total é negativa, pois nesta situacdo o movimento € limitado e periddico,
e as Orbitas sdo fechadas (elipses). A energia potencial €é da forma v =

= - k/r onde k é uma constante positiva.

En coordenadas cartesianas podemos escrever
p;+p;) -’ (a? w y?) (3.1

Com esta hamiltoniana obtemos

oH 9H 3H

od 9H 8 _ 1 .2 2y -
L P S T Pe s TPy T w BptE) = (3.2)
Z 7 x
onde 7 & a energia cinetica. Por outro lado
9H oH 9H av
Zngq—-—x-55+y®-—ac-§5+y§y (3.3)

Mas
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3 dr 3y rde

Levando estes ultimos resultados na Eq. (3.3) encontramos

9H av
Lq, =17 . (3.4)

; g dr

Substituindo (3.2) e (3.4) em (2.2) resulta
dV> k - (3.5)

2<T>=<pd—-—r- =<r17>=

que é o resultado usual.

Aparentemente o teorema do virial é valido quaisquer que sejam
as variaveis canénicas que aparecam na Eq. (2.2). Portanto vamos examinar
a mesma situacdo usando coordenadas polares no lugar das cartesianas. Nes-
te sistema de coordenadas a hamiltoniana escreve-se como®

2
2 Pg

H=T+V=Im(pr+;—2)-§. (3.6)

Obtemos, consequentemente ’,

2 _ K M 1,5 Po
FPea; TP, TPy Tw Bat iR 6.1

Da mesma forma

Y 9F m _ Po
g q. =p i _ 8 _y (3.8)
: 'Laqi oy a0 -

Levando (9.7) e (3.8) na Eg. (2.2) vem

2
Py

2T = = <> - <> (3.9)
mp?

Comparandc (3.9) com (3.5) concluimos que

2

Py
ome>= 0 (3~1|0)
mp?
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Como 6 € variavel ciclica da hamiltoniana (3.6}, Py é constante de movi-

mento. Para Orbitas elipticas pe # 0. Concluimos, finalmente, que
<>=0 . (3.11)

Este resultado, entretanto, € impossivel porque 1/p2(t) > 0 para qualquer
valor de t, de modo que seu valor médio tem que ser necessariamente maior
do que zero. Chegamos, deste inodo, a un resultado aparentemente parado-

xal.

4. A SOLUGAO DO "PARADOXO"

Examinemos mais de perto as duas aplicacdes que fizemos do teo-
rema do virial. Observemos, em primeiro lugar, que as coordenadas cartesia-

nas séo fungé}es limitadas do tempo porque

lz(t)| < V22 (¢) + y*(¢)

ly(e)] < 42(1&-) + y? (%)

1]
=
—_
wh
-

-

(4.1)

t
3
—
<+
-
-

er é uma funcdo limitada do tempo para 6rbitas elipticas. Por outro lado,
como o movimento € periodico, vé-se trivialmente que os valores médios de

T e V sao bem definidos. A conclusdo é que o teorema do virial & valido em

coordenadas cartesianas.

Vejamos, agora, o que acontece em coordenadas polares. Como j&
mencionamos, I é fungao limitada do tempo. Mas e quanto a 67 E facil ver
que 6 nao é funcdo limitada do tempo, pois a cada volta completa que a
particula executa o angulo & aumenta (ou diminui) de 27w radianos. Conse-
quentemente o angulo 6 cresce (ou decresce) indefinidamente com o tempo.
Este resultado pode ser provado analiticamente da forma seguinte. A equa-

¢do de Hamilton para & fornece

. r a
=3 .8 (4.2)

com pg constante. Seja t > 0. Entéo
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t

p
o(2) - 0(0) = 2 | g (.3)
Cfe rois

Seja R o valor maximo que r{t) pode assumir ria &érbita eliptica (este pon-

to corresponde ao afélio). E evidente, entdo, que

L (4.k)
»?(2) Rr?

para qualquer valor de S. Portanto

lpgl ¢ 4 Py | 14
me [¢2 0 J ds 5} t, (10.5)

‘)0 1”(3)2

[N V)

o que demonstra que 8 ndo é funcdo limitada do tempo. O "partdoxo € re-
solvido, entdo, notando que de fato a Eg. (3.11) ndo é verdadeira porque
o teorema do viria; ndo é aplicavel an coordenadas polares, ja que as hi-
poteses que asseguram a validade do teorema sdo violadas. Na verdade a Eq.
(2.2) é valida em qualquer sistema de variaveis canonicas no qual as con-

digoes de validade do teorema sejam satisfeitas.

Registre-se que o simples fato de o movimento ser espacialmen-
te limitado ndo assegura que 0s Ty pi sejam funcbes limitadas do tempo.
Isto depende fundamentalmente, como acabamos de ver, da natureza e do

significado fisico das coordenadas e momentos generalizados.

Queremos salientar neste ponto que no problema que acabamos de
investigar foi facil descobrir o erro em que haviamos incorrido. Isto por-
gue. no nosso caso, 0 problema fisico € simples e bem conhecido, 0 que
torna possivel, de forma relativamente simples, a visudlizagao direta do
erro existente no resultado final. Note-se que a Eq. (3.9) obtida em co-
ordenadas polares parece razoavel a primeira vista. $6 depois da compa-
racdo desta equacgdo com a obtida em coordenadas cartesianas € que tornou-
-se possivel perceber que a Eq. (3.9) n3o podia ser verdadeira. Isto nos
leva a concluir que a situagdo com que deparamos € critica pois, se esti-
véssemos lidando com um problema fisico mais complexo, e se ndo conhecés-
semos a priori os resultados a que deveriamos chegar, poderiamos nos de-

frontar com resultados errbneos sem nos darmos conta disso.
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REFERENCIAS E NOTAS

1. Ver, por exemplo, o prefacio de L. I.Schiff, Quantum Mechanics, McGraw-
Hill, New York (1968), 32 edicéo.

2. Usamos “hamiltoniana", no feminino, quando nos referimos a funcédo clas-
sica, enquanto que "hamiltonianc'', no masculino, reservamos para o opera-
dor da mecanica quéntica. Vide Aurélio Buarque de Holanda Ferreira, Novo
Dicionario da Lingua Portuguesa, Ed. Nova Fronteira {1975). Do mesmo modo
a fungéo de Lagrange € chamada de ''lagrangiana', no feminino. Os termos
"agrangeana'' e ''lagrangeano’ ndo estfo registrados no Aurélio.

3. Ver, por exemplo, H.C.Corben e P.Stehle, Classical Mechanics, Wiley
(1960), 22 edigdo, pag. 164.

4. Um funcdo real f de uma variavel realté dita limitada se existe um
nimero real ndo-negativo M tal que lf (¢)! € M para qualquer valor de ¢
pertencente ao dominio de f.

5. Cabe ressaltar que <f + g> = <f> + <g> s6 € verdade se os valores mé-

dios de f e g existirem separadamente. Examine o seguinte exemplo:

Fley=1+¢, glt) =1 -z,

6. Ver, por exemplo, H. Goldstein, Classical Mechanics, Addison- Wesley
(1950), 12 edicdo, pag. 221.
7. As Egs. (3.2) e (3.7) poderiam ser antecipadas sem calculos diretos ob~

servando que

oH . ar
Zp.———-=2p. q.-—-Z——,—- , = 27
y 18pi P iaqi 7

sempre que T for funcdo homogénea do segundo grau nas velocidades e V for
independente das velocidades. £ exatamente isto o que ocorre com as ha-

miltonianas (3.1) e (3.6).
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