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The v i r i a l  theorem i s  app l ied  t o  the case o f  a  p a r t i c l e  moving 

on an e l l i p t i c  o r b i t  i n  a  c e n t r a l  f i e l d .  The theorem i s  a c r i t i c a l l y  em- 

ployed i n  c a r t e s i a n  and p o l a r  coord inates.  The use o f  the theorem i n  po- 

l a r  coord inates leads t o  an absurd resu l  t . A more accurate ana 1  y s  í s  o f  

the  v a l i d i t y  c o n d i t i o n s  o f  the theorem reveals  t h a t ,  i n  f a c t ,  i t  i s  n o t  

appl i cab le  i n  p o l a r  coord inates.  

O teorema do v i r i a l  é ap l i cado  ao caso de uma p a r t í c u l a  moven- 

do-se ao longo de uma ó r b i t a  e l i p t i c a  num campo c e n t r a l .  O teorema é em- 

pregado ac.r i t icamente em coordenadas car tes ianas  e  polares.  A u t i l i z a ç ã o  

do teorema em coordenadas po la res  conduz a  um resu l tado  absurdo. Uma aná- 

l i s e  mais apurada das condições de va l idade  do teorema reve la  que,na v e r -  

dade, e l e  não é a p l i c á v e l  em coordenadas polares.  

Uma das c a r a c t e r í s t i c a s  básicas que d is t inguem os f i s i c o s  dos 

matemáticos é que estes só apl icam um determinado teorema num caso espe- 

c í f i c o  depois de terem v e r i f i c a d o  que as condições que asseguram a  v a l i -  

dade do teorema são s a t i s f e i t a s .  Em con t rapar t ida ,  é p r á t i c a  c o r r i q u e i r a  

e n t r e  os f í s i c o s  a ' u t i l i z a ç ã o  de resul tados matemáticos sem importarem-se 

com suas c:ondiçÕes de va l idade  e  a t é  mesmo, em determinadas si tuações, 

desconhecr:ndo-as por completo. E c e r t o  que nem sempre é possíve l  v e r i f i -  
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car  se as hipóteses de c e r t o s  teoremas são efet ivamente s a t i s f e i t a s .  As- 

sim, por exemplo, na t e o r i a  gera l  da mecânica quânt ica t roca- se freqÜen- 

temente, e  sem ccr imónia,  a  ordem de operações t a i s  como de integração, 

d i fe renc iação  e soma i n f  i n i ta1. Em exemplos concretos, todavia, espera-se 

que sempre se ja  possíve l  j u s t i f i c a r  t a i s  procedimentos. 

Este h á b i t o  d e l e t é r i o  dos f í s i c o s  é fac i lmente  a t r i b u í v e l  à má 

educação matemática que recebemos. A "matemática" que aprendemos não pas- 

sa de uma técn ica  de manipular símbolos c u j o  s i g n i f i c a d o  p rec iso  desconhe- 

cemos. Uma vez aprendida a tecnica,  a  sua u t i l i z a ç ã o  torna-se um processo 

puramente mecânico: os resul tados matemáticos passam a ser encarados como 

meras r e c e i t a s  v á l i d a s  em qualquer s i tuação.  São ev identes os s é r i o s  r i s -  

cos que uma a t i t u d e  deste t i p o  acar re ta .  Por tanto,  t a l  a t i t u d e  não deve 

ser est imulada nos estudantes de F í s i c a .  Ao c o n t r ã r i o ,  deve-se desper tar  

o  e s p í r i t o  c r i t i c o  dos estudantes em re lação  a e s t e  problema. Neste sen- 

t i d o ,  sempre que possíve l ,  quaisquer teoremas re levantes devem ser empre- 

gados com as devidas ressalvas e j u s t i f i c a t i v a s .  

Dentro deste e s p í r i t o ,  e  5 guisa de exempio, propomo-nos a a- 

presentar  uma s i  tuação concreta em que a u t  i 1 ização d i r e t a  de um teorema 

f o r a  de sua região de a p l i c a b i l i d a d e  conduz a um aparente paraduxo. O 

exemplo que analisaremos tem por base a ap l i cação  do teorema do v i r i a 1  a 

uma p a r t í c u l a  descrevendo uma ó r b i t a  e1 í p t  i c a  sob a ação de uma fo rça  cen- 

t r a l  a t r a t i v a  inversamente proporc ional  ao quadrado da d i s t â n c i a ,  e  deve- 

r á  ser f a c i  lmente cornpreend ido por qual quer estudante fami 1 i a r  izado com o 

formalismo hami l ton iano da mecânica c l á s s i c a  e com propriedades gera is  do 

movimento de uma p a r t í c u l a  num campo c e n t r a l .  

2. O TEOREMA DO VIRIAL 

Seja f uma função r e a l  da v a r i á v e l  r e a l  t. O v a l o r  médio de f 

6 d e f i n i d o  por 

sempre que es te  l i m i t e  e x i s t i r .  Se, por exemplo, $ f o r  uma função p e r i õ -  

d i ca  e in tegráve l  num período, o  1 i m i t e  e x i s t e  e é dado simplesmente por 



onde, na expressão acima, To é o período de f. 

Considere, agora, um sistema mecânico com n graus de liberdade 

descrito pelas variáveis canônicas q, p e pela hamiltoniana2 H(q,p,t). 

Então temos o 

l'eorema do viria13, Se qi (t) e pi (t) forem funçõzs limitadas4 
aH aH e de C q . - ezisi.irem,en- do tempo e se os valores médios de C pi ãp 

i i i aqi tão eles serão iguais, isto é, 

L~emonstração. Defina a função 

Como qi e p,: são funções 1 imitadas do tempo, G também o é. Diferenciando 

a Eq. (2.3) em relação ao tempo obtemos 

Usando as equações de Hamilton 

na Eq.  (2.4) resulta 

Tomando o valor médio da Eq.  (2.6) obtemos 



Mas 

porque o  numerador é l i m i t a d o  (G é 1 imi tada)  mas o  denominador cresce i n-  

def  inidamente. Com as dernai s  h ipóteses do teorema5 somos conduzidos ã 
Eq. (2.2),  como queríamos demonstrar. 

Prdcuramos e x p l i c i t a r  ao máximo, nesta demonstração, as h ipó-  

teses que asseguram a  va l idade do teorema, hipóteses estas que foram su- 

b l inhadas em seu enunciado. 

3. U M  APARENTE PARADOXO 

Considere uma p a r t í c u l a  movendo-se num plano sob a  ação de uma 

fo rça  c e n t r a l  a t r a t i v a  e  inversamente proporc ional  ao quadrado da d is tân-  

c i a  à or igem do sistema de re fe rênc ia  i n e r c i a l  (por exemplo, fo rça  g r a v i -  

tac iona l  ou e l e t r o s t á t i c a ) .  Vamos nos r e s t r i n g i r  ao caso em que a  energ ia 

t o t a l  é negat iva,  p o i s  nesta s i tuação o  movimento é l i m i t a d o  e  per iód ico ,  

e  as ó r b i t a s  são fechadas (e1 ipses) .  A energ ia po tenc ia l  é da forma V = 

= - k / r  onde k é uma constante p o s i t i v a .  

Em coordenadas car tes ianas  podemos escrever 

Com es ta  hami l ton iana obtemos 

onde 2' 6 a energ ia c i n é t i c a .  Por o u t r o  lado 

a H  a l i  ax av av 
- X ~ + Y ã y = x ~ + Y ~  f q q -  

Mas 
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av ar = g av - 
ay d r ã y  r & '  

Levando estes úI t imos resu l  tados na Eq. (3.3) encontramos 

= - <v> , 

é v á l i d o  quaisquer que sejam 

Subs t i tu indo  (3.2) e (3.4) em (2.2) r e s u l t a  

que é o resu l  tado usual . 

Aparentemente o teorema do v i  r i a 1  

as v a r i á v e i s  canônicas que apareçam na Eq. (2.2). Por tan to  vamos examinar 

a mesma s i tuação  usando coordenadas polares no lugar  das car tes ianas.  Nes- 

t e  sistema de coordenadas a hami 1 ton  iana escreve-se como6 

Obtemos, consequentemente ', 

Da mesma forma 

Levando (9.7) e (3.8) na Eq. (2.2) vem 

Comparandc, (3.9) com (3.5) conc l u imo5 que 



Como 0 é v a r i á v e l  c í c l i c a  da hami l ton iana ( 3 . 6 ) ,  pg é constante de movi- 

mento. Para ó r b i t a s  e l í p t i c a s  pg # O .  conclui mo^, f ina lmente,  que 

Este resu l tado ,  en t re tan to ,  é impossível porque l/r2 (t) > O para qualquer 

v ã l o r  de t, de modo que seu v a l o r  médio tem que ser necessariamente maior 

do que zero.  Chegamos, derite ínodo, a  um resu l tado  aparentemente p a r a d o -  

x a l .  

4. A SOLUÇAO DO "PARADOXO" 

Examinemos mais de p e r t o  as duas apl icações que fizemos do teo- 

rema do v i r i a l .  Observemos, em p r i m e i r o  lugar ,  que as coordenadas car tes ia -  

nas são funções l i m i t a d a s  do tempo porque 

e  r é uma função l i m i t a d a  do tempo para ó r b i t a s  e l  í p t i c a s .  Por o u t r o  lado, 

como o  m o v i ~ e n t o  6 per iód ico ,  vê-se t r i v i a l m e n t e  que os va lo res  medios de 

T e  7 são bem d e f i n i d o s .  A conclusão é que o  teorema do v i r i a l  é vá1 ido em 

coordenadas car tes ianas .  

Vejamos, agora, o  que acontece em coordenadas polares.  Como j á  

mencionamos, r ê função 1 imitada do tempo. Mas e  quanto a  O ?  E f á c i  1 ver  

que 0 não é função l imi tada do tempo, p o i s  a  cada v o l t a  completa que a  

p a r t í c u l a  executa o  ângulo 6 aumenta (ou d im inu i )  de 27r radianos. Conse- 

qüentemente o  ângulo 0 cresce (ou decresce) indef in idamente com o  tempo. 

Este resu l tado  pode ser  provado ana l i t i camente  da forma seguinte.  A equa- 

ção de Hami 1 ton  para 0 fornece 

com po constante.  Seja t > O.  Então 



Seja R o v a l o r  máximo que r ( t )  pode assumi r ria 6 r b l  t a  e1 í p t i c a  (es te  pon- 

t o  corresponde ao a f é l  i o )  . E ev idente,  então, que 

para qualquer v a l o r  de S .  Por tanto 

o que demonstra que 0 não é função l i m i t a d a  do tempo. O "parùdoxo é r e -  

so lv ido ,  então, notando que de f a t o  a Eq. (3.11) não é verdadei ra porque 

o teorema do v i r i a ;  não é a p l i c á v e l  em coordenadas polares,  j á  que as h i -  

póteses que asseguram a va l idade  do teorema são v io ladas .  Na verdadeaEq.  

(2.2) é v á l i d a  em qualquer sistema de v a r i â v e i s  canõnicas no q u a l  as con- 

diç6es de vc l idade  do teorema s e j a n ~  s a t i s f e i t a s .  

Regis t re- se que o simples f a t o  de o movimento ser espacialmen- 

t e  l i m i t a d o  não assegura que os qi, p.  sejam funções l i m i t a d a s  do tempo. 
2 

I s t o  depende fundamentalmente, como acabamos de v e r ,  da natureza e do 

s i g n i f i c a d o  f í s i c o  das coordenadas e momentos general izados. 

Queremos s a l i e n t a r  neste ponto que no problema que acabamos de 

inves t iga r  f o i  f á c i  1 descobri  r o e r r o  em que havíanos incor r ido .  I s t o  por-  

que. no nosso caso, o problema f í s i c o  é simples e bem conhecido, o que 

torna poSsi:vel, de forma re la t ivamente simples, a v i s u ã l  ização d i r e t a  do 

e r r o  e x i s t e n t e  no resu l tado  f i n a l  . Note-se que a Eq. (3.9) o b t i d a  em co- 

ordenadas polares parece razoável ã p r ime i ra  v i s t a .  SÕ depois da compa- 

ração desta equação com a o b t i d a  em coordenadas car tes ianas  é que tornou-  

-se ~ o s s í v e l  perceber que a Eq. (3.9) não podia ser verdadei ra.  I s t o  nos 

leva a conc. luir  que a s i tuação com que deparamos é c r i t i c a  pois ,  se e s t i -  

véssemos l idando com um problema f í s i c o  mais complexo, e se não conhecês- 

semos a p r i o r i  os resul tados a que deveriamos chegar, poderiamos nos de- 

f r o n t a r  com resul tados errôneos sem nos darmos conta d isso .  
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