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A theoretical model for heat conduction in a binary mixture
of a non-viscous fluid and an isotropic elastic solid with different tem=
peratures is formulated. The heat fluxes are assumed to be homogeneous
functions of' first degree of their respective temperature gradientand
the resistive force is a homogeneous function of first degree of the re=-
lative velocity. The representations of the tensors are given by coef-
ficients suitable for experimental determinations, as presented in pre-

vious papers.

Un modelo tedrico, para a condugdo de calor em misturas bina-
rias de um fluido n&do viscoso e un so6lido deformavel isotropico a dife-
rentes temperaturas, € proposto baseando-se na hipdtese de que os fluxos
de calor de cada constituinte sdo fungdes homogéneas do primeiro grau do
respectivo gradiente de temperatura e que a forga resistiva € uma funcgéo
homogénea do primeiro grau da velocidade relativa. Como en trabalhos an-
teriores, as representagdes dos tensores sdo dadas através de coeficien-

tes escalares convenientes a determinagfes experimentais.

1. INTRODUCAO

0 desenvolvimento de teorias de misturas en que cada consti-
tuinte possui uma temperatura diferente ndo é novidade. Entre os traba-

Ilhos principais, destacam-se os de Dunwoody e Muller® e Bowen e GarciaZ?.

* puxilio: CNPg (L.K.)
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Em [l] analisa-se o caso de uma mistura binaria de gases
ideais quimicamente reagentes, enquanto em [2:[ a teoria € mais geral,

pois leva em conta os efeitos termoelasticos e viscosos dos materiais.

For outro lado, an [3] e Eo] desenvolveu-se un medelo para
mistura binaria de um fluido ndo viscoso e un sélido no qual supds-se que
o fluxo de calor e a forga resistiva eram, respectivamente, funcées ho-
mogéneas do primeiro grau do gradiente de temperatura da mistura e da

velocidade relativa.

Neste trabalho estudamos o caso de uma mistura binaria de um
fluido ndo viscoso e um solido isotropico deformavel que estdo a tempe-
raturas diferentes, onde supomos que os fluxos de calor de cada consti-
tuinte sdo fungdes homogéneas do primeiro grau dos respectivos gradien-
tes de temperaturas e, que a forca resistiva é uma funcdo homogénea do

primeiro grau da velocidade relativa.

Verifica-se que os resultados recaem na forma proposta por B_],

ao impormos uma mesma temperatura aos constituintes. A notagcdo adotada

baseia-se em [4].

2. EQUAGCOES DE BALANGO

Para cada constituinte de uma mistura sem reagdo quimica, as

seguintes leis basicas sdo adotadas:

Balanco de Massa

Py + £y div v, =0, (2.1)
Balango de Momento Linear
v = di fF .
Py Dy = div T #m +p F (2.2)
Balango de Momerto Angular
g =7 -1 (2.3)
o o a
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Balango de Energia

(*)

Py € * divhu =T.,.D, + 9 * Pq Yy o (2.4)
Crescimento de Entropia para a Mistura

2

) (pa Ny * duv(haea) - 0,047, 20 (2.5)

a=1

onde o indice a representa o constituinte e assume os valores 1 para o
constituinte fluido e 2 para o sdlido. Para cada constituinte pa é a
sua densidade; v, 2@ velocidade; Ta o tensor tenséo; m, o suprimento de
momento linear; fot a forca de campo externo; Mu 0 suprimento de momento
angular; E,. @ energia interna; ha o fluxo de calor; ¢oz 0 suprimento de
energia; Ya 0 suprimento de (;alor; na a entropia e se ea € a temperatu-
ra, ea = l/‘ea éa frialdade(*; do constituinte a. Representamos por
L, = grad VoeL, =D, + W Da = Da; WZ = -H,. Se fa = fa(ac,t) é uma
funcao diferenciavel, a derivada material de fa € dada por:

-fa =9, fa + (grad f‘a) Vo - (2.6)

A conservagdo de momento linear, momento angular e energia to-

tal da mistura é expressa, respectivamente, por:
2
X m =0,
=1 ©

2
Z(¢a+ma.u-.’l’.")=0, (2.7)

=1

onde u = ¥ -V €& denominada velocidade de difusédo e:
a a

2
v = oLl (ou/p) va= velocidade da mistura ,

(*) Enquanto as demais equagdes sdo as mesmas que as de [2], a da ener-
gia € uma forma modificada, pois en (:2] o termo referente a % nao é
objetive, enquanto € o que consta na equagdo (2.4).

(}) En inglés 'coldness'.
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2
p= 7 0y = densidade da mistura .

o=l

Utilizando-se das equacgbdes (2.7)] 3> @ eliminacédo de R
’

entre as equacdes (2.4) e (2.5) resulta em:

plx1+pzxz+9161€1+925252+h1-91+h2-92

+AMp, +6, Ty . Ly +0, T, . D, +6, T, . W

-8 m.azx0, (2.8)
onde: >‘u = na - BaEa € a funcdo de Massieu do constituinte a; A= 8,~ 6;;
g, = grac GOL; m=my = -my; & =vi - V2. A funcdo de Massieu para a mis-

tura é definida através de:

2
pA = Z pa Aoz .
a=1

3. EQUAGOES CONSTITUTIVAS

Nesta secdo iremos determinar as restricdes impostas pela de-
sigualdade (2.8) a uma mistura nao simples de un fluido ndo viscoso com
un s6lido deformavel a diferentes temperaturas. Para tanto, supomos que

0s termos constitutivos:

hys b0 A s

mys T o’ o Yo’ o

o ot’e

sdo fungoes de:

{ply 61) 62: gdi1s Ja» b, a, B} ’

L3

onde B € o tensor de Cauchy-Green a esquerda no 'sélido e b = grad p,.

As seguintes equagdes sdo obtidas da desigualdade (2.8) e das

hipéteses constitutivas acima, através de argumentos termodinamicos®:

361(" A) = -p; 1 Bez(p A) = -p, €, ;
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agl(p A) = 892(0 A) s aa(p A) = Bb(p Ay =0

sim(3_ (p,2,) ® a)=sim(3_ pzA,) ® a) =0 ;
gl gZ

sim(ab(pzkz) ® a) = (aB p,A,) ®a) =0 .
6, 7, = [o? B, 2) +00, 0 A2)] 1
+ (3 p; 2,))®a;
8, T, - AT, - 73)/2 = - (3_(0);)) ®a
- 2[p, (05 A,) + 0, (05 1, )] B ;
o= - Bel(p2 Ay da) gy +A D,

+ (hy =3, (0, \)a) . go - (6ym +

+

35, (0,2,)8) - a3 0 (3.1

E facil wverificar, através da conservacdo de momento angular

(equacao (2.7) ,), que podemos escrever a equagdo (3.1) como:
quag; 2/ 12

0, 7, = -2[p, (35 A,) + p, (05 2,)] B

6, +6

1 A
- -—Z—e—l—— (3(1(02)\2)) 9 a * o @ 8 (aa(pz)\z)).

Outras restrigoes podem ser obtidas para as equagbes constitu-
tivas se definirmos un estado de equilibrio da mistura como sendo um €s-

tado onde g, =g, =a=0e 6, =0, = 0.

Nestas condicdes se calcularmos o valor de ¢ = 5(01 19,485, gi»

g,» @, b, B) no ponto (p;, 8, 8, 0, 0, 0, b, B) obtemos:
ol = 6(01, 6, 8,0, 0,05, B) =0

Com base nesta Gltima equagdo podemos afirmar que (p,, 8, 8,0,

0, 0, b, B) € um ponto de minimo de a e, sendo assim, devemos ter:
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(3, 0)'= 0 ; ||(3x (3, o)°|] positivo (3.2)
A A B ) L
semi-definido,

onde x, € {91, g2, a, b }.

Da equacgéo (3.2)], obtém-se os resultados abaixo:

m® = - (3 1(p2 A, )P} /8 (3.3)

4. OS TENSORES DE CONDUTIVIDADETERMICA

A seguir, analisaremos o fluxo de calor de cada constituinte,

tomando-se como base as hipoteses formuladas em [3] s ]:Ll] e [6]

Supomos que o fluxo de calor do constituinte @, € uma funcéo
homogénea do primeiro grau do gradiente de frialdade do mesmo constituin=~
te, isto €,

ha(.,vga)=vha(. ,ga)V\)zo,oc;I;Z.

Nestas condigoes, segundo [6j , tomamos

h

o

K, 0y Ka=agaha,a=1;2,

Ka=K0L(D1, 61, 82, 91, g2, 4, b, B) . (4.1)

Para a aproximagao desejada, iremos supor que o Gnico parame-
tro mecanico preponderante € a velocidade relativa e que KOL € de ordem

zero em gB(B#oc) e a € independente de b e B.

Baseando-nos en [7_’], a seguinte representacdo pode ser obtida

para Ka :
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X a 0L91®92 a ga a

a=cll~+§2—— +;3'._—®——
lg.] g2l lg1l  lal
%9; g 1 +(:_ g2 g 91 +C% 92 _ g &
lg:l laal lg2] g1l lg2|  la]
;(71 g2 ® g2 + %__a_ ® (281
lg.] gl lal gyl
(;._g_ ® gda + C.?o_a'_e a o =132, (42)
lal g, la]  lal
. a a ~ ~
onde os coeficientes &, ... , Ly, sdo funcdo escalares de 01,9 e 6,.

S$e substituirmos a equagdo (4.2) na equacdo (4.1) 1 @ calcular-

mos Ka através da equacgdo (4.])2 é facil verificar que:

A analise do caso acima € muito geral e pode ser encontrada
an [l&], setomarmos 0 cuidado de identificar os termos correspondentes, pois
neste Gltimo, estuda-se uma mistura binaria transversalmente isotropica

com 0S constituintes a uma mesma temperatura.

A partir deste ponto, nos restringiremos somente ao caso em
que a velocidade relativa € nula (a=0). Nestas condigdes podemos escre-

ver a equacdo (4.2) como:

g9 g gg g
aB®a+aB®B

K =101 + T, T, ,
logl  lgg lggl  lggl

(4.3)

onde se a = {;} entdo B = {]2}

Os coeficientes escalares acima podem ser interpretados fisi-

) . x e A a

camente através da introdugdo de uma familia de parametros escalares K Y
denominados de coeficientes de condutividade térmica direcionais e defi-

nidos por:

a— . 2,
kg = (= g4) /7 lgyl* s

Y =lgy/lg,l - (gg/lggl) , @ #8 (b.4)
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0 indice Yy indica a orientagdo entre os gradientes de frialda-
de e assume os valores de 0; 1; -1, correspondentes a orientacdo ortogo-
nal, paralela eantiparalela.

E facil verificar, através
(4.3) e (b.4), que:

das  equacgdes

oo o o _ o

T, =Ky ;5 Ty = (k7 - x2;)/2 ;
o o

T =

) (K? + K -2 KOOL)/Z .

(k.5)

A partir das equacgées (h.l)l, (4.3) e (4.5), o fluxo de calor
pode ser escrito como:

o _ o
A _ o Kl Kay
Q—Koga‘f——z"—lgal**

o o o g
Ky + Koy = 2 K, {gg] )\i B
+ g
2 lggl) @4 19l

Da equagao acima, verifica-se que ha nao € paralelo a gy Quan-
do g

a o
o gB = 0, a menos que se tenha K; = K_,.

5. O TENSOR RESISTIVIDADE

Baseando-nos en ]:’4], adotamos a seguinte hip6tese:

. - a b .
m e constituido de duas partes m em , tais que:

b
m = =3 (0,3,))b/8, (5.1

e ma € uma funcdo homogénea do primeiro grau da velocidade relativa, isto
é, vV 20,

m (. ,va) = v nl(.,a) ,
fogo:

ma=Ba,R=8 ma,

a
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R =ﬁ(p1: el, ez, g1y 92y 4, b, B) . (5.2)
No equilibrio, tem-se que:
m® = - [(3, (0,22))6]%/0 ,
1

o que esta de acordo com a equagao (3‘3)h e evidencia a razao pela qual

escreveu-se m na forma de (5.1).

Supomos ainda que R é uma fungao tensorial de ordem zero em
g, e g, e independente de B e b (este (ltimo termo ja participa de m

através de m ). Nestas condigoes, com base no Ttem anterior, escrevemos:

g g g g
R=v 1+v g -4+ v, — 0 !
lg, | 1g,] lg, ] gyl
g a g g
+ v 1o — + Vg i ® 1
lg,1  lal lg.1 gyl
g g g a
+ vs —2 2 s v, —2 8 — (5.3)
lgz( ngl lg,| la]

£ facil verificar que o tensor de resistividade, dado pela e-
quagio (5.3), reduz-se ao proposto por [3]quando gi1=g., isto &, quando os

dois constituintes estao a uma mesma temperatura.

6. ANALISE DA DESIGUALDADE RESIDUAL

A andlise da desigualdade residual (equacdo (3.1)]3) para 0
caso geral € muito dificil. Propomo-nos apenas . determinar as restri-
¢oes impostas pela desigualdade aos coeficientes de condutividade térmica

direcionais definidas ao considerarmos a velocidade relativa nula (a = 0).

Com esta hipotese podemos escrever a equagao (3.1)13 como:
By og1+hy cga+D ¢, 20 (6.1)
Por outro lado, se considerarmos que |g,), lg,| e [A| sdo de
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ordeme, que é suficientenente pequena, podenos escrever, com base na e-
quagdo (3.3), a seguinte série de poténcias para $,:

b, =a A+ 0 (e%) (6.2)
onde A é una const ante.

Segui ndo o nesno desenvol vi nento de Bowen e Garcia?, as desi-
gual dades:

hl.gl‘*'hz.gzzo,‘ CLAZZO, (6.3)
podem ser obtidas da equacgdo (6. 1), quando supde-se que os coeficientes
Kf(‘ séo independentes de p,, 6, € 6, e ¢, € dado através da equagéo (6.2).

Se, na equagdo (6.3),, substituirmos g, por v, g, (V, > 0) e

g, Por v, g,(v, > 0) obtenos:

1’

Y

N
&

ho.g 20 (a=1;2).. (6.4)

Se substituirnos as equages (4.3) e (4.1), nas equages (6.4)
e fizernos sucessivanent e:

K% > 0]
g g 0
o a
| . T—_[_= 1 com o # B obtemos { K, % 0 s
g g -1
Ia B { K(}IEOJ’

isto é, todos os coeficientes de condutividade térmca direcionais sao
ndo negati vos.

Qutros resul tados interessantes surgem quando nos restringi mos
a nmisturas simples que, no sentido de Muller®, s&o misturas onde 0 gra-
diente de densidade do fluido ndo figura cono variével nas equagdes cons-
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titutivas. Nestas condigoes, a equagao (3.1)]3 é linear em b e, para

que a desi gual dade ndo seja viol ada, devenos ter que (ap x,) =0
1

Podenos di zer, de outra forma, que a seguinte relacdo é valida
para uma nistura sinples:

Ay = A, (0,,61,8,) (6.5)

A partir da definicdo da funcdo de Massieu para a nistura e da
equagdo (6.5) obtenos:

A =0,
801 apz (o A

e através das equagdes (3.1) ,*

-

= .6
391 apz(p €) =0, (6.6)

onde pE =p, €, +p, €,.

A equacdo (6.6) & uma equagdo diferencial parcial cuja sol ugédo

pe = €, (p,, 8,, 6,) + E,(p,, 6,, 6,).

Se, na equagdo aci ma, pudernos identificar éa - P.E,» €Nt ao:
pe = pye1lpy, 81, 82) + P,e,(p,, 61, 6,).

Por outro lado, as equagdes (3.1) 1,2 Nos f or necem que:

aez(plel) = ael(pzez)_.

A prineira equagdo é funcdo de p,, 9, e 8,, enquanto a se-
gunda de o,, 0, e 6,, portanto devenos ter:

3, (P €,) =35 (P2 ;) =x(6,, 6) -

Além disso é facil verificar que x(el,ez) = 0, consequentemen-

te:
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€, = €, (P8, (6.7)

Da equacdo aci ma e novarente das equages (3.1) } .o temse que:

361 Sez(pk) =0,

e, seguindo-se o nesmo raci ocini o desenvol vi do anteri orment e, obt enos que:
pA = P, Al(pl, 61) + P, )\2(92; 92). (6.8)

G resultados (6.7) e(6.8) sdo inerentes a msturas sinples e
general izan os de [3].
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