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I\ t h e o r e t i c a l  model f o r  heat conduct ion i n  a b i n a r y  m i x t u r e  

o f  a non-viscous f l u i d  and an i s o t r o p i c  e l a s t i c  s o l i d  w i t h  d i f f e r e n t t e m -  

peratures i s  formulated. The heat f l u x e s  a r e  assumed t o  be homogeneous 

func t ions  of' f i r s t  degree o f  t h e i r  respec t i ve  temperature g rad ien tand  

the r e s i s t i v e  f o r c e  i s  a homogeneous f u n c t i o n  o f  f i r s t  degree o f  the re -  

l a t i v e  v e l o c i t y .  The representat ions o f  the  tensors a r e  g iven by coe f -  

f i c i e n t s  s u i t a b l e  f o r  experimental determinat ions,  as presented i n  pre-  

v ious  papers. 

Um modelo t e õ r i c o ,  para a condução de c a l o r  em mis tu ras  b iná-  

r i a s  de um f l u i d o  não v iscoso e um s ó l i d o  deformãvel i s o t r ó p i c o  a d i f e -  

rentes temperaturas, é proposto baseando-se na h ipõtese de que os f l u x o s  

de c a l o r  de cada c o n s t i t u i n t e  são funções homoge'neas do p r i m e i r o  g r a u  do 

respec t i vo  g rad ien te  de temperatura e que a fo rça  r e s i s t i v a  6 uma função 

homogênea do p r i m e i r o  grau da ve loc idade r e l a t i v a .  Como em t rabalhos an- 

t e r i o r e s ,  as representações dos tensores são dadas a t ravés  de c o e f i c i e n-  

tes  escalares convenientes a determinações experimentai S .  

1. INTRODUÇAO 

O desenvolvimento de t e o r i a s  de mis tu ras  em que cada c o n s t i -  

t u i n t e  possui uma temperatura d i f e r e n t e  não 6 novidade. En t re  os t raba-  

lhos p r i n c i p a i s ,  destacam-se o s  de Di~nwoody e MÜI l e r 1  e Bowen e ~ a r c i a ' .  

- 

* A u x i l  i o :  ClVPq (L.K.) 



Em g] anal isa- se o  caso de uma mis tu ra  b i n á r i a  de gases 

i d e a i s  quimicamente reagentes, enquanto em [2] a  t e o r i a  é mais gera l ,  

p o i s  leva em conta os e f e i t o s  termoelást icos e  v iscosos dos m a t e r i a i s .  

For o u t r o  lado, em b] e  desenvolveu-se um mcdelo para 

m is tu ra  b i n á r i a  de uv f l u i d o  não v iscoso e  um s ó l i d o  no qual supôs-seque 

o  f l u x o  de c a l o r  e  a  f o r ç a  r e s i s t i v a  eram, respectivamente, funções ho- 

mooêneas do p r i m e i r o  grau do g rad ien te  de temperatura da mis tu ra  e  da 

ve loc idade r e l a t i v a .  

Neste t raba lho  estudamos o  caso de uma mis tu ra  b i n á r i a  de um 

f l u i d o  nao v iscoso e  um só1 ido  i s o t r ó p i c o  deformável que estão a  tempe- 

ra tu ras  d i f e r e n t e s ,  onde supomos que os f l u x o s  de c a l o r  de cada c o n s t i -  

t u i n t e  são funções homogêneas do p r i m e i r o  grau dos respec t i vos  gradien-  

t e s  de temperaturas e, que a  f o r ç a  r e s i s t i v a  é uma função homogênea do 

p r i m e i r o  grau da ve loc idade r e l a t i v a .  

V e r i f i c a- s e  que os resu l tados  recaem na forma proposta pr h], 
ao iwpormos uma mesma temperatura aos c o n s t i t u i n t e s .  A notação adotada 

baseia-se em [ h ] .  

Para cada c o n s t i t u i n t e  de uma mis tu ra  sem reação química, as 

seguintes l e i s  básicas são adotadas: 

Balanço de Massa 

BaZanço de M~me2to Linear 
- 

~ , Z ) o l = d i v T ~ + + ~ + ~ , $ ~  , 

BaZanço de Momento AnguZar 

@ = r  -9 
a a a  



Balanço de Energia 

Crescimento de Entropia para a Mistura 

onde o í n d i c e  a representa o c o n s t i t u i n t e  e assume os va lo res  1 para o 

c o n s t i t u i n t e  f l u i d o e  2 p a r a o  s ó l i d o .  Para cada c o n s t i t u i n t e  p é a a 
sua den~ ida~de ;  va a ve loc idade;  T o tensor  tensão; ma o suprimento de 

a 
momento l i n e a r ;  fa a fo rça  de campo externo;Ma o suprimento de momento 

angular ;  E a energ ia in te rna ;  h o f l u x o  de c a l o r ;  o suprimento de 
o: a 

energia; y o suprimento de c a l o r ;  rl a en t rop ia  e se ea é a temperatu- 
a a 

ra, Ba = l i g a  é a f r i a l d a d e ( * * )  do c o n s t i t u i n t e  a .  R e p r e s e n t a m o s  p o r  
T 'l' 

L = grad v = D .+ V,; D = Da; = -Va. Se for = fa(x,t)  é uma 
a a

e L
a  a a 

funcão d i f e r e n c i á v e l  , a der ivada m a t e r i a l  de fa é dada por :  

A conservação de momento l i n e a r ,  momento angular  e e n e r g i a t o -  

t a l  da m is tu ra  é expressa, respect ivamente, por :  

onde u = o - v é d e n o m i n a d a  ve loc idade de d i fusão  e: 
a a 

2 

v =  1 ( p a / ~ )  va= ve loc idade da mis tu ra  , 
C(F 1 

--- 
(*) Enquanto as demais equações são as mesmas que as de [2], a da ener-  

g i a  é uma forma modificada, po is  em 1121 o termo r e f e r e n t e  a (Pa não é 

objetivcs, enquanto é o que consta na equação (2 .4 ) .  

(:i Em i nglés "coldness". 



2 

p = 1 pa = dens idade da m i s t u r a  . 
CF 1 

Ut i 1 izando-se das equações (2.7), , 3 ,  a e1 iminação de P, Ya 
e n t r e  as equações (2.4) e (2.5) r e s u l t a  em: 

PI + ~2 X2 + ~1 81 €1 + ~2 6 2  € 2  + h1 . 91 + h2 . 92 

onde: A = rl - e E é a função de Massieu do c o n s t i t u i n t e  a ; A =  02- 0 , ;  
CI a  a a  

ga = grat: Bci; rn = m ,  = -m2; a = vi - v 2 .  A função de Massieu para a mis-  

t u r a  é d e f i n i d a  a t ravés  de: 

2 

3. EQUAÇ6ES CONSTITUTIVAS 

Nesta seção iremos determinar  as r e s t r i ç õ e s  impostas pela de- 

sigualdade (2.8) a uma mis tu ra  não simples de um f l u i d o  não v iscoso com 

um s ó l i d o  deformável a d i f e r e n t e s  temperaturas. Para tan to ,  supomos que 

os termos c o n s t i t u t i v o s :  

são funções de: 

onde B é o tensor  de Cauchy-Green ã esquerda n o ' s ó l i d o  e b = grad p,. 

As seguintes equações são o b t i d a s  da desigualdade (2.8) e das 

h ipóteses c o n s t i t u t i v a s  acima, a t ravés  de argumentos termodinâmicos5: 



E f á c i l  v e r i f i c a r ,  a t ravés  da conservação de momento angular  

(equação (2.7) 2) , que podemos escrever a equação (3.1 ) , como: 

Outras r e s t r i ç õ e s  podem ser o b t i d a s  para as equações c o n s t i t u -  

t i v a s  se de f in i rmos  um estado de e q u i l . i b r i o  da mis tu ra  como sendo um es- 

tado onde g ,  = g ,  = a = O e e , = 8 , =  8 .  

Nestas condições se calcularmos o v a l o r  de o = E(P, 8 ,  , e 2 ,  g , ,  

g, ,  a ,  b ,  B )  no ponto (pl, 8 ,  e ,  0 ,  0 ,  O ,  b ,  B) obtemos: 

Com base nesta Ü l  t ima equação podemos a f i r m a r  que (p,, 8 ,  8,  0 ,  

0 ,  O ,  b ,  E )  é um ponto de minimo de a e ,  sendo assim, devemos t e r :  



(ax o)'= O ; Il(ax (ax o))O11 p o s i t i v o  
A A B  

semi- def in ido,  

o n d e x A  E. {gl, g2, a ,  A 1. 

Da equação (3.2) obtém-se os resu l  tados abaixo: 

4. OS TENSORES DE CONDUTIVIDADE TÉRMICA 

A segui r ,  analisaremos o f l u x o  de c a l o r  de cada c o n s t i t u i n t e ,  

tomando-se como base as h ipóteses formuladas em 133, C43 e [6] 

Supoms que o f l u x o  de c a l o r  do c o n s t i t u i n t e  a, 5 uma função 

homogênea do p r i m e i r o  grau do g rad ien te  de f r i a l d a d e  do mesmoconst i tuin- 

te ,  i s t o  e ,  

C(. 9 vg,) 

Nestas cond 

h = K  g 
Q Q Q  

içÕes, segundo [6] , tomamòs 

Para a aproximação desejada, iremos supor que o ún ico  parâme- 

t r o  mecânico preponderante é a ve loc idade r e l a t i v a  e que K é de ordem 
C( 

zero em g (@#a) e a 6 independente de b e B .  
B 

Baseando-nos em [ 7 ] ,  a seguinte representação pode ser o b t i d a  

para KQ : 



a a 
onde OS c o e f i c i e n t e s  L,, ... , C , ,  são função escalares de P l ,  4 e 8,. 

Se subs t i tu i rmos  a equação (4.2) na equação (4.1) e c a l c u l a r -  1 
mos K at ravés  da equação (4.112 6 f á c i l  v e r i f i c a r  que: a 

PI a n á l i s e  do caso acima é mu i to  gera l  e pode ser encontrada 

em [4] se toma,rmos o cuidado de i d e n t i f i c a r  os termos correspondentes, p o i s  

neste Úl t imc~,  estuda-se uma mis tu ra  b i n á r i a  transversalmente i s o t r õ p  i c a  

com os c o n s t i t u i n t e s  a uma mesma temperatura. 

A p a r t i r  deste ponto, nos res t r ing i remos  somente ao caso em 

que a ve loc idade r e l a t i v a  é nu la  (a=O) . Nestas condições podemos escre-  

ver a equação (4.2) como: 

1 2 
onde se a = 121 então 0 = { 1 1 

Os c o e f i c i e n t e s  escalares acima podem ser in te rp re tados  f i s i -  
a 

camente a t ravés  da in t rodução de uma f a m i l  i a  de parâmetros escalares K 
Y 

denom i nados de coeficientes de condutividade térmica direcionais e def  i - 
nidos por :  



O í n d i c e  y ind ica  a o r ien tação  e n t r e  os gradientes de f r i a l d a -  

de e assume os va lo res  de O; 1 ; -1 , correspondentes ã o r ien tação  o r togo-  

n a l ,  p a r a l e l a  e a n t i p a r a l e l a .  E f á c i l  v e r i f i c a r ,  a t ravés  das equações 

(4.3) e  (4 .4 ) ,  que: 

A p a r t i r  das equações (4.1) ] ,  ( 4 . 3 )  e (4.5), o  f l u x o  de c a l o r  

pode ser e s c r i t o  como: 

Da equação acima, v e r i f i c a - s e  que h, não 6 p a r a l e l o  a ga quan- 

do ga . gB = O, a menos que se tenha K: = K - ~ .  

5. O TENSOR RESISTIVIDADE 

Baseando-nos em [4], adotamos a seguinte h ipótese:  

a b  
m é c o n s t i t u i d o  de duas par tes  rn e m , t a i s  que: 

b 
m = m a + m  , 

2 = --(ap , (5.1) 

e  m
a é uma função homogênea do p r i m e i r o  grau da ve loc idade r e l a t i v a ,  i s t o  

é, v v > O, 

i ogo : 

382 





ordem E, que é suf ic ientemente pequena, podemos escrever, com base na e- 

quação (3.3), a seguinte série de potências para $I2: 

onde A é uma constante. 

Seguindo o mesmo desenvolvimento de Bowen e ~arcia~, as desi- 

gualdades: 

podem ser obtidas da equação (6. I), quando supõe-se que os coeficientes 
a 

K são independentes de P, ,  0, e 8, e $I2 6 dado atravgs da equação (6.2). 
Y 

Se, na equação (6.3), , substituirmos gl por vl  gl (V, 4 0) e 

g2 por v2 g2(v2 > 0) obtemos: 

e a equação acima é verificada se e só se: 

Se substituirmos as equações (4.3) e (4.1)) nas equações (6.4) 

e fizermos sucessivamente: 

isto é, todos os coeficientes de condutividade térmica direcionais são 

não negativos. 

Outros resultados interessantes surgem quando nos restringimos 

a misturas simoles que, no sentido de ~Uller', são misturas onde o gra- 

diente de densidade do fluido não figura como variável nas equações cons- 



titutivas. N e s t a s c o n d i ç Õ e s , a e q u a ç ~ ~ ( 3 . 1 ) 1 3 ~ l i n e a r e m  b e, para 

que a desigualdade não seja violada, devemos ter que (a A,) = 0. 
p1 

Podemos dizer, de outra forma, que a seguinte relação é vá1 ida 

para uma mistura simples: 

A partir da definição da função de Massieu para a mistura e da 

equação (6 .5 )  obtemos: 

e através das equações (3.1 ) 1,2: 

onde p E = p, c l  + p2 E ~ .  

A equação (6.6) é uma equação diferencial parcial cuja solução 

é : 

- pcrecr, então: Se, na equação acima, pudermos identificar É - 
C( 

PE = ~ ~ € 1  (P,,  919 92) + ~ 2 ~ 2 ( ~ 2 r  91, 92 ) .  

Por outro lado, as equações (3.1) nos fornecem que: 
1,2 

,4 primeira equação é função de p,, 9, e O,, enquanto a se- 

gunda de O,, 0, e 0,, portanto devemos ter: 

ag (P, E 
2 

Além disso é fác i 1 verificar que ~ ( 9 ,  ,O2) = 0, consequentemen- 

te: 



Da equação acima e novamente das equações (3.1) tem-se que: 
1,2 

e, seguindo-se o mesmo raciocínio desenvolvido anteriormente, obtemos que: 

Os resultados (6.7) e (6.8) são inerentes a misturas simples e 

general i zarn os de [3 1. 

Agradecimento: Ao Professor I-Shih Liu pelas criticas e suges- 

tões. 
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