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On s ' e s t  proposé de rechercher l e s  transformées de F o u r i e r d e  
n cet-taines fami 1 l e s  de d i  s t r i b u t i o n s  sur R (n>2) i n v a r i a n t e s  dans le  grou- 

pe propre d2 Lorentz, a  savo i r ,  l e s  d i s t r i b u t i o n s  associées aux f o n c t i o n s  
2 n-1 

up'* l o g  m l u l ,  u é t a n t  I a  forme quadrat ique u = xn - x:, pour t o u t  

complexe p e t  t o u t  e n t i e r  m>O, e t  aux der ivées 6 ( k ) ( n ) ,  kdO, de l a  d i s t r i -  

b u t i o n  de D i rac .  Ces d i s t r i b u t i o n s  sont 1 iées aux s o l u t i o n s  i n v a r i a n t e s  

de l ' é q u a t i o n  [ Z ~ T =  ti0 e t ,  dans l e  cas m=O, o n t  é t é  étudiées par P. D. 

Methée2 qu i  en a, u l té r ieu re rnen t 3 c a l c u l é  l e s  iniages de F o u r i e r .  La mé- 

thode qu 'on developpe i c i  s 'appu ie  sur l e  prolongement a n a l y t i q u e  d 'une  

formule due à M.Laurent ~ c h w a r t z l .  

propõe-se determinar  as transformadas de Four ie r  de c e r t a s  f a -  
n 

m i l  i as  de d i s t r i b u i ç õ e s  sobre R (7222) i n v a r i a n t e s  pe lo  grupo p r ó p r i o  de 

Lorentz ,  a  saber, as d i s t r i b u i ç õ e s  associadas às funções upI2  l o g m l u l ,  u 
n-1 

sendo a  forma quadrã t i ca  u = x 2  - .E .c: , para todo complexo p e todo 
?-=I 

i n t e i r o  mr0 e  3s der ivadas 6('?n), k>O, da d i s t r i b u i ç ã o  de D i rac .  Essas 

d i s t r i b u i ç õ e s  relacionam-se com as soluções i n v a r i a n t e s  da equação UT= 6O 
e, no caso m=0,  foram estudadas por ~ . ~ . M e t h é e ~ ,  que mais ta rde  c a l c u l o u  

suas imagens de Four ie r .  O método que se desenvolveu aqui  se apoia sobre 

o  prolongamento anal Í t  i c o  de uma fórmula de M.Laurent schwartzl. 

1. INTRODUCTION 

On s ' e s t  proposé dans ce t r a v a i l  de rechercher l e s  t r a n s f o r -  

mées de Four ie r  de c e r t a i n e s  f a m i l l e s  de d i s t r i b u t i o n s  i n v a r i a n t e s  dans 

l e  groupe prs3pre de Lorentz .  I1 s ' a g i t  des d i s t r i b u t i o n s  d é f i n i e s  dans 



I 'espace B~ muni de I a  forme quadrat ique u = x2 - z2 - . . . - x2 

n 1  n- I  et 
associées aux fonc t ions  u ~ ' ~  l o g  mlul, p é t a n t  complexe e t  m=0,1,2,. . . , 
e t  a u x d é r i v é e s d e  t o u t  o r d r e d e  I a  d i s t r i b u t i o n  de D i rac  6 ( u ) .  Ces 

d i s t r i b u t i o n s ,  dans l e  cas m=O, o n t  é t é  étudiées dans I a  Thèse de doc- 

t o r a t  de M . P . D . ~ e t h é e ~ ,  qu i  dans deux Notes u l t é r i e u r e s 3  a publ i é  - leurs 

images de Four i e r .  

On développe i c i  une méthode d i f f é r e n t  pour o b t e n i r  l e s  mêmes 

transformées, l a q u e l l e  s 'appuie sur l e  prolongement a n a l y t i q u e  d 'une 

formule due à M.Laurent schwartz1. Cet te  méthode donne en p l u s  l e s  ima- 

ges de Four ie r  des UP'~ '  l o g  mlul ,  m = 1,2,. . . . On supposera connus l e s  

fondements de I a  t h é o r i e  des d i s t r i b u t i o n s ,  dont on t rouve  un exposé 

approfond i dans l e  l i v r e  de M. Laurent schwartzl. 

Je t i e n s  à témoigner ma profonde g r a t i  t u d e  à M .  L a u r e n t  

Schwartz qu i  m'a tou jours  ass is tée ,  c o n s e i l l é e ,  guidée, pendant mon sé- 

j o u r  en France. C 'es t  l u i  qu i  a c h o i s i  l e  s u j e t  de ce t r a v a i l  e t  m'en a 

donné I ' i d é e  basique. C 'est  donc avec j o i e  que j e  l u i  présente i c i  mes 

p l  us s incères remerciements. 

M. Jean Lavoine, a t taché  au C.N.R.S . ,  a b ien  vou lu  s '  occuper 

de I a  r e v i s i o n  des c a l c u l s  e t  d ' y  f a i r e  de préc ieuses c r i t i q u e s .  Je l u i  

exprime i c i  ma b ien  v i v e  reconnaissance. 

Enfim, j e  d é s i r e  remerc ier  l e  Conselho Nacional de Pesquisas, 

de Rio de Jane i ro ,  pour I a  bourse d 'é tudes  q u i  mia é t é  accordée, grâce 

à laquel  l e  j ' a i  pu préparer  ce t r a v a i  1 . 

2. NOTIONS GENÉRALES 

On appe l le  r o t a t i o n  propre de Lorentz  t o u t e  t rans fo rmat ion  l i -  

n é a i r e  homogène 

n 

dont l e  déterminant Ia. 1 e s t  égal 2 +1 e t  qu i  i a i s s e  i n v a r i a n t e  i a  f o r -  z k  
me quadra t i que 



Nous poser'ons x  = t  , qui  sera I a  v a r i a b l e  du temps. L 'équa t ion  u =cons t .  n 
d é f i n i t  dans R~ une hypersur face qu i  e s t  un hyperbolo ide à deux nappes , 
s i  u>O; un hyperbolo ide à une nappe, s i  u<O e t  se r é d u i t  à un cone (cõne 

de lumière) ,  s i  u=O. Une t rans fo rmat ion  de Lorentz  l a i s s e  inchangés l e s  

hyperbolo ides à une nappe, mais l e s  hyperbolo ides à deux nappes peuvent 

ou b i e n  r e s t e r  i n v a r i é s ,  ou b ien  i n v e r t i r  l e u r s  nappes. Dans l e  premier 

cas, on d i t  que I a  t rans fo rmat ion  e s t  or thochrone e t  dans l e  second, qu'  

e l l e  e s t  an t i ch rone .  Un example de r o t a t i o n  de Lorentz  a n t i c h r o n e  e s t  

donné par l a  r é f l é x i o n  par  rappor t  à x ( i n v e r s i o n  du temps): n 

On sa 

const  

= (xl 

t que l 'ensemble des r o t a t i o n s  propres orthochrones de Lorentz  

t u e  un groupe que e s t  appelé l e  groupe propre de Lorentz .  

Désignons par L I a  r o t a t i o n  de Lorentz  qui  envoie l e  p o i n t  x = 
-1 ,..., 2: ) dans l e  p o i n t  z r  = Lx,  x r  = ( x i  ,..., x n ) ,  e t  par L I a  r o -  n 

t a t i o n  inverse. Chaque f o n c t i o n  f (x)  dans e s t  transformées dans l a  

f o n c t  ion  

D'une façon analogue, chaque d i  s t r  i b u t i o n  T dans R~ e s t  transformée dans 

I a  d i s t r i b u t i o n  déf i n i e  par 

Une d i s t r i b u t i o n  T e s t  d i t e  i n v a r i a n t e . s i ,  pour t o u t e  r o t a t i o n  

p r o p r e o r t h o c h r o n e  L, l l o n a L T  = T .  U n e d i s t r i b u t i o n  i n v a r i a n t  e s t  

d i t e  symétr ique s i ,  pour t o u t e  r o t a t i o n  an t i ch rone  L', l ' o n  a LIT= T; s i  

L'T = - T, a l o r s  e l l e  e s t  d i t e  an t i symét r ique .  

n 
La t rans fo rmat ion  de Four ie r  d 'une f o n c t i o n  f ( s )  dans R muni 

de I a  forme quadrat ique (1.2) e s t  d é f i n i e  par  



e t  I a  t rans fo rmat ion  conjuguée par 

La t rans fo rmat ion  de Four ie r  peut ê t r e  auss i  d é f i n i e  pour l e s  

d i s t r i b u t  ions tempérées"), l e s  seules à avo i  r une transformée de Four ie r ,  

par l e s  r e l a t i o n s  

e t  1 'on a  = FF = Í . I I se t rouve  que I ' image de Four ie r  de t o u t e  d is -  

t r i b u y i o n  i n v a r i a n t e  tempgrée e s t  e l l e  auss i  i nvar ian te ,  comme on peut 

v o i r  aisément. S i  I 'on désigne par T I a  transformée de 2' par I a  t rans -  

fo rmat ion  (1.3) e t  par T*, I a  complexe conjuguée de T, on a  l e s  formules 

su ivantes 

-Schwartz 

R e q z n  à I a  f o n c t i o n  

(FT) = FT = TT 

(FT) * = FT* = FT* 

@f)* = FF* = FF* 

Passons maintenant â considérer  I a  d i s t r i b u t i o n  de R i e s z -  

Zo, dêpendant du paramètre complexe q, l a q u e l l e  e s t  égale, s i  
!) 

( I )  Une d i s  

I 'espace (S 

r i b u t i o n  tempérée e s t  une forme l i n é a i r e  e t  c o n t i n u e  sur 

des fonc t ions  indéf in iment  dér i vab les ,qu i  déc ro issen t  r a p i -  

dement à I ' i n f i n i t ,  avec tou tes  l e u r s  dêr ivêes.  

(2)  Re q dénote " Ia  p a r t i  r r é e l  l e  de q". 



Cette f o n c t i o n  n ' e s t  p lus  sommable au vo is inage  du cone d'ondes f u t u r , s i  

Re q < n ,  mais dans ce cas, on peut encore d é f i n i r  une d i s t r i b u t i o n ,  par 

l e  procedê de I a  "par t  i e  f in ie" ,  pourvu que q n  'appar t  ienne pas 5 I a  dou- 

b l e  s u i t e  des va leurs  

qu i  annulent  l e  c o e f f i c i e n t  de l a  d i s t r i b u t  

des ces va leurs ,  e s t  dêf  i n i e  par passage à 

ion.  Enfim, Z q é t a n t  une 
q' 

I a  l i m i t e .  I1  en r é s u l t e  que 

Z e s t  une f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  e n t i è r e  de I a  v a r i a b l e  complexe . E n  plus, 
4 

Z e s t  tempérée pour t o u t  q e t  pour Re q  < 0, som irnage de Four ie r ,  se- 
a 
101-1 M. Schwartz, e s t  égale à I a  f o n c t i o n  

à 1 ' i n t e r i e u r  
- Yn- 1 yqi2 du cone d  lon- 

des f u t u r  
(Lin 2 0) 

2 ) -  q/2 ã I ' i n t é r i e u r  
* a  Yn-1 du cone d 'on-  

des passê 
(Y, 5 0) 

ã 1 ' e x t e r  i e u r  
du cone. 

(9) 
Pour o b t e n i r  c e t t e  transformée dans l e  cas Re q > O, on procèdera au pro- 

longement ana ly t ique ,  par rappor t  5 q ,  de l a  f o n c t i o n  g ( y ) ,  en tenant  

compte de c(- que FZ e s t  une f o n c t i o n  a n a l y t i q u e  e n t i è r e  de q. La d i s -  
4 

t r i b u t i o n  a i n s i  obtenue peut a v o i r  des s i n g u l a r i t é s  en q, dans chacune 



des t r o i s  rég ions  de I 'espace d é f i n i e s  par  l e  cone, mais e l lessecompen-  
n  sent e t  sont supprimêes dans R . 

I1 nous f a u t  d 'abord expl i c i t e r  l e  sens de I 'express ion "par-  

t i e  f i n i e  de sPli, lorsque Re p < 2 .  Pour c e l a  on d o i t  se rappor te r  2 I a  

Thèse de M. Methée, dont on donne i c i  quelques r é s u l t a t s .  

n 
S i  $ e s t  I 'appl  i c a t i o n  de R dans R qu i  envoie l e  p o i n t  x = 

= (xl, x2, .  . .,xn) sur l e  p o i n t  d 'absc isse  

I a  d r o i t e ,  égales dans I a  demi- dro i te  u 0, 

S ,  i n v a r i a n t e  dans - O ( ~ o m ~ l é m e n t a i r e  de 

dans CE2 e t  2 f'U dans efil {<T désigne 1 ' 
c). Rêciproquement, 5 tou te  d i s t r i b u t i o n  S 
- 

respond une p a i r e  (T,U) de d i s t r i b u t i o n s  sur 

dans u < 0. 

de R ,  

fermé 

de ?i1 

s o i t  $+ I a  r e s t r i c t i o n  de $ au complémentaire c$ de I 'ensemble 
- 
n2 ( u  3 0, < O) e t  f- I a  r e s t r i c t i o n  de $ au complémentaireCnl 

(u 5 0, x  I O). A lo rs ,  ã chaque couple (T,U) de d i s t r i b u t i o n s  sur 

correspond une d i s t r i b u t i o n  

1 ' o r i g i n e ) ,  égale à f: T 

image transposée de T par 

i n v a r i a n t e  dans R~ - 0, c o r -  

l a  d r o i t e ,  t e l l e s  que T = U 

La d i s t r i b u t i o n  associée à I a  p a i r e  ( T , U )  n ' e s t  pas, en gêné- 

r a l ,  d é f i n i e  dans R ~ ,  mais, s i  l e  suppor t  de T ne c o n t i e n t  pas l e  p o i n t  

u=O, I ' o r i g i n e  n 'adhère pas au support de fXT e t  a l o r s  f:T e s t  d g f i n i e  

dans R ~ ,  en convenant q u ' e l l e  e s t  n u l l e  au vo is inage  de O .  

h i a  p a i r e  (&Lk) ,  O), E > O ,  k = 0 , l  , 2 , .  . . , correspond, donc, 
n une d i s t r i b u t i o n  i n v a r i a n t e  ir: = f: 6Lk), d é f i n i e  dans R , dont  l e  sup- 

p o r t  e s t  i a  nappe supér ieure de i 'hyperbolo ide u=s. A I a  pa i  r e  (O, & L k ) ) ,  
-k * k 

sorrespond HE = f- B ( ~ ) ,  transformée de H par une invers  i o n  du fernps e t  

dont l e  support e s t  I a  nappe i n f é r i e u r e  de u=c. La p a i r e  (6!:), 6::)) d6- 
k  f i n i t  une d i s t r i b u t i o n  notée ayant  pour support l ' h y p e r b o l o i d e  à 

une nappe u = - E. 

Ces d i s t r i b u t i o n s  tendent ve rs  une l i m i t e  f i n i e  pour E + O,  s i  

k  n - 2 / 2 ;  t a n d i s  que, s i  k I. n - 2 / 2 ,  i 1  n ' y  a  pas de l i m i t e .  On p e u t t o u -  

t e f o i s  étendre I a  d é f í n i t i o n  de ,Yk dans R ~ ,  en f a i s a n t  appel à i a  n o t i o n  

de p a r t i e  f i n i e  d 'une f o n c t i o n  g ( ~ )  d é f i n i e  pour E > O e t  non sommable 



pour E = O .  On v é r i f i e  q u ' i l  ne peut e x i s t e r  p l u s  d 'une  combinaison l i -  

n é a i r e  I(';) des fonc t ions  E' l o g V c  ( v  e n t i e r  ? 0, Re ' $ O ,  l e  cas ' = v =  

= O é t a n t  exc lus ) ,  te1 l e  que g ( ~ )  - I(€) tende vers  une I imi t e  f i n i e  pour 

E -t O .  S i  t e l l e  combinaison l i n é a i r e  e x i s t e ,  e l l e  e s t  appelée I a  p a r t i e  

i n f i n i e  de g ( ~ )  e t  I a  l i m i t e  en ques t ion  e s t  appelée I a  p a r t i e  f i n i e  de 

g ( ~ )  e t  notée Pf g ( ~ ) :  

M. Methée app l ique  c e t t e  n o t i o n  à des fonc t ions  de E dont  l e s  

va leurs  sont des d i s t r i b u t i o n s  e l  montre que l e s  p a r t i e s  f i n i e s  de 
-k k 
HE e t  H-E e x i s t e n t  tou jours  e t  s a t i s f o n t  5 l a  r e l a t i o n :  

que1 que s o i t  I ' e n t i e r  k > 0 .  

De p lus ,  P O  admet un développement asymptot ique i l l  imi t6 ,  pour 

E + O ,  qu i  s ' é c r i t  

s i  n e s t  p a i r  

s i  n e s t  impa 

-k 
A e B é t a n t  des d i s t r i b u t i o n s  i n v a r i a n t e s .  Evidemment, i 1  y a pour HE un 

développement analogue ayant pour c o e f f  i c i e n t s  l e s  transformées Ã e t  

de A e t  B par une invers ion  du temps. 

D'une manière analogue, s l é t a b ! i t  l e  développement asymptot i -  

que de HoE: 

h+$- l  h + $  -1  
( - 1 )  A E + ( - 1  , Bh. . l o g  E }  s i  n e s t  p a i r  



h h Les coe f f  i c i e n t s  A e t  B sont 1 i é s  aux d i s t r i b u t i o n s H  e t  O 
par l e s  r e l a t i o n s :  

i h 
! - n-2 , ( I )  $, s i  n e s t  impai r  ou s i  n e s t  p a i r  e t  h - h !  2 

h 1 2 - (1 +i + + -)B , s i  n e s t  p a i r  e t  h> n- 2  
h h - $ -  l -T 

n/2  .(n-2)/2 r 
- , s i  n e s t  p a i r  

n I 2"+' r !  + P - i ) !  
I 

En p a r t i c u l i e r ,  on a 

L- r[ , s i  n e s t  impai r  

(-1 
n/2 (n-2)/2 

, n p a i r  
2 ((n-2)/2) 1 

Ces formules sont 
h 

b ien  H , Ah ã 2, Ah e t  

pour t o u t  h. 

encore va lab les  s i  ! ' o n  subst 

I 'on a, en p lus ,  l e s  r e l a t i o n s  

Ces développements peuvent ê t r e  dér i vés  ou in tégrés  au tan t  de 

f o i s  que I 'on veut ,  ce qui  permet d ' o b t e n i r  aisément l e  développement 
k 

asymptot ique de B = ( - 1 )  k dk  



Cons idéronr  na in tenan t  I a  d i s t r i  b u t  i on  ,SP = f: yE$12, a rsoc i6e  

à i a  p a i r e  (yE u " ~ ,  O) oü Y ( u )  e s t  i a  f o n c t i o n  l g a l e  à I pour i r >  E e t  
E 

à O pour u c E .  On o b t i e n t ,  par  d é r i v a t i o n  

I 1  e s t  a i s é  de v o i r  que ,$ admet un développement asymptot ique 

que l ' o n  dédu i t  de c e l u i  de H: par n u l t i p l i c a t i o n  par - s u i v i e  d'une 

i n t é g r a t i o n  p a r  r a p p o r t  5 E .  La p a r t i o  i n f i n i e  I(E) de s:, compo- 

sée des termes qu i  n ' o n t  pas de 1 i m i t e  pour E -t 0, e s t  b ien  déterminée, 

donc, P f  SE notée s P ,  e x i s t e  tou jours .  

Ecrivons l e s  développements asymptot iques de S: dont nous au- 

rons besoin dans l a  s u i t e :  

. m h +q 
i ) l + s p  s i  ( l o g  E - -- ' " L y  h + y j  

n e s t  p a i r  

(1 5) 

h + ?  
+ B  E + $ s i  n e s t  impai r  . 

h=O h h + p + n  2 

pour 

- 22: k  = 1 , 2 , 3 ,  ... 

- (n + 2 r )  r = 0,1,2, . . . 

S i  p assume! une des va leurs  -2k ,  - ( n + 2 r ) ,  - v a l e u r s d i t e s  exceptionnel les-  

on devra remplacer, dans l e s  développernents ci-dessus, E'/O e t  E'/O ( ) o g  
l l o g  € I 2  

E - 1/0) par  l o g  E e t  , respect ivernent.  

zP admet des développernents analogues, avec Ã h  à I a  p lace  de 



Finalement, on obtient ceux de @E = f*(I - Y-€) 1ulp'*, E > O ,  
d 5 I 'aide de ceux de HoE, grdce à Ia formule = ( l - ~ - ~ )  = -6- . 

E' 

I + G ~  , si n est pair 
I 

m 
h h + P + 1  

2 - 1 (-i) A h  .E + G p  , si n est impair . 1 h-O h + $ + 1  
i 
i 

G~ admet également une partic finie que I 'on note G ~ ,  
-E 

Si Re p  > -2 le symbole Pf est inutile et l'on a :  

R 3  dés i gnant 1 'extérieur du -cone. 

~ i u s  géneraiement, posons s:'~= f; yE iogm u. on a 

d'oÜ i 1 s'ensuit 



s:'~ a doric une p a r t i e  i n f i n i e  déterminée à p a r t i r  de c e l l e  de 

$+2a par d é r i v a t i o n  rn f o i s  e t  I ' o n  peut d é f i n i r  sa p a r t i e  f i n i e  

@ k W ,  c e i  

l e u r  p a r t  

De I a  &me manière on peut d é f i n i r  l e s  d i s t r i b u t i o n s  e t  

l e - c i  é t a n t  associêe è i a  f o n c t i o n  ( I  - Y-€)  lu(^'^ logm lu1 e t  

i e  f i n i e .  

P D'après (1.15) i l  e s t  c l a i r  que I a  d i s t r i b u t i o n  S , que nous 

noterons désormais S(p) ,  e s t  une f o n c t i o n  de p à va leurs  dans (S) ' ( l e  

dual de ( S ) ) ,  ana ly t ique  dans l e  demi-plan Re p >  -2. 

INéanmoins, S(p)  peut a v o i r  des pÔles simples ou doubles d a n s l e  

demi-plan Re p $ -2, comme nous montrerons dans I a  s u i t e .  

S,it po un nombre complexe te1 que Re po < -2, e t  considérons un 

c e r c l e  C de cen t re  po e t  de rayon p assez p e t i t  pour que C ne cont ienne 

aucun nombre except ionnel  a u t r e  que po. Posons p = p,, + 2 1 ,  h é t a n t  te1 

que I h I  < ;r . S i  h # O,  p n ' e s t  jamais excep t ionne l .  

Cln a, par d é f i n i t i o n  même de S ( p ) :  

I im Is(P) - SE(p) + I~(P) 1 = O , 
€'O 

pour chaque p ;  oÜ SE (p) admet l e s  développements (1 .12) e t  IE (p) e s t  sa 

p a r t i e  f i n i e  Posons 

e t  p laçons-no~s  dans l e  cas OU n e s t  p a i r .  I1 e s t  a i s é  de v o i r  que I a  

d i f f é r e n c e  



o Ü j p [ d é n o t e  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  > Re p ,  est. majoré en module par 

dont chaque terme tend vers 0,  e t  ne dépend pas de A .  Cela prouve b i e n  

que F,(pO + ZX) converge Uniformément à I ' i n t é r i e u r  du c e r c l e  C, vers 

S ( P ~  + 2X), quand E + 0 .  

po/2+A 
D ' a u t r e  p a r t ,  SE(po + 21) = fr YE U e s t  fonc t ion  h o l o -  

morphe de A dans C. I1 en e s t  de même de r E ( p 0  + 2A), pourvu que po ne 

s o i t  pas except ionnel .  

S o i t  donc po non-exceptionnel.  I1 r é s u l t e  de ce qui  précèae, 

que I a  f o n c t i o n  FE(pO + 21) e s t  holomorphe à l ' i n t é r i e u r  de C, pour cha- 

que E > O, e t  en p l u s  converge uniformément vers s ( p 0  + 2h) quand E -t O .  

On en c o n c l u t ,  comme conséquence du théorème de Weierstrass, que l a f o n c -  

t i o n  s ( p o  + 2A) e s t  aussi holomorphe dans l e  même domaine e t  qu 'on peut 

I a  d é r i v e r  terme à terme: 

s ( p 0  + 2 ~ )  e s t ,  donc, développable en s é r i e  de Taylor  en t o u t  

p o i n t  i n t é r i e u r  à C: 



JIi '4" 
avec . (pO) = l im - s ( p o  + 2 h ) .  

A+O dAV 

Mais, compte tenu de ( 2 . 11 ,  on a: 

Comme i l  e s t  quest ion i c i  d lun  cas où I ' o n  a l e  d r o i t  d ' i n t e r -  

v e r t i r  l e s  opéra t ions  de l i m i t e ,  on trouve, donc 

De ( 2 . 4 )  e t  du f a i t  que I (pO,m)  e s t  une combinaison l i n é a i r e  

de fonc t ions  du type E' logV E , Re O ,  v  > O ,  i l  r é s u l t e  que l E ( p O , m )  

e s t  d e f i n i  sans ambigui té  comrne I a  p a r t i e  i n f i n i e  de S ( p  ,m) e t  par con- 
E O 

séquen t : 

On a, donc, l e  développement en s é r i e  de Tay lo r  

uniformément convergent à I ' i n t é r i e u r  de C e t  dont l e s  c o e f f i c i e n t s  sont 

l e s  d i s t r i b u t i o n s  i n v a r i a n t e s  associées, au sens Methée, aux p a i r e s  

On s e r a i t  mené à I a  

Exam i nons 

t i o n n e l .  I1  y a t r o  

même conc lus ion  s i  n é t a i t  impai r .  

, maintenant,  ce que se passe lorsque po e s t  excep- 

i s  cas ã d i s t i n g u e r :  



72-2 a)  p = -2k , n p a i r  e t  k 3 

n-2 b) p =  -2k , n p a i r  e t  k < - o u  n impai r ;  
2 

. c ) p =  - (n+2r) , n impai r  

Considérons l e  premier cas. On v o i t  que I&(-2k+2A) se compose 

d 'une p a r t i e  non holomorphe pour A=O e t  d 'une a u t r e ,  J (-2k+2A) holomor- 

phe dans l e  c e r c l e  C, de cen t re  -2k e t  rayon p < -2. 

La f o n c t i o n  FE(-2k+2A) = SE(-2k+2A) - I&(-2k+2A), E > 0, e s t  donc holo-  

morphe dans 1 -  c e r c l e  C, p r i v é  de son cen t re .  D ' a i l l e u r s ,  FE(-2k + 2A) 

n ' y  r e s t e  pas bornêe. Cependant, s i  I ' o n  o j o u t e  à FE(-2k + 2A) l e s  quan- 

t i t é s  - A 
1 - , on o b t i e n t  une f o n c t i o n  

k - I  h '  Bk- 1 h2 

E A  - 1 E X  - 1 GE(-2k + 2X) = SE(-2k + 2X) + Ak-] - + B k - f  h - 
A 

l o g  E - 

dont l e  module e s t  borné par une q u a n t i t é  f i x e ,  lorsque O c A < 1 .  I 1  en 

r é s u l t e ,  se lon the theorème de Riemann, que I a  f o n c t i o n  G (-2k+2A), &>O, 

e s t  aussi holomorphe pour A=O. 

1 1 
Du r e s t e ,  G ( - 2 k + 2 ~ )  = F E ( - 2 k + 2 ~ )  - Ak-l 7 + Bk- - converge 

1 
2 A 2  

uniformément ve rs  G ( - 2 k + 2 ~ )  = S(-2k+2h) - Ak-] i + Bk-%& lo rsque  &+O, 

dans l e  c e r c l e  I A /  1 .  I 1  en r é s u l t e  que ~ ~ ( - 2 k + 2 h )  e s t  holomorphe dans 

l e  c e r c l e  / A (  < 1 ,  e t  qu 'on  a ,  en p l u s :  



Passant ã I a  l i m i t e ,  pour h+O, on o b t i e n t :  

$" 2 2 - 1  
= 1 im 1 i m  { - S (-2k+2A) + - - G? E'-] 

l o g  E B - 
dXV A 

Ak-l + - - 
€+O h+O dhrn E dhm A 

cornpte tenu de 

S 2-1 - l o g  
m+ l 

I i m  - - -  
h -+ O dArn A 

rn 

En répé tan t  l e  raisonnement que nous avons f a i t  pour l e  cas 

précédent,  on e s t  mené à 



1 D 'au t re  p a r t ,  I a  f o n c t i o n  s(-2k+2A) - 
Ak-l 7 

1 + Bk-q h+ ,étant  

holomorphe dans / A /  < 1 ,  y e s t  développable en s é r i e  de Taylor :  

I1 s ' e n s u i t  de (2.11) que ?(-2k) = s(-2k,rn), c ' e s t - à - d i r e  
-k rn 

T ~ ( - 2 k )  e s t  l a  d i s t r i b u t i o n  associée à I a  p a i r e  ( ~ f  Y u l o g  u ,  O ) .  

Donc, I a  f o n c t i o n  ~ ( p )  admet, au vo is inage  de p= -2k, l e  dévelop- 

ment en s é r i e  de Laurent su ivan t :  

s i  n e s t  p a i r  e t  s i  k > 5 . A i n s i ,  p =  -2k e s t  à I a  f o i s  un pô le  simple e t  

double pour ~ ( p ) .  

S o i t  maintenant l e  deuxième cas. I1  e s t  a i s é  de v o i r  que 

I ( -2k -2X)  ne c o n t i e n t  pas des termes en B n ; par conséquent, un ra ison-  
k-2  

nement analogue au précedent mènera i t  au développement su ivan t :  

s i  n e s t  p a i r  e t  k  ou s i  n e s t  impai r .  2  

Enfim, dans l e  t ro i s iême cas, on t rouve  l e  développementen sé- 

r i e  de Laurent de S(-n-Zr+2X), n impai r ,  v a l a b l e  dans 

s i  n e s t  impai r .  

D'une manière analogue on o b t i e n t  pour l e s  f o n c t i o n s  S ( p )  e t  

G(p) l e s  développernents su ivan ts ,  va lab les  dans un vo is inagesuf f isamment  

p e t i t  deX=O: 



s i  p o s t  non except ionnel .  

-2 - - 1 - hm 
,?(-2k + 2 1 )  - - B h  + A k - ,  h + 1 ; ( -2k ,m)  - ( 1 3 ' )  

k -  '2 v= o r n !  
2  

s i  n e s t  p a i r  e t  k  > E  
2 

n s i  n e s t  p e i r  e t  k  5 - .  2  

s i  p e s t  impai r  

s i  n e s t  p a i r  e t  k  > n .  2 

k -  1 h" ( 2  + 2  = ( I )  A  h  + G(-2k .m)  (14" )  
rn= O 

n 
s i  n e s t  p a i r  e t  k < , ou b ien  s i  n  e s t  impai r .  

s i  n e s t  impa i r .  



3. LES TRANSFORMEES DE FOURIER DES Zp 

Retournons à l a  d i s t r i b u t i o n  de Riesz-Schwartz qu i ,  dans l a  

nouvel l e  n o t a t i o n  s ' ê c r i  t 

non except ionnel .  

= 1 i m Zn-2k+2A , k = 1,2, ... 
A - t O  

mier 

v o i s  

chy, 

f i n i  

Pour a v o i r  donc exp l i c i tement  Zn-2k e t  Z- il s u f f i t  de c a l c u l e r  l e  pre- 
2 r  

terme du développement de Zn-2k+2A et '-2r+2h en s é r i e s  de Tay lo r  au 

I nage de h=O, ce qu'on o b t i e n t  en m u l t i p l i a n t ,  se lon I a  r ê g l e  de Cau- 

l e s  développements de chaque f o n c t i o n  de h, in teruenant  dans l a  dé- 

de Zn-2k+2h et Z-2r+21' 

Les fonct  ions l/r (z) sont des fonct  ions holomorphes e n t  i è r e s  de 

z. Au vo is inage  de zo # -r, r = 0,1,2, ..., on a l e  développement de Tay- 

l o r  su ivan t  

d r' (2) 
$ ( z )  = , l o g  r(z) = . S i  z0 = -r, on o b t i e n t ,  ã I ' a i d e  de I a  f o r -  

mule 

l e  développement 



La f o n c t i o n  2-2h é tan t ,  auss i ,  holomorphe, on a 

h 2-2";1 - (2 l o g  2 )h  + (4 10g 2) r - ... (4) 

En tenant compte de (2.14) e t  (3.1,2,3,4), on o b t i e n t  comme 

premier terme du développement de Z n-2k+2A : 

k-I  
d 'oü l ' o n  t i r e ,  sachant que (k - I ) !  Ak-] = H . 

72-2 - pour k = 1,2, . .., s i  n est p a i r  e t  k = 1,2, ..., s i  n e s t  impai r .  

De I a  même maniere, on o b t i e n t  l e  premier terme de Z-2r+2h 

s i  n e s t  p a i r  

s i  n e s t  impai r .  

1 1  en r é s u l t e ,  par (1.13) que 

La transformée de Four ie r  de Z pour Re q 5 0, s l e s t  t rouvée 
q' 

égale à 



S(P), S ( p )  e t  G(p) é t a n t  des f o n c t i o n s  ana ly t igues  de p ,  pour p # - 2k , 
-n-2r,  c e t t e  formule es t  encore v a l a b l e  pour Re q > 0 ,  ã I ' excep t ion  de 

q = Zk, n+2r. 

Pour a v o i r  F E : 2 k  e t  FZ,+2, nous niavons quiã c a l c u l e r  l e  pre-  

mier  terme dans l e s  développenents en série deTaylor des fonct ions F Z 2 k + 2 A  e t  
- 
i- z 

n+2r+2A ' 

F Z 2 k + 2 X  se pri isente comme I a  somrne de t r o i s  f o n c t i o n s  de A :  

dont les  va leurs  sont des d i s t r i b u t i o n s  ayant pour support l e s  eosembles 

ferrnés R1, c2 e t  R 3 ,  respect  ivement. En développant chacune des ces fonc-  

t i o n s  en s é r i e  de Laurent,  au vo is inage  de A = O ,  à l ' a i d e  de 

on o b t i e n t ,  pour n p a i r  e t  k 2 
2 



k + - l k  jkl + I (2 log (2n) - in) Bk - n J h'' + 
1 

k 
+ (-I)~ St-~k) + (-1) (2 log (2n) - in) Ã k-1 + 

2 

+ (-1) 
k-1 (2 log (2n) - in) 

2 

On voit que chaque fonction comporte séparément des singularités en A 

ayant pour support Ia surface du cone d'ondes, mais elles sont suppri- 

mées dans Ia fonction FZ 2k+2A, la somme des termes infinis étant nulle, 

en vertu de:; relations 

On a donc l i ?  résul tat suivant 

n si nest pair et k > T .  

Un calcul semblable donne, compte tenu de (2.14), (3.8) e t  

( 3 . 9 ) :  



+ G(-2k) + ( - l l k  i n  (  - i k - , ) }  , 

n 
s i  n e s t  p a i r  e t  k <  ou s i  n es t  impai r .  

En développant I a  f o n c t i o n  FZn+2r+2X, n impai r ,  on t rouve  

+ (2 iog  (2a) + i n )  Br + O (A)] 

s i  n e s t  impai r  

I I e s t  convenable d u é c r i  r e  ces résu l  t a t s  en termes des H~ e t  

des dalembert iens i t é r é s  de à l u a i d e  des r e l a t i o n s  (1.12) e t  (1.13). 

Nous adoptons dês maintenant I a  n o t a t i o n  su ivante:  

pour t o u t  p complexe. 



71-2 
s i  n e s t  p a i r  e t  k > - .  2 

n-2 
OU s i  n es t  impai r .  s i  n e s t  p a i r  e t  k - 

s i  n e s t  impai r  

S o i t  2 I a  transformée de Z par  une invers ion  du temps. L ' ima-  
4 - 4 

ge de F ç u r i e r  de Z s ' o b t i e n t  t o u t  simplement, en rep laçan t  dans F Z  
4 4 '  

l e s  S e t  l e s  H par l e s  5 e t  l e s  H ,  respect ivement, en v e r t u  de I a  pro-  

p r i é t é  de I a  t rans fo rmat ion  de F o u r i e r :  

Pour q non except ionnel  on a 

~i = ( )  { exp(+ 9) L?( -~ )  + exp (-  ") S(-4) + G(-4) 
4  



La connaissance des images de Four ie r  des Z permet d ' o b t e -  
n+p 

n i r  immédiatement c e l l e s  de S(p) ,  pour l e s  va leurs  non except ionnels  de 

p, en v e r t u  de i a  formule (3 .1 ) .  Les r e l a t i o n s  (3.5) e t  (3.6) donnent 
n  -2 également l e i  images de Four ie r  de (pour n p a i r  e t  k <  7 ou n i m -  

p a i r )  e t  de B . Néanmoins, on ne conna i t  pas des r e l a t i o n s  e n t r e  Z e t  
k r 

n-2 4 
H , s i  n e s t  p a i r  e t  k > qu'on puisse u t i l i s e r  pour c a l c u l e r  

On peut,  t o u t e f o i s ,  o b t e n i r  l e s  iniages de Four ie r  de f f k ,  quels  

que so ien t  k e t  n, aussi  b ien  que c e l l e s  de S(p,rn), rn = 0,1,2 ,... à par-  

t i r  de I 'express ion de Fs(p )  dédui t e  de (3.1) par appl i c a t i o n  de I a  

t rõnsforrnat ion de F o u r i e r :  

En tenant cornpte des r é s u l t a t s  de I a  s e c t i o n  p r é c é d e n t e ,  on 

peut é c r i r e :  

pour p e t  -n-p non except ionnel S .  

Rappelons que, s i  p n ' e s t  pas except ionnel ,  S(p+Zh) e s t  déve- 

loppable en s é r i e  de Taylor  uniformément convergente dans un vo is inage  

assez pe t  i t  de p :  



I I es t  de &me de son image de Four i e r  : 

en v e r t u  de I a  c o n t i n u i t é  de I a  t rans fo rmat ion  de F o u r i e r .  

Par conséquent, on peut o b t e n i r  Fs(p,m), m = 0,1,2,. . . , t o u t  

simplernent en évaluant  l e s  c o e f f i c i e n t s  du développement deFS(p+ZA) en 

puissances de A,  à p a r t i r  de I a  formule (4.2).  Notons que F S ( ~ + ~ A )  e s t  I a  - - 
somme de t r o i s  d i s t r i b u t i o n s  ayant pour suppor t ,  respectivernent, Q l ,  Q2 

e t  n3, dont,  chacune e s t  l e  p r o d u i t  de c e r t a i n e s  f o n c t i o n s  de h ,  tou tes  

développables par s é r i e s  de Tay lo r  ou de Laurent .  P a r m u l t i p l i c a t i o n , t e r -  

me à terme, de ces sé r ies ,  on abou t i  t au développement de F s ( ~ + ~ A ) .  S i  

p n ' e s t  pas except ionnel ,  on a: 

n --p-1-2 - 1  a 

1 2  
C )  - í I  ' 2 ' 7  1 (- 2 l o g  s )  

2 
Q=O a !  

e t  pour n+p non except ionnel ,  on a: 



S i  1 'o. pose S(p,m) = T(p,rn) + ?(p,rn) + T (p.rn) , w, 
?(p,m) et  

m! 
'T(p_,m) é t a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de Xm dans l e s  t r o i s  s é r i e s  m. 

qui  composent c e l l e  de F s ( p + 2 ~ )  e t  ayant  pour support nl, n2 e t  n3, res-  

pect ivement, on t rouve  

avec 

..("I (-2 l o g  da ( - i a )  
s 

a" = J 
t - 

j,h,&,s 2 0 a !  s !  
[j+h+ .+s = m-t] 

m  
a é t a n t  obtenu de am par passage de - i a  à + i a ,  t t 

Dans I ' e x p r e s s i o n  de ces c o e f f i c i e n t s ,  I a  somme des ind ices  d o i t  ê t r e  é- 

ga le  à m-t,  ce qui  e s t  ind iqué par l e  c roche t .  

Posons 



On a, donc, 

Ce t te  expression, qu i  général i s e  I a  formule (4.2), donne, en 

p a r t i c u l  te r ,  pour m=l : 

I1  e s t  u t i  

pendent que de l a  d i  

Cas exceptionnels 

l e  de no te r  que 

f fé rence  m - t :  on 

m m 
l e s  c o e f f i c i e n t s  a:, bt e t  c ne dé- t 

- 1 a t o u j o u r s  um =am-' - = 
t t - I  t-2 " '  ' 

La formule (1.10) n ' e s t  v a l a b l e  que s i  p e t  -(n+p) sont à t a  

f o i s  non except ionnels .  S i  l ' u n  ou l ' a u t r e  son except ionnels ,  a l o r s  au 

moins une des s é r i e s  de Tay lo r  (4.4) d o i t  ê t r e  remplacée par une s é r i e  

de Laurent.  



Nous nous occuperons, dlabord, du cas oÜ -(n+p) e s t  except ion-  

n e l ,  sans que p lui-même l e  s o i t .  Cela se p r o d u i t  lorsque p = 2k - n, n 

impai r ,  e t  lorsque p = 2 r ,  n p a i r  ou impai r ,  k = 1,2, ..., r = 0,1, . . .  

a)  S o i t  p = 2k - n, n impai r .  On a 

m - 1 
( - ' I t  S ( -2k , t )h  S(-n-p-2A) = S(-2k-2X) = -A X + 1 - t 

71-1 
t=O t !  

tous l e s  au t res  développements r e s t a n t  inchangés. D 1 a u t r e  p a r t ,  

k 
exp(; in(?))  dev ien t  e x p ( i  i n k )  = (-1) . 

I I  en r é s u l t e  que T(2k-n,m) aura un terme suppiémentaire en 

dloÜ i l  s ' e n s u i t ,  compte tenu de (3.12) e t  (4 .8) ,  



m On note que dans cette formule Ia constante a-l ne figure pas. 
Cela se doit au fait que uml est le coefficient de la distribution 

Ak-l +Ãk-l ' 

qui est nulle. 

A I'aide de (1.12), (4.13) s'écrit 

m m m 
Pour m=O et m=l les coefficients at, b et ct son égaux 

t 

a O = a l = .  ( , ) = I ,  
o 1 o 0  

2+2k-n 2+2k-n ai = cc (k) + a (-) - 2 iog a = $ (k) + ~i (- 2k-n 
o 1 1 2  2 - 2 log n = C(-), 

b O = b l  = o ,  bO = b' = 0 , bl_, = - - 2 > ' "  1r L 

-1 o o 1 

c O  = c 1  = O , co  = c1 = 2k-n v ,  c1 =lT<(-+ , ... 
O 1 -1 o - 1 

oÜ 5 (5) dérigne la fonstion $ (T) + $ (9) - 2 log n. Cela nous donne 



b) p = 2 r .  Dans ce cas (4.4 - e , e i )  devront ê t r e  remplacés, 

respect  ivement, par :  

s i  n e s t  p a i r ,  e t  par 

s i  n e s t  impai r .  

Dans l e  cas n p a i r ,  ~ ( 2 r , r n )  (resp. T(2r,rn), T (2r,rn)) aura des 

termes s ~ p ~ l é m e n t a i r e s ,  p ropor t ionne ls  à B (resp. Br, B ~ )  e t  à * 
- r n -+r-I 

(resp.  A~ > A ,  ) : 2 
2+r - 1  -2+r-l 



pour n p a i r .  

S i  n e s t  impair,  T ( 2 r , m )  aura un terme p r o p o r t i o n a l  â B mais r '  
T ( 2 r , r n )  n 'aura  pas de termes supplémentaires: 



d ' o ü  i l  résulte 

pour n impair. 

Les formules (4.17) et (4.18) peuvent s'écrire en fonction des 
n/2+r-1 I1 et des H+ - , à I'aide de (1.13) et (1.12): 



+ bm P (-n-2r,t) - i c: 
t + 

pour n p a i r ,  

pour n imgai r .  

En p a r t i c u l  i e r ,  on t rouve pour m=O: 

s i  n e s t  p a i r  

s i  n e s t  impai r .  

En present  m=l , on a: 



si n est pair et 

+ c (r) P(-n-2r) - P(-n-2r, 1) - ia P-(-n-2r) 1 
(24) 

n+2r 
si n est impair; avec c(]*) = $(-) +$(r+l) - 2 log a. Rappelons que, 2 

i n e p a i ,  - -  = b(-n-~r) ; 8(-n-2r)]. 

Etudions maintenant, les cas oÜ p est exceptionnel, à savoir 
n-2 ies quatre cas suivants: p = -2k, n pair et k > - ; p = -2k, n pair 

n-2 
2 

e t k ~  - 2 
; p = -2k, n impair et finalement p = -(n+2r), n impair,. 

72-2 c) Dans le premier,p= -2k, n pair et k > ~ o n  a Ia série de 

Laurent 

ce qui nous permet d'obtenir non seulement les images deS(-2k,m) mais 

aussi celles der B k g e t  de Ak-l. D'autre part, 2k-n n'étant pas excep- 

tionnel, i 1  n'y a pas des termes singuliers dans le développernent de Ia 

fonct ion S(2k-n-2A) : 



71 I 1  arrive que, les valeurs 7 - ket I-k, k = 1,2,3,. .., étant 

des põles pour Ia fonctionr, lesdéveloppements (4-a,b) ne sont dlus 

valables. Cherchons, donc, le développementde Ia fonction r(z) au Aisi- 

nage d'un pÔle. On peut le déterminer à I'aide de Ia formule 

r(-m+~) = 
cosec nh m = 0,1,2,.. 

(m+l -h) 

La fonction 
1 

7- peut être développée en série de Taylor au voisi- m+l -h 
nage de X=O. On a 

avec 

En uti l i sant le développement 

1 (-\)r-1 cosec nX = - + 2sh 1 
r=i r2 (r2-h2) 

on obtient 

m - 1 cosec nX = n h2~-1 

p=O 

o Ü B  dênote lenurnêrode Bernouilli(l) définit par l'équation 
2P 

(I) Voir ~ . ~ r d é l ~ i ~ .  



On trouve alors le dêveloppement de r(-m+X) en série de Laurent au voi- 

sinage de X=O 

Nous aurons, donc, au lieu de (4.4 - a, b, e) les séries 

( - 1  
b ' )  r(i - k +  A )  = - 1 (i<-I) hh-l 

(k-l ) ! h=O 



m 

e ' )  G(2k-n-2X) = 1 - (-'It F(2k-n, t )  ht 
t-O t ! 

En recherchant l e  c o e f f  i c i e n t  de on t rouvera  I ' image de Four ie r  de 

ce qu i  peut auss i  s ' é c r i r e :  
n n 

(-')l v2r + I - 
F B  = r P(2p)  n 2 r !  (- +  P - I ) !  

2 

Analoguement, l e  coe f f  i c i e n t  de h-' nous donne I ' image de A 
k - I '  

II e s t  a i s é  de v o i r  que FAk-l e s t  égal â 

avec 



k-I 
On en dédui  t H , compte t enu  d e  ( I .  12)  : 

k - E  2k-!L - 1 

I - I 2 a  
2 

F H  - i l $ ( k  - 5 + 1 )  - 2 l o g  n - y /  ~ ( 2 k - n )  
n 2 ( k - Y ) !  

- P(2k -n ,  1 ) - i a  P -  (2k-n)  1 , 

n 
pour n p a i r  e t  k 2 7 .  

On t r o u v e ,  en f  i n ,  l e s  images d e  F o u r i e r  d e  S ( -2k ,m)  : 



En particul i e r ,  on a  pour m=O: 

1 a0 = (2- E) + 6 ( k -1 )  + T (-2 log nI2  + B ( k -  ;) 6 ( k -1 )  = 
0 1 2 1  o o 

- n 1 
2  iog n b 0 ( k - 7 )  + ~ ~ ( k - l ) ]  = 7 ( k )  + $ ( k - $ + I )  + (2 

- 4 ioe + ( $ ( k - $ + l ) + $ ( k ) )  + 2 + ( k ) $ ( k - $ + I )  - $ l ( k - $ )  -$'(k) 

2 n 2  + -  .?]=L EE2(k - 7) - c b ( k  - T) r - s 2 ]  , 
3 2 3 

a: = Bo ( k  - $1 + 6 0  ( k - I )  - 2  log n  = c ( k  - i) , 
o n n2 o 

a 6 k  - 7) 6 1 = 1 , b0 = - O 
c = s c ( k - $ )  , c  = n  

o O 1 

En prenant m=l on trouve 



Cela nous donne 

n-2 d) S o i t  maintenant p =  - 2 k ,  k 5 -2 , n p a i r .  On a a l o r s  

n 
Dans ce cas X=O n ' e s t  p l u s  un p ô l e  pour I'(- - k + X  1.  Par conséquent on 

2 
d o i t  remplacer ( 4 . 4  - a ' )  par 



D1autre part la fonction S(2k-n-2X) nlétant plus holomorphe au 

voisinage de A = O ,  elle admet le développement en série de Laurent 

P a r  un calcul analogue au précédent on trouve, comme coeffici- 

ent de A-'  

( 1  ) - 1  (?- k -  l)! ;- 2 -  1 
F*k-l = - - (-1) i r  A~ - - 2k+ 1 

2(k-I)! a2 
- - k -  1 
2 

- 
- + P(2k-n) 1 

T - k -  1 

d'oü i 1  s'ensuit 

De la même maniêre, si l'on on pose 

on obtient 



m m m m 
avec at = at + bt - ie t ' 

I I en résul t e  que 



* ( -p  (T - k  - I ) !  2 - k - ~  n  z e d l  . nl ; - k - ~  
= - 

H+ E- 
+ 

F - 2 k + l  ($- k -  I ) !  . i ( E -  k -  I ) !  
2 ( k - l ) ! n  

2  

En prenant m=O, on t rouve  donc 

n  - - k -  I n 
n2 2 - - k - 1  - i n  P(2k -n )  - 2  

n H+ - i n  q ( - k )  H -  
2 (- -  k  - I ) !  

3 ( 4 7 )  

2  

n+P oÜ n($) dér igne Ia f o n c t i o n  $ + y i ( -  2) - 2 log  n .  

En prenant m=l on t rouve '  



e)  Le t ro is ièn ie cas p = -2k, n irnpair, ne d i f f é r e  du précédent 

que par  l e  f a i t  que ~ ( 2 k - n )  e s t  maintenant holornorphe. 

On trouve, a l o r s  

d ' o ü  i l  v i e n t  

n-2k k- l  r ( T )  
F í I  = 

n ~ ( 2 k - n )  
7 - 2 k + l  

2 a 

pour n impai r .  



En prenant successivernent m=O, m=l on o b t i e n t  

n é t a n t  impai r .  Rappelons que s i  n e s t  i n p a i r ,  on a 

f )  En f in ,  pour terminer ,  s o i t p =  -n-2r, r = 0,1,2, . . . ,  n im- 

p a i r .  De (3.15") on t i r e  l a  s é r i e  

Dans ce cas l e s  développements 



do iven t  remplacer l e s  développements correspondants du cas précédent.  

On t rouve 

2-n -2r R 

am = L' ti-, ( r )  " h ( T )  ( -2  l o g  8 )  

t e! 
j ,h ,R  2 O 

[ j + h + ~  = m - t + ~ ]  



On v o i  t que pour m=O e t  pour m=l l a  formule (4.56) dev ien t  

oü nous avons noté (2) 
- (, (Y) . 

Nous avons, a i n s i ,  t rouvé  l e s  transformées de Four ierdesS(p,m) 

pour t o u t  complexe p e t  m=O,I ,... . Nous obtenons immédiatement l e s  i- 

mages des ?(p,m) en appl i can t  l a  p r o p r i é t é  b ien  connue de I a  t ransforma- 

t i o n  de Four ie r  

Pour FS(p,m) i l  suff  i t, donc, de in terchanger  dans chaque formule, l e s  S 

e t  l e s  i?, l e s  A e t  l e s  Á, e t  l e s  H e t  l e s  H, respect ivement. Evidemment, 

c e t t e  remarque s 'app l  ique auss i  à F Z ~ .  

I1 nous r e s t e  à c a l c u l e r  l e s  transformées de F o u r i e r  des d i s -  

t r i b u t i o n s  G(p,m), pour tou tes  l e s  va leurs  de p. S i  p e t  -p-n ne sont 

pas except ionnels  on peut a v o i r  ces images en u t i l  i s a n t  I a  formule (3.7): 

l a  moyenne a r i thmét ique .de  Z e t  S aura pour image de F o u r i e r  l a  d i s -  
4 4 

tr i b u t  i o n  

Comme Z + 2 e s t  évidemment symmétrique, sa transformé e t  sá transformée 
9 ? - 

conjuguée co inc iden t ,  donc on peut remplacer F à F dans Ia formule c i -  



dessus. A l o r s  en prenant I a  t rans fo rmat ion  de F o u r i e r  inverse des deux 

côtés de (4.62), on a u r a ,  avec p = -q 

d'oÜ i l r é s u l  te ,  compte tenu de (4.2) e t  de I a  remarque f a i  t e  ci-dessus, 

pour p e t  -n-p non except ionnels .  Ce t te  formule ne d i f f è r e  de (4.2) que 

par l e  fac teur  cos (T) devant G(-n-p) e t  par I a  présence de cos (T) à 

I a  p lsce  de exp (i i T) . En recharchant l e s  coeff  i c i e n t s  du développe- 

ment de FG(p+2A) en s é r i e  de Taylor  ou de Laurent,  selon I a  r ê g l e  que 

nous avons u t i  l isée jusqu '  i c i ,  nous obt iendrons l e s  transformees de G(p,m) 

pour t o u t  p e t  pour m = 0,1,2, ... . 

Dans l e  cas non except ionnel ,  on a, compte tenu de l e s  r e l a -  

t i o n s  (4.4. - a,b,c,e,el) e  de 

cos ( y  + A) = cos 
p+ (-I)" ÍTZU A 2 ~  

u=O (2u) !  

+ < cos (y) G(-n-p,t) 1 
avec q'= a: + b:, a; e t  b: é t a n t  déf  

n71 
am t cos +) s+(-n-p,t) + 

n i s  par (4.5) e t  (4.61, respec- 

t ivement. Cet te  formule e s t  I a  g ê n ê r a l i s a t i o n  de (4.64) .  1 1  f a u t  remar- 

quer que s i  n e s t  impai r ,  F G ( p , m )  e s t  nu1 \ e  à 1 ' i n t é r i e u r  du cône de l u -  

mière.  



< i )  p = 2k -n, n impair.  On trouve a l o r s  

2+2k-n 
FG(2k-n, m) .: - (k-1): r(-) 

rn! i ( - 1  lk cf!, 
2k- + 1  

a 2  

En prenant b7=0 e t  puis m=l on aura 

i k - n  2+2k-n 
oü =: $ ( k )  + $ (-) - 2 log n. 

b )  p = 2 r .  S i  n es t  impair on trouvera 



ce qui  donne en prenant m=0 e t  m=l 

n+2r 
( - ] ) r  r !  r+) 

F G ( 2 r , l )  = - - { c  ( r )  ( - n - 2 r )  - ( - n - 2 r , l )  I 
2 + 2 r + i  

n ( 7 2 )  

S i  n est p a i r ,  on obt ier idra 

n ( - { ) r  r !  (T + r - l ) !  
F G ( 2 r , m )  = - 

I1 

n 

bm2 ar 
m! p + 2 r + ~  

dioÜ i l  s'ensuit 



r  
n 2  

$ + r  - I 
- y - 2 log n] n 6 O  + n 2(? + r  - I ) !  

H+ 

. 7 
+ 5 ( r )  P(-n-2r) - P(-n-2r, I )  (75) 

I 

si n est pair. 

n c )  p = - 2 k ,  n pair, k > Z  . Un raisonnement semblable à celui 

d e  Ia page mènerait aux résultats suivants 

et, compte tenu d e  (4.35, 36, 37) ,  



n n $ -  k - I ) !  7- k - l - 
n - - 2k+ I  1 ($ - k - I ) !  

H+ 

( k- l ) !  n 
2 I 



n 
pour n pai r  e t  k < 2 ' 

( k -  i ) ! rL  

( k - i ) !  nL 

1 



f )  p = -n-2r, n impai r .  S i  I 'on rernplace (4.4-d) par 

n+2r - 1 n+2r - 1 
-n-2r rrn (_ I  pr2u+1 2u+l 

COS r(- + A ) = ( - I )  s i n  r A  = ( - I )  C A 
u=o (2u+l) ! 

(85) 
on o b t i e n t ,  par I a  r è g l e  u s u e l l e ,  

ce qu i  donne 

e t ,  f ina lement ,  

2-n-2r 
< ( r )  dénotant l e  numéro Ji ( r + l )  + J, (T) - 2 l o g  n 
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