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On s'est proposé de rechercher les transformées de Fourierde
certaines familles de distributions sur R” (nx2) invariantes dans le grou-
pe propre de Lorentz, a savoir, les distributions associées aux fonctions
uP/Z log ™|u|, u étant la forme quadratique u = x;‘; - :g: xﬁ, pour tout
complexe p et tout entier m>0, et aux derivées a(k)(n). k>0, de ladistri-
bution de Dirac. Ces distributions sont liées aux solutions invariantes
de 1'équation DT= 8, et, dans le cas m=0, ont été étudiées par P D
Methée? qui en a, ultérieurernent® calculé les iniages de Fourier. La mé-
thode qu'on developpe ici s'appuie sur le prolongement analytique d'une

formule due a M.Laurent Schwartz!l,

Propoe-se determinar as transformadas de Fourier de certas fa-

milias de distribuicdes sobre R* (n22) invariantes pelo grupo proprio de

Lorentz, a saber, as distribuigbes associadas as fungoes up/2 ]ogm|ul, u
-, n=1

sendo a forma quadratica u = xfz - 71§1 xi , para todo complexo p e todo

inteiro w20 e as derivadas 6(70 (n), k20, da distribuicdo de Dirac. Essas

distribuicdes relacionam-se com as solugdes invariantes da equagao ]:_]T= 60
e, no caso m=0, foram estudadas por P.D.Methée?, que mais tarde calculou
suas imagens de Fourier. O método que se desenvolveu aqui se apoia sobre

o prolongamento analTtico de uma férmula de M.Laurent Schwartzl,

1. INTRODUCTION

On s'est proposé dans ce travail de rechercher les transfor-
mées de Fourier de certaines familles de distributions invariantes dans

le groupe propre de Lorentz. Il s'agit des distributions définies dans
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]'espace B muni de la forme quadratique u = XEL -z2 - ... - %2 et

associées aux fonctions up/Z log m|u], p étant compllexe et m=0,l_,2,...,
et auxdérivéesde tout ordrede la distribution de Dirac & (u). Ces
distributions, dans le cas m=0, ont été étudiées dans la Thése de doc-
torat de M.P.D.Methée2, qui dans deux Notes ultérieures® apublié leurs

images de Fourier.

On développe ici une méthode différent pour obtenir les mémes
transformées, laquelle s'appuie sur le prolongement analytique d'une
formule due & M.Laurent Schwartz!. Cette méthode donne en plus les ima-
p/2.

ges de Fourier des u log mlu}, m=1,2,... . On supposera connus les

fondements de la théorie des distributions, dont on trouve un exposé

approfondi dans le livre de M. Laurent Schwartz!.

Je tiens a témoigner na profonde gratitude & M. Laurent
Schwartz qui m'a toujours assistée, conseillée, guidée, pendant mon sé-
jour en France. C'est lui qui a choisi ie sujet de ce travail et m'en a
donné 1'idée basique. C'est donc avec joie que je lui présente ici mes

plus sinceres remerciements.

M. Jean Lavoine, attaché au C.N.R.S., a bien voulu s' occuper
de la revision des calculs et d'y faire de précieuses critiques. Je lui

exprime ici ma bien vive reconnaissance.

Enfim, je désire remercier le Conselho Nacional de Pesquisas,
de Rio de Janeiro, pour la bourse d'études qui m'a été accordée, grace

a laquelle j'ai pu préparer ce travail.

2. NOTIONS GENERALES

On appelle rotation propre de Lorentz toute transformation 1i-

néaire homogéne

x! = as T (1)

dont le déterminant laikl est égal a +1 et qui laisse invariante ia for-

me quadratique
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=2 - ix% (2)

Nous poser'ons xn=t , qui sera la variable du temps. L'équation u =const.
définit dans 7 une hypersurface qui est un hyperboloide & deux nappes ,
si u>0; un hyperboloide @ une nappe, si u<0 et se réduit a un cone (cone
de lumiére), si u=0. Une transformation de Lorentz laisse inchangés les
hyperboloides & une nappe, mais les hyperboloides a deux nappes peuvent
ou bien rester invariés, ou bien invertir leurs nappes. Dans le premier
cas, on dit que la transformation est orthochrone et dans le second, qu'
elle est antichrone. Un example de rotation de Lorentz antichrone est

donné par la refiéxion par rapport a X, (inversion du temps):
}; x!=x,, 7T=1,2,...,n1
On sait que l'ensemble des rotations propres orthochrones de Lorentz

constitue un groupe que est appelé le groupe propre de Lorentz.

Désignons par L la rotation de Lorentz qui envoie le point x =

. -1
= (xl,...,arn) dans le point ' =Lx, x" = (xl',...,acé), et par Z ~ la ro-
tation inverse. Chaque fonction f(x) dans F* est transformées dans la

fonction

fllz") = If@') = =" (4)

D'une fagon analogue, chaque distribution T dans R* est transformée dans

ta distribution définie par
<T',p> = <LT,¢> = <T,I 4>, ¢ e (D) (&)

Une distribution T est dite invariante si, pour toute rotation
propreorthochrone L, 1'on a LT = T. Unedistribution invariant est
dite symétrique si, pour toute rotation antichrone L', I'on a L'T=T; si

L'T =-T, alors elle est dite antisymétrique.

. . . n .
La transformation de Fourier d'une fonction f(x) dans R muni

de la forme quadratique (1.2) est définie par
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F ) = JRH fla) BT EY g

et la transformation conjuguée par (5)
= ( 2Lm <x;,y>
FN) = |, fla)e da,
R
Y =LY, ... oYy Ty, dx=dx1dx2...drn

La transformation de Fourier peut étre aussi définie pour les

. . . - . (1 - . . .
distributions temperees( ), les seules a avoir une transformée de Fourier,

par les relations

<FT’¢> = <T,F¢>
¢ € (S) (5")
<Fr 6> = <T,Fo>

et 1'on aFF =FF =T . 11 se trouve que 1'image de Fourier de toute dis~
tribuyion invariante tempérée est elle aussi invariante, comme on peut
voir aisément. Si l'on désigne par T la transformée de 2 par la trans-

formation (1.3) et par T*, 1la complexe conjuguée de T, on a les formules

suivantes
FT) =FT =FT
Fr)* =FT* = Fr* (6)
FT)* =FT* =F7*
Passons maintenant a considérer la distribution de Riesz-

-Schwartz Za’ dépendant du paramétre complexe g, laquelle est égale, si

(2)

Re g z n a la fonction

(1) Une distribution tempérée est une forme linéaire et continue sur
I'espace (S} des fonctions indéfiniment dérivables, qui décroissent rapi-
dement a I'infinit, avec toutes leurs dérivées.

(2) Re g dénote 'la partir réelle de g''.
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7z = ! 4 7)

q - -
(12072 9971 gy @ty
2 2
2 oom2 - M2 - g2
8% = a - &) xn_120, xn?()

Cette fonction n'est plus sommable au voisinage du cone d'ondes futur,si
Re g < N, mais dans ce cas, on peut encore définir une distribution, par
le procedé de la “partie finie™, pourvu que g n'appartienne pas a la dou-

ble suite des valeurs

0, -2, ~ hy
n-2, n-h, n-6. (8)
qui annulent le coefficient de la distribution. Enfim, Zq’ q étant une
des ces valeurs, est définie par passage a la limite. 11 en résulte que
Z est une fonction analytique entiére de la variable complexe . En plus,
Z_ est tempérée pour tout g et pour Re q < 0, som irnage de Fourier, se=
lon M. Schwartz, est égale a la fonction
I 02 a3 l'interieur
l_(ﬁ)q exp(-inq/Z)} (yyzl-y2 - - ¥2-17%% du céne d'on-
1 des futur
(y, 2 0)

] . s - q/2 a l'intérieur

gly) = { l:(ﬂ)q exp(+urq/2)] (9722' y? T y;z_]) 4 du cone d'on- &
des passé
(y,, < 0)

IRY/ 2 2 2 y=q/2 < 4 ,
(=7 (-2 +y? + ... y2_.) 3 l'exterieur
2n .n ! n-l du cone,

(9)
Pour obtenir cette transformée dans le cas Re q > 0, on procédera au pro-
longement analytique, par rapport a q, de la fonction g{y), en tenant
compte de ce que qu est une fonction analytique entiére de q. La dis-

tribution ainsi obtenue peut avoir des singularités en q, dans chacune
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des trois régions de I'espace définies par le cone, mais elles se compen-

sent et sont supprimées dans Re.

I1 nous faut d'abord expliciter le sens de I'expression "par-
tie finie de sp“, lorsque Re p < 2. Pour cela on doit se rapporter a la

Thése de M. Methée, dont on donne ici quelques résultats.

Si f est l'application de R" dans R qui envoie le point x =

= (xl, :cz,...,xn) sur le point d'abscisse
= 22 - 22 - - g2
u =, -z cee T E
de R, soit f+ la restriction de f au complémentaire Cﬁo de | 'ensemble

fermé 52 (u > 0, z, < 0) et f_la restriction de f au comp]émentaireCﬁ1
de 51 (u 2 0, x < 0O). Alors, a chaque couple (T,U) de distributions sur
la droite, égales dans la demi-droite u < O, correspond une distribution
s, invariante dans B’ - 0 (complémentaire de 1'origine), égale & T
dans Cﬁo et a f*U dans 0571 (ij désigne 1'image transposée de T par
f%). Réciproquement, a toute distribution s invariante dans #° - 0, cor-
respond une paire (7,U) de distributions sur la droite, telles que T = U

dans u < O.

La distribution associée a la paire (T,U) n'est pas, en géné~-
ral, définie dans Rn, mais, si le support de T ne contient pas le point
u=0, l'origine n'adhére pas au support de f*7 et alors f’:_T est définie

dans Rn, en convenant qu'elle est nulle au voisinage de 0.

A la paire (Gék), 0), e > 0, 6,1,2,..., correspond, donc,
*,
3

k =
une distribution invariante }17; = f'+ ék), définie dans w, dont le sup-
port est la nappe*supérieure de 1'hyperboloide u=e. A la paire (O, Sék)),

k k . . .
= f_ 65 , transformée de H par une inversion du temps et

sorrespond l?’e
8, 6®)) ge-

dont le support est la nappe inférieure de u=e. La paire (&
finit une distribution notée Hlfg, ayant pour support I'hyperboloide a

une nappe u = -E.

Ces distributions tendent vers une limite finie pour e -+ 0, si
k < n-2/2; tandis que, si k » n-2/2, il n'y a pas de limite. On peut tou-
tefois étendre la définition de Hk dans B*, en faisant appel & la notion

de partie finie d'une fonction g(e) définie pour e > 0 et non sommable
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pour E = 0. On vérifie qu'il ne peut exister plus d'uge combinaison li-
néaire 7(z) des fonctions E log e (v entier 2 0, Re $ 0, le cas u=v=
= 0 étant exclus), telle que g(e) - I(e) tende vers une limite finie pour
E ~» 0. Si telle combinaison linéaire existe, elle est appelée la partie
infinie de g(e) et la limite en question est appelée la partie finie de
g(e) et notée Pf gle):
Pf gle) = lim Eq(s) - I(e)]
e>0

M. Methée applique cette notion a des fonctions de e dont les

valeurs sont des distributions el montre que les parties finies de H]; s

I;'Z; et Hlfe existent toujours et satisfont a la relation:

Hk+1?1k=Hk (10)

quel que soit 1'entier k > 0.

De plus, 9 admet un développement asymptotique illimité, pour

E > 0, qui s'écrit

T 2
) (4, g B, € log €) , si n est pair

z (Ah sh +Bh € ), si n est impair ,
L h=0

A e B étant des distributions invariantes. Evidemment, il y a pour H'e un

développement analogue ayant pour coefficients les transformées A et B

de A et B par une inversion du temps.

D'une maniére analogue, s'établit le développement asymptoti-

0 .
que de fiZ_:
® % -1 R+ %=
YO0 A E o+ (-D) A log €} si n est pair
h=0
H?E ~ < (1)
y (-l)h Ah eh , si n est impair. .
h=0
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Les coefficients 4 et B sont 1iés aux distributionsHhet Elh50

par les relations:

iR
} —(——r]]?— Hh, si n est impair ou si #n est pair eth<“§2
4 = % (12)
h
_1 -
! (n-') Hk - (|+-].,-+ cout Fl’T)Bh- - si m est pair eth;n—z—z
(_')n/Z . n-2)/2 r
P - 50 , Sin est pair
27l G -
B, = ' {13)
(_‘)(‘rz-l)/Z n/2 e
- ul 1 8 » sin est impair
2r+1 _, . mt2r —
2 r! T 5 )

En particulier, on a

n/2 (n-2)/2
-1) T

( n pair
2((n-2)/2)!

{

|

|
By=< (13
o) (172 (5 (1) /2

§ , n impair
2.3.5. ... -2 0

Ces formules sont encore valables si !'on substitute I}h, Zlh ou

bien Hh , Ah a Hh, Ah et 1'on a, en plus, les relations:
(14)

pour tout h.

Ces développements peuvent €tre dérivés ou intégrés autant de

fois que I'on veut, ce qui permet d'obtenir aisement le développement

. k ok
asymptotique de #~ = (-1)k ﬁ—E g,
de €
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Considérons naintenant la distribution Ssp = f: .Yeuplz, associée

up/2

a la paire (Ye , 0) o YE(u) estia fonction égale & | pour u>E et

a 0 pour u < . On obtient, par dérivation

d i P/2 _ oo p/2 _ _ p/2 4
Ezsi—f+deyeu : f+658 B
en vertu de la formule d—-Y =-§ .
de "€ €

Il est aisé de voir que Sg admet un développement asymptotique
que I'on déduit de celui de Hg par nultiplication par - &f 2 suivie dune
intégration par rapport & e. La partiz infinie I(e) de Szé, compo-
sée des termes qui n'ont pas de limite pour e » 0, est bien déterminée,

donc, Pf Si notee Sp, existe toujours.

Ecrivons les développements asymptotiques de Si dont nous au-

rons besoin dans la suite:

+7
': J eh+€_+] €h+£g—' ! y p
-7 44,52 4B == (logE -- >+ P si
neo | PaeBaer Pne B2 he B2
7 est pair
2 0s)
© h+%+l h+%+-’2
-3 ,clh8 +B & + ¥ si n est impair .
tFO h*%"" hh+gﬂ
pour
-2 k =1,2,3,...
p #
-+ 2r) r=0,1,2,...

Si p assume! une des valeurs -2k, -(n+2r), — valeursdites exceptionnelles—
on devra remplacer, dans les développements ci-dessus, €%/0 et €9/0 (log

2
E - 1/0) par log E et ﬂée—, respectivernent.

3P admet des développements analogues, avec /_lh a la place de
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Finalement, on obtient ceux de sza =0 - Y_E)lulp/z, E> O,

a 1'aide de ceux de -ap/?‘ H(_JE, grace a la formile (—i—a-(by_s) = "8 g
h+E+] net PR AL
e h g 2 - € 1
- z ("‘]) AhT + ("']) Bh_———'*; (‘Oge‘—‘——z—g-_m
- h=0 BBl hv+22— no+ 0

+6P , S nest pair

|
|
6P ¢ ' ' (15"

+GP , si n est i npai r

sza adnet é&galement une partie finie que |'on note G,

S R p>-21e synbole Pfest inutile et |'on a:

<sP, 4> = [ (x2 - 22 - ... —le)p/z ¢ (x)dx
- JSZ n 1 n-
1
3 p/2
<Sp’¢> = J’Q (.’L‘ - xf ~ e e = xi_]) ¢(x)dx (]6)
2
<GP, ¢> = J. lz2 - 22 = ... - x? }p/z p(x)da ,
- Q n . 1 }’L—‘]

désignant 1'extérieur du -cone.

Y]
Plus generalement, posons Si’m= f: Y, F7? log" U. On a
p/2 m fdm (p/2+a)
u log u = —
do. a=0
d'ou il s'ensuit
+2a
P % SZ (17)
& e a=0



Sf’m a doric une partie infinie Ii’m, déterminée a partir de celle de

Sp+2a par dérivation m fois et 1'on peut définir sa partie finie

L m = 2 =11 ' Dsm s
s7 pf S Vim (s I‘; )

e~+0

De la méme maniere on peut définir les distributions 2 et
sz;m, ceile-ci étant associée € la fonction (I - Y_F)lu!p/z logm lul et

leur partie finie.

2. LA DISTRIBUITION S®COMME FONCTION DE LA VARIABLE p

D'aprés (1.15) il est clair que la distribution Sp, que nous
noterons désormais S(p), est une fonction de p a valeurs dans (S)' ( le

dual de (8)), analytique dans le demi-plan Re p > -2.

Néanmoins, S(p) peut avoir des poles simples ou doubles dansle

demi-plan Re p ¢ -2, comme nous montrerons dans la suite.

$2it pg un nombre complexe tel que Re p;< -2, et considérons un
cercle C de centre py et de rayon p assez petit pour que C ne contienne
aucun nombre exceptionnel autre que p,. Posons p = Py + 2\, h étant tel

que |>\| < %— . Si h #0, p n'est jamais exceptionnel.

0n a, par définition méme de S(p):

lim [s() - () +I_(p)] =0,
g0

pour chaque p; ou SE (p) admet les développements (1.12) et I€ (p) est sa

partie finie Posons
F(p) =5,() - I (p)

et plagons-nous dans le cas ol 7 est pair. Il est aisé de voir que la

différence
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o
oo S+ poz £ ;
{ -
+ Z B;Z po'ﬂ’l \log £ . D ) s
Pyt ho+ 7 + A ho+ 57— + A

1- 27

ot lp[ dénote le plus petit entier » Re p, est majoré en module par

p. tn
| °Z° Eh"%Q St i |
A, ——— + Z B, ———=— (log € -
% 2 4 Dy poq-‘n'l
P B+ L Pgin ho+ ho+ L
-3 z ] -0 2 2

dont chaque terme tend vers 0, et ne dépend pas de A. Cela prouve bien
que ¥_{p, * 21) converge uniformément a I'intérieur du cercle C, vers

5(pq * 21), quand e > 0.

. po/2+A _

D'autre part, §_(py + 22) = f Y u est fonction holo-
morphe de A dans C. 11 en est de méme de Ie(po + 2)), pourvu que pp he
soit pas exceptionnel.

Soit donc p, non-exceptionnel. 1] résulte de ce qui précéde,

que la fonction Fe(pO + 2)) est holomorphe a I'intérieur de C, pour cha-
que e > 0, et en plus converge uniformément vers S(p, *+ 21) quand - 0.
Oon en conclut, comme conséquence du théoréme de Weierstrass, que la fonc-
tion S(pn + 2)) est aussi holomorphe dans le méme domaine et qu'on peut

la dériver terme a terme:

d

d"
A _p po+22) —> S5 +22)  (m=0,1,2,...) (1)
an e’ e+0 4" 0

S{p, *t 2A) est, donc, développable en série de Taylor en tout

point intérieur a C:

@ m
- A
5(p, + 21) = m-Z-O ’Im(po) o (2)
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1
m \
avec & (p,) = lim == s(p_  + 2A).
@0 ™

Mais, compte tenu de (2.1), on a:

lim -C{LS(p +23) = 1lim lim ém—m Fe(p0 + 2)) (3)

m 0
A0 dx A0 €0 dx

Comme i1 est question ici d'un cas ou l'on a le droit d'inter-

vertir les opérations de limite, on trouve, donc

4 . , ;
lim £~ S(pg + 22) = lim [S (p,,m) - T (p,, m V] (4)
A+ A" 0 Be o e™o :
2
s d" _ po/ m
Se(po,m) = }1\_1:8 ;}-‘; Se(po +2)) = fi YS u log" u.
A )
I (py, m= tim =— I (p_ + 2
e ™0 oo e o

De (2.4) et du fait que 1 (po,m) est une combinaison lineaire
de fonctions du type & log’ € , Re u 50, v 20 il résuitequel (p,,m)

est defini sans ambiguité comme la partie infinie de SE(pO,m) et par con-

séquent:
7(py) = Tim -a% Sy + 22) = P 5 (py,m) = 5(p ,m) (5)
0 dx
On a, donc, le développement en série de Taylor
Slpg + 20) = ] Slpy,m) o5 (6)
m=0
uniformément convergent a |'intérieur de C et dont les coefficients sont

les distributions invariantes associées, au sens Methée, aux paires

py/2
(Pf ¥_u log" u, 0)

On serait mené a la méme conclusion si »n €&tait impair.

Examinons, maintenant, ce que se passe lorsque p, est excep-

tionnel. Il y a trois cas a distinguer:
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a) p =-2k , n pair et anT-Z

b) p= -2k , n pair et k < ou n impair;

n-2
2
c) p=- (n+2r) , n impair

Considérons le premier cas. On voit que Ig(—2k+2,\) se compose

d'une partie non holomorphe pour AO et d'une autre, J (-2k+2X) holomor-

phe dans le cercle C, de centre -2k et rayon p < -2.

A A
F (- = - e . £ -1 -
IE( 2k + 2) = Al x Bk_ n 3 (log € x) +J (=2k + 22),
. 2
n
) k-2 Skl k=g =1 h-k + gﬂ
J (-k+22) = - V7 4, e 7 B, &~——"— (loge - ——r
€ h h n n
7=0 =K1+ =0 h—k+7 + A h-k+-2——>\

(7)

La fonction FE(-2k+2>\) = Se(-2k+2>\) - Ie(-2k+2>\), E > 0, est donc holo-
morphe dans le cercle C, privé de son centre. D'ailleurs, FE(‘Zk + 2A)

n'y reste pas bornée. Cependant, si l'on ojoute a FE(-Zk + 2A) les quan-

S 1 i ; ;
- _ L, on obtient une fonction
tités Ak—l By + Bk- n 32
2

A A

_ - = ! e =1
G_(-2k + 2X) = S_(=2k + 20) + Ay —x— * By z . log E -
A '+ 2 log e
- B = 9F - g (-2k + 22) (8)
k - n )\2 €
: 2
dont le module est borné par une quantité fixe, lorsque 0 < A < 1. |1 en

résulte, selon the théoreme de Riemann, que la fonction G (-2k+21), >0,

est aussi holomorphe pour »=0.

1 ]
Du reste, G (-2k+2)) = Fe(—2k+2>\) - Azf-l T + Bk— 4 2 converge

uniformément vers G(-2k+2x) = S(-2k+2)\) - Ay, < + Bk*—@z—'):l? lorsque e>0,
dans le cercle [A[ < 1. Il en résulte que G_(-2k+21) est holomorphe dans

le cercle [A| < 1, et qu'on a, en plus:
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[P

3

I im
e >0

Q,

A

m = 0,1,2,...

Passant a la limite,

d"

dx

Gz—: (=2k+2)) = G(=2k+2})

pour A-»0, on obtient:

lim i— G(-2k+22) = lim lim é’—n—mG (-2k+2)) =
a0 " w0 ex0 ANTF
A A
- -1
= 1im lim { d S, (-2k+22) + d EA’ Ay +£r; FA logeB
e>0 A>0  dA dx dx -
" A
Sdl s iraloge, 24 () ) -
an" A2 k=g At f
r lo m+1 lo m+2
= lim |8 _(-2k,m) + =4—= 4, + 2S5+
e»0 L€ m + 1 m+1 k——2-
]
+ —= logm+28 B ~J (“Zk,m)}
(m+2) ! k-7 £
compte tenu de
1 im dm_ e =] \ogmﬂ
h-0 a" A m
A )
Fim d_m,_n' € 1 A log € _ (mrzé)' 1ogm+2
A >0 dx 22 :
T im i’% 5 (-2k + 2)\) = Sg(-Zk,m)
x>0 dxa
g
1 im _HJE(-ZR + 2)) = Je(—Zk,m)
A >0 dx
En répétant le raisonnement que nous avons fait pour le
précédent, on est mené a
lim in— {s(-2k + 23) - Ak 1 ;\—B -‘5 } = S(-2k,m)
a0 @ - -5 A

(10)

cas

(1)
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D'autre part, la fonction S{-2k+21) - y i+ Bk-g—;\% ,étant
A

holomorphe dans |A] < 1, y est développable en sérzfé]de Taylor:

=3 m

T, I n, A

S(=2k + 20) - 4y 7 Bk v z_ 7" (-2k) oT (12)
~ m=0

N

Il s'ensuit de (2.11) que T"(-2k) = 5(-2k,m), c'est-a-dire
77(-2%) est la distribution associée a la paire (Pf Y u—k logm u, 0 ).

Donc, la fonction S(p) admet, au voisinage de p=~2k, le dévelop~
ment en série de Laurent suivant:

5(-2k+2x) = - B AP, s Y 5(-2k,m) A3
n k-1 m.
k- m=(
2
si n est pair et si k 2 g . Ainsi, p= -2k est a la fois un pdle simple et
double pour S(p).
Soit maintenant le deuxiéme cas. |1 est aisé de voir que

7(-2k~2X) ne contient pas des termes en BR—E ; par conséquent, un raison-

nement analogue au précédent meénerait au Hé%eloppement suivant:
-1 % N
S(-2k + 22) = Ay 2T+ Y oS(-2km) =, (14)
-1 m=0 m.

si n est pair et k < 5 ou si n est impair.

Enfim, dans le troisiéme cas, on trouve le développementen sé-
rie de Laurent de S(-n-2r+2x), n impair, valable dans

. _ o m
S(-n~2r+2x)= B A oy 2 S(~n=-2r,m) Lr y (15)
r e 0 m!

si n est impair.

D'une maniére analogue on obtient pour les fonctions Sp) et

G(p) les développernents suivants, valables dans un voisinagesuffisamment
petit de A=0:
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si

si

si

p

n

n

- et m
Sp+22)= ] Spm 3"1—,
m=0
est non exceptionnel.
S(~2k + 22) = - B 2P+
2 = k— n -tK_ O
Vi
est pair et k >%
- = -1 ® A7
S(-2k + 20) = A _, &+ ) S(-2k ,m) =
m=0 (/x
est pair et k s% .
- -1 ® X”
S(-n-2r+2)) = B, x» + ] S(-n-27,m) o
m=0 :
si p est impair
Glp +22) = ] Glpm > , p# -2k, -n-2r ,
m= m!
G(-2kv20) = - (-1 B, a2 ()F A
- 7 -]
+ ) G(-2k,m) =
m=0 me
sinest pair et k 2-722 .
( 2+20= (-nKTa 27! 6(-2k,m)

si n est pair et K < 5 , ou bien si n est impair.

2

o

G(-n~2r+22) = Y  G(-n-2r,m) ;\1—, ,

m=0

si n est impair.

(14")

(15")

(6")

(13")

(14")

(15')
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3. LES TRANSFORMEES DE FOURIER DES z,

Retournons a la distribution de Riesz-Schwartz qui, dans la

nouvelle notation s'écrit

1
Z = S(p) ’
n+p oy n-2
et B ey e

non exceptionnel.

Zn_z =1 i 7 k=],2,...

Pour avoir donc explicitement Z et Z_ il suffit de calculer le pre-

n-2k 2r
. . et .

mier terme du développement de Zn-2k+2)\ -2r+2X en séries de Taylor au

voisinage de A=0, ce qu'on obtient en multipliant, selon la régle de Cau-

chy, les développements de chaque fonction de h, interuenant dans la dé-

finition de Z et 7

n~2k+2 =2r+23°

Les fonctions 1/r (2) sont des fonctions holomorphes entieres de
Z. Au voisinage de z, #-r, r =0,1,2,..., on a le développement de Tay-
lor suivant
AZ

o1 - 2(z.) - 9 (z)] = - ... ), (2
PR TP 0 -ulz)+ [ (zo.) A EN I ) (2)

Y (2) = d’ log T(3) =—LT2§-Z)—)- . Si &, = -r, on obtient, a l'aide de la for-

mule
r
r(-r+3) T(l4r-3 = (1) © sinm A,

le développement




2)

La fonction 2~ étant, aussi, holomorphe, on a

- 2
22A=.1-(2 log 2)a + (4 log 2)2~'... (&)

En tenant compte de (2.14) et (3.1,2,3,4), on obtient comme

premier terme du développement de Zn-2k+2>\:

-0k k-1 5,
ot n-2 _ -1
ZVL 2k-1 “—7— F(n 22k)
d'ol 1'on tire, sachant que (-l)k_] (-1t 4y, = Hk_]'
] k=1
T T noZk -2k § *)
2 7r I (=)
n-2 . . . . .
pour k =1,2,..., —— si N est pair et k=1,2,..., si n est impair.

De ia meme maniere, on obtient le premier terme de Z-2r+2x

, %+r
(=0T et (-1) /2 +» - 1)!
Z—Zp - n-2 BI’ ’ (6)
7

=2r-1 m

si n est pair

si N est impair.
i1 en résulte, par (1.13) que
P I
2, =L ¢ (6')

La transformée de Fourier de Zq’ pour Re g ¢ 0, s'est trouvée

égale a



Fz = (397 [exp(-in 3) s(-q) + exp(+ir ) 5(-q) + 6(-q)] (7)

S(p), S(p) et G(p) étant des fonctions analytiques de p, pour p # = 2k ,
-n-2r, cette formule est encore valable pour Re q > 0, a I'exception de

q = 2k, n+2r.

. ” ' i3 -
Pour avoir F"Zk et an+2r nous n'avons qu'd calculer le pre

mier terme dans les développenents en série deTaylor des fonctions FZZk+2)\ et

n+2r+2)
FZ27<+2A se présente comme la somme de trois fonctions de A:
1\ 2k+2 .
F(}) = (ZF) R¥2H exp[- w(kﬂ)} S{-2k=21)
- 1\ 2k+2% _ p o=
F\) = () r expl+ in(k+r)] S(-2k-21)
FO) = ) 206 (-a-2)

dont les valeurs sont des distributions ayant pour support les ensembles
fermeés §—21, S_Zz et 833, respectivement. En développant chacune des ces fonc-

tions en série de Laurent, au voisinage de =0, a l'aide de

1\ 2k+22 1,2k 2

() = G 1 - 2 log (21 + b Tog? (21) - - .1 (8)
et de

- ‘ . 2
exp (3m (k) = (-DF] 7 4n w2l T, (9)
on obtient, pour » pair et k 3 %
AR LT Lt -2
F(A) = ()77 {(-1) Bknx +
i

+ [E0F v (052 10g (2m) + 2m) g e

+

(-l)kS(-Zk) + ('-”k (2 log (2m) + <m) Ak-l +

k-1 (2 log (27) + im)°

+ (-1) 5

Byn + 00T, (10)

of
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FO) = G Ty g2

s DRV A e (N2 tog (2m) - im) B, 4] AT s
7

s (DR B < (DX 2 r0g 2n) - i) g,

)k-l (2 log (2n) - )2

+ (-1 5 Byom + 0N}, (10')

n
Z

-2

FO) = g " B g

+ [(-l)k Ak—] + (-l)k-‘ 2 log {2m) Bk-— " :] )fl +
2

+ G(-2k) + 2 log (zn) (-1)*V A, - -k B, _p+ 00} . (10
. 2

n voit que chaque fonction conporte sépareément des singularités en A
ayant pour support la surface du cone d' ondes, mais elles sont suppri-
mées dans la fonction FZZk+2>\’ |a somme des termes infinis étant nulle,
en vertu des relations

Oh a donc le résultat suivant

Fz,,= ()2 ()5 [s(-20) + §(-20)]

+ 6(-20) + (-D)X in (4 -Ek_l) + (1)K g2 B, my - (1)
2

si nest par et k 3

N3

Lh calcul senbl abl e donne, conpte tenu de (2.14), (3.8) =t
(3.9):
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Fa,, = GO0 (0% [s(-20) + 5(-28) ]

+6(-26) + (-1Fin Ay At (12)

. . n . . .
si n est pair et k< i-OU si n est impair.

En développant la fonctionF 2 y» N impair, on trouve

n+2r+2
LGl R
F(A) = (_?:]?)n-(-Zr (-1) 2 t{- B, % + S(-n-2r)
+ (2 log (2m) + <m) B + 0(x)]
nilyn
PO = 6™ ) T ) e s Benezn) . (13)

+ (2 log (2m) - Zm)B + o)1

FO) = )™ [6(n-20) + 0]
d'ou il résulte
n+2r+l
1 n+2r - -
an+2r = ﬂ') { (-1 2[8(-n-20) - §(-n-2r)]
n+2r-1
#G(n=2r) + (-1) 2 2B} (L)

si n est impair

- - k
Il est convenable d'écrire ces résultats en termes des # et
des dalembertiens itérés de 6, a 1'aide des relations (1.12) et (1.13).

Nous adoptons dés maintenant la notation suivante:

Pp) = exp (GB) 5(p) + exp (- JB) 5(p) + 6(p) ,
P (p) = exp (;]’;1212) stp) + exp (- HB) S(p)

pour tout p complexe.
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si n est pair etk>n7£.

= (K plean) - L G - FN) (16)

Fz,, =

si n est pair et k ¢ D—%—Z— ou si N est impair.

2
FZ 0 = (7';)’”21” p(-n-2r) + 6(-n-2r) + -n¥ n” I1 % (17)

si n est impair

Soit 24 la transformée de Z4 par une inversion du temps. L'ima-
ge de Fourier de 24 s'obtient tout simplement, en replacant dans qu’
les S et les H par les S et les }—1, respectivement, en vertu de la pro-

priété de la transformation de Fourier:

FZ =Fz =Fz (18)
q q q
Pour g non exceptionnel on a
Fi, = ()7 Lexp+ T9) 5(-q) + exp (- G F(-q) + G(-q)} (19)
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4. LES TRANSFORMEES DE FOURIER DE S(p, m) et I-Ik

La connaissance des images de Fourier des Zn+p permet d'obte-

nir immédiatement celles de S(p), pour les valeurs non exceptionnels de
p, en vertu de la formule (3.1). Les relations (3.5) et (3.6) donnent
également les images de Fourier de Hk (pour = pair et k< E—ig ou n im=-

pair) et de Br. Néanmoins, on ne connait pas des relations entre Zq et

H™, si n est pair et k 3 n_i_Z qu'on puisse utiliser pour calculer
n-2 n
2
FEt L FE,

On peut, toutefois, obtenir les images de Fourier de Hk, quels
que soient k et m, aussi bien que celles de S(p,m, m= 0,1,2,... & par-
tir de 1'expression de FS(p) déduite de (3.1) par application de la
tronsforrnation de Fourier:

n-2
Fom =n" "7 e r @D s, (1)

p# -2k, - M¥2r), k= 1,2,... , r=0,1,2,...

En tenant cornpte des résultats de la section précédente, on

peut écrire:

r (2B rE2y | .
Fs(p) = zv 2 {exp [’:- i(zﬁle S{(-n-p) +
-725 +p o+
+ exp lr+ 1’“—(2@2):' S(-n=-p) + G(-n-p) , (2)

pour p et -n-p non exceptionnels.

Rappelons que, si p n'est pas exceptionnel, S(p+2)) est déve-
loppable en série de Taylor uniformément convergente dans un voisinage

assez petit de p:
Slp+2r) = | S(p,m) -
m=0 :



Il est de méme de son image de Fourier:

Fs(pr2r) = | Fs(p,m) o (3)

en vertu de la continuité de la transformation de Fourier.

Par conséquent, on peut obtenir FS(p,m), m=0,1,2,..., tout
simplement en é&valuant les coefficients du développement de FS(p+2)) en
puissances de A, a partir de la formule (4.2). Notons que F S(p+21) est la
somme de trois distributions ayant pour support, respectivement, 51, 5-22
et §_23, dont, chacune est le produit de certaines fonctions de h, toutes
développables par séries de Taylor ou de Laurent. Parmultiplication, ter-
me & terme, de ces séries, on aboutit au développement de FS(p+21). Si

p n'‘est pas exceptionnel, on a:

a) TR+ =

|
—
3
N

)
PE
) rBRea =rED ] o, &R W
h=0
#-p-1-2 Ll w
12 ;2P (-2 log m* ()
1 - L j (2logm”
C) > 7 T
2=0 al
. - ) .
d) exp [% in(%2+ Ml = exp [F ivr(n*;z)] ZO (+ ;’T:)
a=
et pour nNtp non exceptionnel, on a:
&)5(-np-2) = § (-1F s(-n-p, 1)
=0 :
v t A"
£)G(-n—p-21) = ] (-1)7 G(-n-p,t) 57
=0 :
ou aj(zo), 4 =10,1,2,..., dénote
—L 1in o),
gt F(zo) z > 2, dz?
ag(2) = 1, oy (z)) = v(z), a,(z,) =5 [B2(z) + ¥' (z)] ,....
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Si 1'on pose S(p,m) = T(pym) + Tlpm) + T (pum) , ZEam),
Tip,m) m.
ml

T(p,m)
ml! H
qui composent celle de FS(p+2)) et ayant pour support s‘zl, §_22 et 523, res=

. S m . o
étant les coefficients de A" dans les trois séries

et

pectivement, on trouve

, rER) re) Mo
Z£5+Tl = exp("iﬂ(E%B)) i 2 ( L{ ag S(=n-p,t)
' 7+p+ ] t=0 . * .
27
P rER) rER) Tt —
Lo o exp(e in(3R)) —2 2 G o §(np,t)
: 7 +p + 1 t=0 )
25
nip) (2P
Tem TSIt o
m: Bep+1 20 Pt i
2
avec
m U;’r(%p‘) ah(%g) (-2 1og ) (-2m)° )
a =
t o anwTE 0 T al s!

[j+h+ s = m-t]

ap étant obtenu de a’z par passage de -im @ +if,

— 2
N z o (58) o, (55B) (-2 Tog m)*
a, = . d (7
Johst 2 0 g
[d+hte = m-t]

Dans I'expression de ces coefficients, la somme des indices doit &tre €-

gale a m~t, ce qui est indiqué par le crochet.

Posons
m _ m m o . om mo_ om m, . m
at_at+bt T ey, .at t+bt+7'ct’ (8)
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E\ fj(nég) “h(Z%E) (-2 log BN

Jrhp 3 0 2t (24 + 2)!

z

[F+h+s = m-t]

(9)

7=

n o (B) o, G3B) (-2 log m)* (<)% 2]
¢, = E : (10)
2 (2u + 1)!

Fshy2u 2 0
+h+a42ut]l = m-t)

Cn a, donc,

Fs(p,m) _
!
" £=0 t!

ml —+p+1
92
25

- 1] P_(np,t)} (1)

(22 (&R ¢
2 = (-1) {a’g P-n—p,t) + b'g P+(—n—p,t)

Cette expression, qui généralise la formule (4.2), donne, en

particulier, pour m=1:

r&E) r3R
Fo(p,1) = {[q»(-zﬁ) + 9(&B) - 210g 7] Pnp)

7
X
m

+ P(-n-p,1) - in P_(-n-p)} (12)

Il est utile de noter que les coefficients a b et {nne dé-

_ Y m-2
pendent que de Ta différence m-t: on a toujours at —at_] = aT 9

Cas exceptionnels

La formule {1.10) n'‘est valable que si p et -{n+p) sont a la
fois non exceptionnels. Si l'un ou l'autre son exceptionnels, alors au
moins une des séries de Taylor (4.4) doit €tre remplacée par une série

de Laurent.
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Nous nous occuperons, d'abord, du cas ou ~(n+p) est exception-

nel, sans que p lui-méme le soit. Cela se produit lorsque p = 2k - n, *

impair, et lorsque p = 2r, n pair ou impair, k = 1,2,..., r = 0,1,...

a) Soit p =2k - n, n impair. On a

-1 2t t
S(-n-p-2A) = §(-2k-21) = A, _; A ~ + ) = S(~2k, )X
t=0 ;
k a4 T =t t
G(-n-p-21) = G(-2k-2)) = (-1) Ak_] X+ ) 5 G(-2k,t) A
t=0 )

tous les autres développements restant inchangés. D'autre part,
- . np . - _ k
exp(+ 7n(=)) devient exp(* ink) = (-1) .

It en résulte que T(2k-n,m) aura un terme suppiémentaire en

k , n2+2k-nm
P@ken,my _ N KDY T { .
- -1 Tk-1

2k-2 4
2m 2

m o t mo_ mtl
ay S{-2k,t) A J) y @y =4

d'ol il s'ensuit, compte tenu de (3.12) et (4.8),

2+2k
F§(konym _ KT
+

+ 7B (-2%,8) - i o P_(-Zk,t):} (13)

G4



O note que dans cette formul e Ta constante aT ne figure pas

Gela se doit au fait que «”, est 1e coefficient de la distribution

]

qQui est nulie.

Al'aide de (1.12), (4.13) s'écrit

: _ 2+2k 7 m m
FS(okmn,m) _ K1 T ( o NI S R S o
m. - 1)1 + _1) -
2ﬂ2k Z—+1 (k-1)! (k-1)!
’” t
=11
v ) A | P(-2k,t) + B, P (-2k,t) - i ¢ P (—Zk,t‘J
£=0 t. +
(14)
Pour m=0 et nHl les coeff|C|entsa. bm et 01 son &gaux a
0 =gl = =1
ao al ao(zo) R
P 2+27< My . _ 2+2k-n 2k~=n
8y = (0 + 2, () T 2roga=y (0 F(E5) L g og 5 - g (5,

- - 2 -
al =a2(k) ‘a (2+22k ny oy 2 log ) ) b () 5, (2+27< ny

2 2
-2 og mly L&)+ al(izk-ﬁ)] =v€2(2k;n) + E'(zkz-n) )
BFO=pl =0, p0=pl=g, Bl =- %% )
0 1 0
coo =¢cl =0, c?l= cé = 7, cil = né;(zkz-n) s ean

ol g(%) désigne la fonstion w(E%E) + w(Z%E) - 2 log 7. Cela nous donne

2+2k=n
(k=-1)! 1( ) , -
F5(2k-n) = 2 oI T p(eak) } (15)
2ﬂ2k-n+l (k=1)!
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et
2+42k-n

(k-1)! r(=— ) . i i
FS(2k~n,1) = Z < - n? PR . E(Zkzn) Hzf 1
, 2kent] 2(k-1)0 ¥ (k-1)!
m
+ a(&;ﬁ) P(-2k) ~ P(-2k,1) - <n p(-zk)> (16)

b) p = 2r. Dans ce cas (4.4 - e,e') devront étre remplacés,

respectivement, par:

® t
§(-n-20-20) = - B 272 -4 e g 4 B §(-n-2r,t) A°
r 7+r-i t=0 :
EJ-‘YA -
t oy - -1
Gln-2e-22) = (D2 B AP e (0P A At
%+r~l
e t
T IO MR L
=0 :
si n est pair, et par
@ t
-1 -
S(-n-2r-22) = -B_ A + ) (—9])— S (-n-2r,t) At
t=0 '
© _t
G(-n-2r-23) = § ( B 6(-n-2r,t) A®

sin est impair.

Dans le cas n pair, 7(2r,m) (resp. T(2r,m), T (2p,m)) aura des

termes supplémentaires, proportionnels a B (resp. B Br) eta 4

- By p-i
(resp. 4 1A, ): 2
U L
. n +rxn
(-1) (5 +r- 1)t r!
Iz d [y, s,
e %+21°+| r 7+r-l
2
m
(-n?

+ ZO - a’_‘z S(-n-Zr,t)]



-(1721-+1’-I).'z’! [ -%l+1v-l

T 3
e L 2 {1 a8
mt 5+ 20+ ] r
2 L
Loy e m 2‘:
+ (-1)? a’f] A, + 7 (( B a'Z G(-n-2r,t)
5 +p =1 £=0 )
Il en résulte
Ear-1)! p! Zip-i
S d
FV(:,?’”) 2 n 2 (_])2 br:zz 3
: Z+2r+ ] r
2T
n N
F+r =1 _ F+r-l
v (-2 ANy vA, ) -t
FHr -1 §+r-l 7 +r -1
. m NEYZ
- A, ) + ) ( l), !hafz P{-n-2r,t) + B P (-n-2p,%)
z+r-l t=0 o o+

-1 d] P__(-n-Zr,t)} (17)

—

pour 7 pair.

Si n est impair, 7(2r,m) aura un terme proportional a B, mais

T(2r,m) n'aura pas de termes supplémentaires:

(n+2r-1y2
T(Z (_]) I,(?’l+22") pl (
r,m) = Z £ d", B +
m! %+ 2r + 1 i “tr
27

(-I)t: Noom
) —r (~2) a, S(-n-Zr,t)j
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(_] §ﬂ+217“)/2 r(n+221’) P!

T(2r,m) = -1 am] B
. -1 7p
m T+
71r-z
m
t - .
+ 3 (-_;), Z a'Z S{n-2r,t)
t=0 '
n+2y . m
r ! t
F(2r,m) _ T ¥ (=1) & G(-n-2r,t)
' 7 ¢! t ’ ’
5 +2r+1
2 =0
2w
d'ou il résulte
n+2r \
FS(2r,m)_ T ) 2(_‘)(n+2r+l)/2 B
mi 7 -1 "r
=+ 2r+1
2
2m

t=0

t —_
) (‘l)! l\f[z P(-n-2r,t) + B} P_(n-20,t) - % J} P_(-n’-zl",t)]

(18)

pour 7 inpair.

Les fornmules (4.17) et (4.18) peuvent s'écrire en fonction des
[ s, et des 727771 5 11aide de (1.19) et (1.12):

Mo 1) 1! -1 (n-2/2
FS(ZI:’,m) = (Zﬂﬂ e { 1" # d Epmz - bm] (1+]7+ +
m! n - -
7+2r+| ZZPr! (Q +r-1)!
2m 2
‘ _r b’?l %+r-l
T 7 )]‘—' S + n ' H+
ZH+r - (7+2”‘])-
n m
c 5 +r-1 t -
-3 -1 H% ) A ;? L‘_{Z P(-n-2r,t} +



R R P_(-n—2r,t§lf . (19)

pour n pair,

n
2 2
F S (2r,m) r(mi-Z 1”) ' ,( (_])Y’ K cn-zl' [r
2 = < §
m! n 0
S+ 2r+ 1 2r L m+2r
) lz L (=)
m
0% T m o m
) 4 [EzP(—n-Zr,t) +b, P (-n-2r,¢t) - <c¢ P_('n-2r,1:)]
£20 t. t t 4 t
(20)
pour »n impair.
En particul ier, on trouve pour m=0:
Goar- 1) | _\2ntd/2 r
Fs(2r) = Zn 2r+]( D 711‘( D 8
VIR 2 r! (—2—+r=-l)!
2m
- % +r -1 l
X " + P(-n-Zz’)r s (21)
(3} +r - 1)} ]
a“ P
si n est pair
2r.;
r (L e (ne2)2 r
FS(2r) = —2 ()" [ 6 +p(-n-20) ¢, (22)
n
= + 2r+l 2r n+2r 0
o 2 2% p! oI )
Zm 2
si n est impair.
En present m=1, on a:
(%+r'-])'r! (])r (n+2y
FS(2r,1) = p { LN Y (r+l) -
21T7+2r+l 221ﬂ+] . (Zzl—+r'-l)!
n
4 _r 72 7+ -1
-y-2iog | [] 8 ~ H
O 2 +r-) 7
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E(iﬂ) %+r-l
- Zm T H” + &(r) P(-n-2r) -
(§-+ r-i)! ’ ‘
- Pl-n-2r, t } - < P_(rn-Zr)} , (23)
S nest par et
2 | / .n+2
Fs(2p,1) = e {H)P" L ) o %
’ 7
zw’Z,WH 22rr! 11(714-221')
+ gr) P(-n-2r) - P(-n-2r,1) - ia P_{-n-2r) f (24)
n+ir

s nest inpair; avec £(r) = ¥{ 5 ) +9 (»+1) - 2 log a. Rappel ons que,

i(_‘)n+2r+l/2 [?(-n-Zr) ¥ é(—n-Zr)].

I

| n est impair, P+(-n-2r)

Etudions mai ntenant, les cas ou p est exceptionnel, a savoir
les quatre cas sSuivants: p = -2k, = pair et k > r12_2 ;p = -2k, n par

et k g % ;p= -2k, » inpair et finalenent p = -(n+2r), » inpair,.

c) Dans le premier, p= -2k, n pair et k > n-2-2 ona la série de

Laur ent

FS(-2k+2)) = - FB A2 4 Fa

. AT FS(e2k) + FS(-2,1) + ... (25)
k-3

k-1

ce qui nous pernet d obtenir non seul enent |es inages de S(~2k,m) nai s
aussi cell es des Bk_%' et de Ay y- D autre part, 2k-n n' étant pas excep-
tionnel, il n'y a paS des termes singuliers dans |e dével oppernent de ta
fonction $(2k-n-21):

S(2k=n-21)

o t
7 LY saken,e) A?
£=0 t. :

¢
(D7 g(2kn, ) At

G(2k~n-21) i

]
Ie~18

=0
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i1 arrive que, les valeurs % -ket |-k, k =1,2,3,..., étant
des pdles pour la fonction T, | esdével oppenents (4-a,b) ne sont glus
val abl es. Cherchons, donc, le développement de la fonction r'(z) au voisi-

nage d'un pole. (n peut le déterminer a |'aide de la formile

/7
T (~-m+)) - {=1) cosec m m= 6,1,2,..

T (m+1-2)

La fonction ] i peut etre dével oppée en série de Taylor au voisi-
T {1 E;

nage de a=0."‘\®'a

l = L]y ) A", - (26)

T (el -2) - ' n=0

avec
yn(m+l) 1" |4 ( ]'
mt - Al P { Tlme1-x) ] =0
Yo(m+]) =1, yl(m+]) =9 (m+l) , yz(m+])-=-‘],2- Epz(mH) - w(m+l)j, 73(m+l)

= B3 - 3plnn) B ) W) ]

En uti 1isant |e dével oppenent

1 ® (_])I"]

COSec mA = — + 2nx z - —_ (27)

r&1 w2 (»2-32)
on obtient

-1 . 2p-1

COSEC WA = m ¥ Kypoy A (28)

p=0
+] -2 2 BZ
Ey = 0P g2Pyen® 2, 5 -o0,1,2,

2p (2p)!

ot sz dénote le numéro de Bernouilli(‘) définit par 1'équation

(1) Voir A.Erdélyit.
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P -] ho n
z(e”-1) = ZO B, %— z < 2m
n= :
On a
B.=1, B,=-+ , 8 =1 B =-21, B =]
[ ’ 1 'Z, 2“3‘1 [ 30, 6 1‘—2-,...
= _ n? _ 7 =t
Kp=v o K=g & =y557 -

O trouve alors le dével oppement de T(-m+i) en série de Laurent au voi-

sinage de X=0
-7 < 2p-1 & n
r(emen) = LU I Ky AT Ly me) 7
p=0 n=0
_ent 41
=S Loga
J
By (m) = ) Kipoy Ynlmtl)
n=0 (29)
Ona

B_ (m) =1, B (m) =K_; v, =¥lmsl),

w
—
_—
3
=
1

: 2
Kivo +X_;v, %I:wz(mﬂ) - P (m+l) +1T3—] ,

B,(m) = K;v; + K ;7 §],— [W3(me1) - 39 (me1)0 " (m+l) +
+ 1 (mel) + 9 mel)] ...

Nous aurons, donc, au lieu de (4.4 - a, b, e) les séries

n
k"z— o
(-1) .
I e N PR CTEC P
(k -3 g=0 ?
ke h-1
by (1 - ken) =D T g, =D

(k-1)! h=0



o t
¢) SQ2k-n-22) = J ("). 5(2k-n,t) A°

3

. oy (-1)° ) ¢
e') G(2k-n-22) = ZO 5 G(2k-n,t) a
. T

o -2
En recherchant le coefficient de - |, on trouvera |'image de Fourier de

B n
k-3

NS

(-0 B (k-7 B, (k-1)
B = I el P(2k-n)

n
20k-2)1 (k-1)2 g7 T

P(2k-n) (30)

z(k-g): (k-1)! 7

ce qui peut aussi s'écrire:

r P(2r) (31)
2r! (’2‘— +r - 1)!

r=0,1,2,..., 7 pair.

Analoguement, le coefficient de A"! nous donne I'image de Ak-l .
Il est aisé de voir que FAk—] est égal a

2oy ak-2-0
(-1)2 m 2 -1 -1 -1
FAk_‘ = {ao P(2k-n) - a, P(2k-n,1) - ieo P(2k-n,2)}

2k - H)L (k1)

avec

a” =8, (k-5 + 8, (k-1) - 2 1og 1 =y (k) +y(k-3+1) - 2 log 7 =

= g(k-5)
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o
n

e (k=) B (k1) =1

On en déduit Hk_l, compte tenu de (1.12):

k-% 27<-Z22.-1
k-1 (-1) T n
Fg™ - {I\p(k-7+l)-2logﬂ-y[ P(2k-n)
2(k-5)!

- (32)

- P(2k-n,1) -ia P_(2k-n)} , (33)
. n
pour n pair et k 25
On trouve, enfin, les images de Fourier de S(-2k,m):
n n
-1 2k-%5-1 m+2
2 2 t
Fs(-2k,m) _ (-1) u (-1 m o
— = - ) T {at P(2k-n, t)
2(k - -7?)! (k-1)1  t=0
m _ _o.m _
+ b, P (2k-n,t) - ic, P_(2k-n,t) } (3%)
£
8. (k-1 (k-1) (-2 log m)
- =) B
= ; J°! oy (35)
j,h,ﬂ, z 0 * )
[j+h+JL = m-t+2:]
7 L u+l 2u+2
o § B, (k-3) 8, 1 (k=-1) (-2 Tog m)"(-1)""'n
t

R 2t (2u+2)!
[F+h+e+2u+2 = m-t+2]
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u 2u+l
™

e E ' 85 (k=) 8, (k1) (-2 log n* (1)
¢

2! (2y+1)!
Johs2,uz 0 :
E7'+h+9,+2u+] =m—t+2]

(37)

B particul ier, on a pour m=0:

2
o
I

n ! 7
= Bl(k- :’Z—)-!-Bl(k-]) t 5 (-2 1og w2+ so(k_ ) Bo(k_l) -

1
2

-2 log "[Bo(k-g) + Bo(k—l)] B (k) +y(k-F+1) + (2 log )2

“4logw (Wk-F 1)+ (k) + 2 (K)y (k-5 +1) Sy k=B -y )

=g [ - ek - v 202,

3
wlro

0 n
al = So(k = ‘2“) + Bo(k'l) -2logr = g(k - .’3.) ,

2
sk -De D=1, B -5 o Cenee- B -
Z—B_Ik js_lk-l—l,b0= 5 c0 g 5 ,cl-ﬂ
d'ou il résulte

n o _ _h_ .
2 1 2k-5-1 1 L
Fs(-2k) = . {5 [B2(k-7) - g' (k-7 +3 n2]P(2k-n)

2(k - %): (k-1)!

2
(k=3 P(2kn,1) + L P(2k-n,2) - I_ P, (2k-n)

in £(k-%) P_(2k=n) + in P_(2k-n,1)} . (38)
En prenant m=1 on trouve

- . )+ (- 3 -n -1 - :
al =g, (k-3) + 8, (k1) + 37 (2109 1)® + 8 (k-3) I8, (k=1) - 2 Yog ]
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+ gl(k-l)@o(k-’z—‘) - 2 log 1] +-;- (-2 log r)2 |fgo(z<-%) + 8 (k1)
j
3T S5 + k-G -3 k-Pet k- + 22 kB,

1 . 2
al =al =2 g2k -3 - &'k -3 +5 2],
al =a% = g(x - %) , at=al= 1,
2 1 3 2
’ 2 2
pl=p0 = - s - &) | 1 230 = o
o =2 5 ek - 3) bl = b 7
~ ! "
cé=ﬂL€2(k—%)—E(k-5)], e =11£(k-—7), c;—c?=n
Cela nous donne
n._ _n.
5(-2k,1) = '’ ]"Zk t LRt -0) + ek -2
T 3T L 7 2

2(k--’;-)! (k-1)!

- 38(k-E (k - 3) + an2e (k- 5)] P(2kn) - 5 [E2(k-3)

e (k-3 + 202 Pkon,1) + 5 E(-D) P2kon,2)

1 2 n ml
-3"!— P(Zk-n,3) - —2— E(k-—z') P+(2k—7’l) + T P+(2k—n,1)

1

v [B2(k=2) - £'(k-3)] P_(2k=n) + in E(k=D)P_(2k-n,1)

- 5 p_(2k=n,2)

d) Soit maintenant p= -2k, k < n£2 » N pair. On a alors

1 A2

(39)

§(-2k+2)) = Ay A7 + §(-2k) + S(-2k, )X+ SE2K,2) 7 + ...

k-1

Dans ce cas A=0 n'est plus un pole pour F(g -k+X). Par conséquent

doit remplacer (4.4 - a') par

on



PG ke = G-k - D) tZO a G-k A7, (40)

o F 0 ”
aj(zo) = ;Irg :Z)‘—J I‘(zo+>\) R ao(f-k) =1, a1(§~k) =y
>

o, -1 =5 B2E-0 +v @ -0l ..

Dautre part la fonction $(2k-n-21) n'étant plus hol onorphe au
voi sinage de A=0, elle adnet |e dével oppenent en série de Laurent

SR ) Loy
S(2k-n-21) = -4 A+ ] A4 5(2k-n,t) A
n £=0 t!

Tk

t

par un calcul anal ogue au précédent on trouve, comme coeffici-
1

ent de A~
k=1 (k. no_g
-1 G-k-| L
Fg, =2 - (-1)? i A
k-1 T__2|(+1 #®=-k-1
2(k-1)! n? 2
T + P(Zk-n)] (41)
i ]
d'ou il s'ensuit
S Ay SR DR . Zok-1)
Pl e 2 p(ken) - L 2)
= - 2k+1 1 G- k-1 f
2T J
De la méme maniére, S 1'on on pose
FS(-2k,m) = T(-2k,m) + T(-2k,m) + T(-2k,m)
on obtient
Z { )
2 n m+l
(-1) Gor-1) ot
T(-2k,m) _ z - aTI 4 + ] (t') a@ S(Zk—n,t)?
m! f-Zk-l 7"1{'] £=0

2{k-1)! 7



- 2 n_ - i
o = " a_q An +
-2' - 2k + 1 -z-k—]
2(k-1) =
m+l n
¢ 5-k
pp )2 Gken,n)
. t
t=0 ‘ }
m_ m m_ .m
avec a, =&, + bt A
) 2
a.@ - x)e,_, (k=1) (-2 log m)
at = E g2 Al (43)
¢ 2!
Jh,2 20
[+h+8 = m-t+1]
n o _ - Ly u+l 2u+2
o § Bj(f k)8, _y (k=1) (=21ogm) " (-1)"
t t 1
j,h,l,u > 0 £. (2u+2).
[J+h+0+2u+ 2 = mt+1]
(4k)
: ‘ : " _ _ _ Lo yyu _2u+l
g aj(i- k)Bh-l(k D{(-2logm)™ (-1} # v (45)
¢ ol (2u+1)!
Jihstu 2 O
[F+hea+2usl = m-t+1]
Il en résulte que
k=1 n n
- N" TG -k-)! z-k=1 _
ESCZem) z (-1) b7 [:An + 1 ]
7 = 2k+1 z k-1 7= k-l

2(k-1)! «
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E-k-] -

- (-n? 'c’f’LA__—A__]
102 k.l G-k-1
‘m+] /_,I\t r'm " m
+ ) iVl '_a»k P(2k-n,t) + b, P (2k-n,t) -4c, P (Zk—n,t)_}
£=0 t. t t + t - N
- ie 1 .
£_])k TG - k-1)! b’f] H%-k-l nem ;—k—l+
2ok« E-k-nr * (B-k-1 -
2(k-1)!n .
m+l
- r
+ L P(2k-n, t) + b P, (2k-n,t)
t=0
- il P_(Zk—n,t)]} (46)

En prenant m=0, on trouve donc

(DT E- k)
Fs(-2k) = n(-k) P(2k-n) - P(2k-n,1)
—2—-2k-] .
2(k=1)! =
n n
: n? 7 k4 2-k-1
-7 P(Zk-n) = 2(%4(—‘)‘ H+ - |n ﬂ(-k) H: B (47)

ou n(ZZ—)) désigne la fonction tlJ( By 4 v (- ——) - 2 log N.

En prenant m=1 on trouve'

F5(-2k,1) = .
L-2k+1 0
1r2 2(7-k- 1)}

no_g v { Con
(f k-1)! w2 n(-k) H7 k-1
+
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2 Z”k'l ~
- - 1 -
i .n_y(z.lc)__L(_.k_)_ H% +% nZ(_k) - n.(_k)
2(—2‘-k- 1)}
b 2] P(2kn) - nl-k) P(2En,1) + & P(2k-n,2) - %= P (2
3{ k-n) - n ken1) + 5 c-1,2) - 5 P (2k-n)

-

- Zm n{-k) P_(2k-n) + < P_(2k-n,1) , (48)
1 1 n+ H
@ =GB - -8 S prw, re0,1, L

e) Le troisiénie cas p = -2k, n impair, ne différe du précédent

que par le fait que S{2k-n) est maintenant holornorphe.

On trouve, alors

Fa, , = 2 P(2k-n) (49)
n
7' 2k+]
2(k-1)! w
d'ou il vient
k-l (n—22k)
Fy = P(2k-n) (50)
Z o2k 4+
2
2 a

pour » impair.

En général on a

-1k F(‘?’L'Zk) m+1 (-l)tJ

Fs(-2k,m) _ 2 ) A" P(2k-n,¢)
e 5= 2k+1 40 v { ¢
2(k-1)! w -
+ b P (2k-n,t) - <d} P_(2k-n,t) (51)
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En prenant successivernent m=0, m=| on obtient

(-nklrezky

Fs(-2%) = —2 {n(-k) P(2k-n) - P(2k-n,1) - in P (2ken) |
?"Zk'l'] )
2{k-1)!
Tk-1) 1w (52)
k-1 n-2k
(0¥ redy | ) |
Fs(-2k,1) = I 45 R - 0tk s I ] BGaen)
'Z- 2k + l
2(k-1)'n

2
n(-k) P(2k-n,1) + % P(2k-n,2) - 3= P (2k-n)

]

Zn n(-k) P_(2k-n) + <r P_(2k-n,l)r , (53)
J

n étant impair. Rappelons que si N est inpair, on a

n=2ky _ 1 1
¥ (5 )—w(—2-)+2l‘:l+-3~+

SO B

* A2E7

| —

f) Enfin, pour terminer, soitp= -n-2r, r = 0,1,2,..., N im-

pair. De (3.15") on tire la série

- B .
FS(-n-2r+21) =FBr A+ Z S(-n-2r,m) —

Dans ce cas les développements

©

G -1
T(~r+r) = —~—i— B._ () A
r! J.ZO J-1
P(Z-nz-Zr +2) = F(Z-nZ-Zr) z 0L}Z(Z-rzz-Zr) )\h
h=0
(54)
® t
s(-2p-22) = J (';2 S(2r,t) A"

111



G(2r,t) A

Glazr-2n) = 7 LD
£0

doivent remplacer les développements correspondants du cas précédent.

On trouve
7
S 2epe2p —2-+2r=-]
(-n I'(—rz—) TT
Fs, = P(2r) (55)
2p!
2-n-2r g Zr-] 1
e (-1 (e Lt
F5(~n— r,m _ v { B P(2r,t)
ml! 2r! =0 .
+ b’Z P+(2r,t) - icrg P_(Zr,t)} (56)
ou
m 37-_1(1’) uh(Z—nz-ZE»)(_z log ’IY)R
at‘ = - (57)
2!
Jiht 2 0
[F+rte = m-t+1]
2~ n 2r u+l 2u+2
(r)ay ( ) (-2 log m)*
v - E . il (58)
- 2 (2u+2)!

dyh,0uz0
[;7+h+£+2u+2:n ~t+1]

ot

Jh,%u 2 0
[:7+h+11+2u+1=m ~t+1]
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On voit que pour m=0 et pour m=l la formule (4.56) devient

-1n?* I,(2-77-21/=) F-Z—+2r 7]
FS(n-2r) = z {cle) P(2r) - P(20,1) - iP_(20)}
2 p!
(60)
»n
(_])rr(Z-n-Zr)n'2—+2r’ ! .
27
FS(-n-2r,1) = 2 % (Cz(r) -z'(r) + L] Pl2r)
2 p! 1%L 3
{
, ]
- z(r)P(2r,1) - "7- P+(2r) - Zn z(r)P_(2r) + in P_(Zr,l)?
(61)

ou nous avons noté ;(127—) =q)(2—;'2) +¢(212‘P.) -2 log m, C.(g_) =1P'(£%2) -
v EFB).

Nous avons, ainsi, trouve les transformées de Fourier des S(p,m)
pour tout complexe p et m=0,1,... . Nous obtenons immédiatement les i-
mages des §(p,m) en applicant la propriété bien connue de la transforma-
tion de Fourier

FS(,m) =Fs(p,m) = FS(p,m))

PourFE(p,m) il suffit, donc, de interchanger dans chaque formule, les 8
et les E, les A et les Z, et les Het les 1;', respectivement. Evidemment,
cette remarque s'applique aussi a Ff]h.

I1 nous reste a calculer les transformées de Fourier des dis-
tributions G(p,m), pour toutes les valeurs de p. Si p et -p—n ne sont
pas exceptionnels on peut avoir ces images en utilisant la formule (3.7):
la moyenne arithmétique.de Z4 et Zq aura pour image de Fourier la dis-
tribution
7 47
F[ —q_..g-) = (-—‘-ﬂ-)q { cos (_112_q) S(-q) + G(-q) } (62)

Comme Zq + Zq est évidemment symmétrique, sa transformé et sa transformée

conjuguée coincident, donc on peut remplacer F a F dans la formule ci~
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dessus. Alors en prenant la transformation de Fourier inverse des deux

cotés de (4.62), on aura, avec p = -q
FG(p) = - cos (B) Fs, (p) + (2n) 7 s, (-n-p) (63)
p) = - cos (5°).FS (p) + T . D
R Y S
d'ou il résulte, compte tenu de (4.2) et de la remarque faite ci-dessus,
r &2y r (&)
FG(p) = - —2—— 2 { cos (&) 5 (-n-p) + cos &) G(-n-p) }  (64)
n 27 "+ 7
2-+p+l
™

pour p et -n-p non exceptionnels. Cette formule ne differe de (4.2) que
par le facteur cos (E}) devant G(-n-p) et par la présence de cos (%T-r-) a
la place de exp (ii%"l). En recharchant les coefficients du développe-
ment de FG(p+2)) en série de Taylor ou de Laurent, selon la régle que
nous avons utilisée jusqu'ici, nous obtiendrons les transformées de G(p,m

pour tout p et pour m = 0,1,2,...

Dans le cas non exceptionnel, on a, compte tenu de les rela-

tions (4.4. - a,b,c,e,e') e de

o

oL T (-I)u Tl’zu 2u
cos (‘%—— + A = cos %— 20 T A (65)
u= Ul .

I,(n+p)r(2+p) m + (
FGn(I}ID,m) - n2 2 3 (—I)I d" cos (EZT—[-) S+(-n-p,t) +
: z+p+ 1 t= |

i
)

+ aJZ cos (%) G(-n-p,t)} (66)
avec C{Z= a? + bt’ a et b’: étant définis par (4.5) et (4.6), respec-
tivement. Cette formule est la généralisation de (4.64). |1 faut remar-
quer que si n est impair, FG(p,m) est nulle a 1'intérieur du cone de lu-
miére.
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Cus exceptionnels.

a) p =2k -n, nimpair. On trouve alors

. 2+2k-n
FG(Zk-n,m) .. (k'])- F( )

ml . Ny
1TZk L

I (-])k dj?‘ Ak—]

+

e~ 3

t

t
D 47 G('Zk,t)}
t=0 *

(k-1)t 1 (&2 {a’f, LARS

) +
Ter *2--9'] (k I).

) (-1)t oy s
tgg P (a’;7 + b’g) G( Zk,t)} (67)

En prenant m=0 et puis F on aura

(k-1)" r(———2—2+2k'”) g (2
FG(2k-n) = 2 #7 - 6(-21) (68)
=%+ 1 (k-1 7
ks
et
(k-1)! I.,(2+27< n) 2(27('71) y (2kn - .2
FG(2km,1) = L EED T T e
. -7 + 1 (k=1)! ‘
- g(”‘_'") G(-2k) + G(-2k,1) } (69)
ou £(5D) =y () +y BEED) - 2 1og n.
b) p = 2», Si n est impair on trouvera
(-1)7 pt () L\t
Fezr,m) . . 2 Cl) d7 6(-n-2r,t) (70)

g.+ 2r -1 t=0
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ce qui donne en prenant »=0 et mel

(-1 2t T
FG(2r) = - G(-n-2r) (71)
Ze2r 4l

2
™

(-1 »t 1B
FG(2p,1) = - {e(x) (-n-2r) - (-n-22r,1)}

4
n—z- + 2r + (72)

Si n est pair, on obtieridra

0 G- ) z
Formy . U1 G D -1)? oyng
EE— Py -2 'r
m! w+2r o+
oz
n
-+ m t
+ (-n? VT] n ) (41,)' E{Z Plon-2n,t)
z+r -1 £=0 ’
+ b’Z G(-n“ZZ‘wt)] =
n-2 i
r n r_ 2 |ym _gm 1
o (-1) r!(7+r- 1)! (-1)"w @_2 b-](‘+'2'+"'+n/2+r- l)]
- n o, 2r r (N - [
Tri--l-ll"*“ 2 r. (2 +r ])'
Dr b'f, zzz-+r-l
x 8 - —— H
O Gar-n ¥
m
1t
P l), E{g P(-n-2r,t) + B} G(-n—Zr,t)} (73)
t=0 '
d'ou il s'ensuit
n+2
(7wt Grrenr [ 7 g2 »
FG(2r) = - . L] s, + Plm-2r)
RS 27t @ 4o

et
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. r
(-7 ! Grr-1)! (-1, 2
FG(2r,1) = - b (1)
n -
2+21ﬂ 1 221'=+] o (%+r-])'
m
n
r 2 7‘0‘1"]
-y -2lo B —r
’ 0 § + 2@ +r -1y ¢
0 2
. 1
¥ £(r)P(n-20) = P(n-2p,1) f (75)
Si » est pair.
C)p = -2k, n pair, k:»%—. Un raisonnement semblable a celui
de la page ménerait aux résultats suivants
% 27(-?21-1 m+2 " n
Fo(2km) _ ) ;LD 0T s Gen,e)
m! (k -3 (k=1)1 t=0 ’

+ (DX 6(2Kn, ) J>

m+2

('l) kil (_])t [
=— y ~T (@, P(2%k-n,t)
+ b'Z G(2k-n,t) (76)
et, compte tenu de (4.35 36, 37),
k-% ox-Z-1
(1) ? i 2 1 n 2
FG(-2%) = P[0 - ewep « 37 e
(k =50 (k1)
- g(k-%) P(2%-n,1) + %P(Zk-%,.’l) - % G (2k-n) } (77)
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FG(-2k,1)

FG(-2k,m)

k=2 o -L-
Cy 2.7

! n "
PN 37 B (- + k-
Y ! -1).

- 3E(k-0) €t (k-7) + 2% (k- P)] P(2k-n)

w5 e k-3 +§n2] P(2k-n,1)

1 n B _ J_ _
+ 3 E(k-—EJ - P(2k-n,2) 37 P(2k-n,3)

22 (-7 G(zken) + G(zk-n,l)} : (78)

On trouve alors

NS

d) p = -2k, n pair et kK ¢

(-1)"~" (;--k-l): , 7%-1

ml

(k-1)1 gz - KT 7 i

n
2

+ (-DF ", (-1) .,
2
s (-0 d] G(zk—n,t)]} = (79)

& - k-1 " Zok-1

m+1 £

(-1) -
+ tzo T l_a’z P(2k-n,t) + b’z G(2k n,t)]} (80)

On en tire
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C-x-1) ’ Rkl
FG(-2k) = ——Z—T_-k—__{n(-k) P(2k-n) - P(2k-n,1) + —iz__af }
(k-l):nf_z * 2(z-%-1)!
(81)
G- k= 1) » k-1
F6(-2k,1) = — 2 ) Tl g2
(k-1) a2 B R R
# 3 [12e0 = v+ 2] PG - n(i) PR
+ %—P(Zk—n,z) - “2—2 G(Zk-n)} (81)
pour n pair et k <% .
e) p = -2k, n-impair
l,(n-zk) m+l ‘
FG(-2k,m) _ _ 2 i']?)—d'z G(2k-n, %) (82)
m! (k ) 7= 2k+1 t=0 ) '
-1 in
r&E
FG(-2k) = - — n(-k) G(2k-n) - G(2k-n,t) (83)
(k-l)l Tr-z'zk'f']
F(n-zzk) 1 [, , 2 5
oz ) = - T { [0 - () - §02] G 2ken)
(k-i)1 7%
- n{-k) G(2n-k,1 )} (84)
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f) p = -n~2r, n impair. Si l'on remplace (4.4-d) par

n+2r-1 nt2p-1
cos n('”ZZI' +A)=(-1) 2 sin wx = (-1} 1 _(_L)un2u+]_AZu;]
u=0 (2u+1)1
{85)
on obtient, par la regle usuelle,
nl Ry
; (_‘)T 1.‘(2-72-210 A m+1 ‘
G(-n,;?z’,m) - - 2 Z (-1) ch G(Zr,t) (86)
) r! £=0 t!
ce qui donne
n n
-1y pEont2ey Tr-i+2 (-1)%"]! “7+ ]
FG(-n-2r) = z G(2r) = : G(2r)
r! o I‘(n+21ﬂ)
. T
(87)
et, finalement,
n+1 n
=+ 2r
(1) T r@zciny 2
FG{-n-2r,1) = {g(r) G(2r) - G(2r,1) }
r!
o Zzl- +2r+
b u { ¢(r) G(2r) - G(2r,1) } (88)
' F(n+2r)-
2
2-n-2p

z(r) dénotant le numéro y (r+1) + UJ(—T—) -2log w
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