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A review is given of recent developments in nonlinear waves
studies, particularly in soliton-1ike phenomena. The ''soliton'' is defi-
ned as a ''great solitary wave" higfﬂy stable (the instability due tothe
nonlinearity of the wave is balanced by the dispersive effect of the me~
dium). The historical development of the "soliton' concept is presented
in the first part ofthis paper. In the second part, the nonlinear wave
equations that describe the most important types of solitons are dis-
cussed. Among them the Korteweg-de Vries, sine-Gordon and nonlinear
Schrodinger equations. Finally, the characteristic and practical appli-
cations of various kinds of solitons are presented. Some examplesin va-

rious branches of Physics and Engineering are shown.

E feita uma revisdo do desenvolvimento atual do estudo das
ondas ndolineares, particularmente em fendbmenos do tipo "soliton". 0
"soliton", & definido como uma "grande onda solitaria", altamente esta-
vel (a instabi lidade devidaa ndo linearidade da onda 6 compensada pelo
efeito dispersivodo meio). 0 desenvolvimento histérico do conceito so-
liton é apresentado na primeira parte deste trabalho. Na segunda parte,
discutimos as equagdes de onda ndo linear que descrevem os mais i mpor-
tantes tipos de solitons. Entre eles temos as equacdes de Korteweg-de
Vries, sine-Gordon e a de Schridinger nao Iinea%. Finalmente apresenta-
mos as caracteristicas e aplicacfGes praticas de varios tipose soli-

tons. S&o mostrados exemplos en diversos ramos da Fisica e Engenharia.
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APRESEMTACAO

"Soliton'" € o nome dado a certos tipos de fendmenos ondula-
térios n3o lineares e altamente estaveis, também chamados de *‘ondas so-

litarias'.

0 grande nimero de publicacoes cientificas e, até mesmo de

Anpi F : . " H " -
conferéncias internacionais mostram que, atualimente, os ''solitons” es
tao em grande evidéncia nos meios cientificos. Fala-se até em '"nasci-

mento da Fisica nado linear™ .

Este 'trabalho tem por objetivo dar uma visdo geral do concei-
to de "soliton' e para tal, faz-se uso de diversos exemplos e aplica-
¢oes em experimentos da " Fisica Moderna™, *Fisica Classica™ e em diver-
sas outras areas da ciéncia, bem como algumas aplicagoes tecnolébgicas
(como, por exemplo a sua utiliza¢cdo na construcdo de memdrias eletréni-

cas) .

A idéia & procurar explicar o que € un "soliton' de uma forma
didatica sem se aprofundar na linguagem matematica. A parte inicial do
trabalho mostra o desenvolvimento histérico dos estudos em hidrodinami-
ca, particularmente nos fendmenos ndo lineares, estudos esses que ja no
século XVII1 motivaram os pesquisadores. E importante dizer que naquela
época 0s transportes e as comunicagoes eram feitos, basicamente, por
vias navegaveis, dai a existéncia de inumeros estudos visando a otimi~
zacao desses servigos. Os rios, lagos e canais de navegagdo eram impor-

tantes "laboratérios cientificos™.

Além da parte histérica, discute-se de forma suscinta a parte
analftica, procurando mostrar os diversos tipos de equagoes ndo Iinea-
res que podem descrever os fendbmenos do tipo *"soliton'™. Embora essa par-
te seja suscinta procurou-se dar uma nogdo geral dos aspectos matemati-
cos envolvidos nesses fendmenos. Sao dados diversos exemplos e aplica-
coes flsicas para cada equagac descrita. Acompanham o artigo diversas
referéncias especificas que servem ndo s6 para um estudo mais profundo
como também para mostrar a variedade de trabalhos realizados sobre esse

tema na Fisica de hoje.
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1. HISTORICO

1.1. Introdu¢do

A utilizacao dos canais de navegacdo, principalmente na Euro-
pa, se desenvolveu devido as necessidades do comércio e das comunica-
¢des. Tem-se noticia que desde o século XVI ja se construiam esses ca-
nais. Tais canais foram importantes ''laboratorios de pesquisas", duran-
te todo esse tempo. Ndo so pelos problemas tecnologicos apresentados co-
m tamhém pelo desenvolvimento da Hidrodindmica. Benjamin Franklinl foi
un dos primeiros a se interessar pelos problemas de hidrodinamica cau-
sados pelo movimento dos barcos. Vejamos alguns trechos mais importan-
tes de uma de suas cartas 3 Jean Pringle, comerciante e dono de barcos
(Londres, 10 de maio de 1768), sobre a profundidade dos canais de nave-

gacao:

... Wi barco en movimento, préximo & margem do canal, a me-
dida em que avanca um espago igual ao seu proprio comprimento, desloca

uma quantidade de &gua igual ao volume ocupado por ele préprio.

YA agua assim deslocada, passa a direita, a esquerda e sob o
fundo do barco, para depois colocar-se atrds do barco. Se a passagem
sob o barco & diminuida pelo fundo, esse processo se repete porém, o mo-
vimento da agua nos lados do barco S mais intenso, fazendo com que o

movimento do barco seja mais diffcil',

D'Alembert, Condnrcet e Bossutl, por volta de 1777, realiza-
ram as primeires experiéncias controladas sobre dinamica dos fluidos.
Algum tempo depois, Lagrange2 desenvolveu uma analise matematica da
propagacao de ondas de fraca amplitude na superficie de un fluido. En-
tretanto, foi no século XiXauea pesquisa em propagacao de movimentos em
meios eldsticos obteve un grande desenvolvimento. Entre outros, Poisson,
Laplace, Cauchy, Boussinesq e Saint-Venant, foram as principais figuras

desse desenvolvimento.

Nesse mesmo século, um novo e interessante fendmeno foi des-
coberto. Esse fendmeno, chamado de onda solitaria pelo seu descobridor,
e mais tarde de onda de translagao, & uma onda de grande amplitude e
al tamente estavel, produzida em um canal pouco profundo.
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Foi em agosto de 1834 que um engenheiro e filosofo natural
escocés, John Scott Russel (1808-1882), descobriu as ondas solitarias.
Como engenheiro, ele estava preocupado, essencialmente, na importancia
da formagdo das ondas devido a resisténcia ao movimento dos barcos bem

como na deducdo de cascos ideais para navios.

Uma descrigdo analitica desse tipo de onda de grande amplitu-
de foi feita em 1869 por Boussinesq e aperfeicoada por Saint-Venant em
1885. Na época, houve um grande debate a respeito da estabilidade das
solugoes ndo lineares das equacoes de propagacdo. Esse debate foi con-
cluido em 1895 com a resolucéo exata obtida por Korteweg-de Vries3, De
1a para ca, até o inicio da década de 60, praticamente nao houve nenhu-
ma nova contribuicdo ao estudo dos movimentos do tipos de ondas solita-
rias. Mas, a partir dai, o fendbmeno do tipo onda solitaria, ou soliton,
como € chamado atualmente, tem sido observado em inimeros ramos da Fi-

sica Classica bem como da Fisica Moderna.

1.2. A Descoberta

Durante aproximadamente um século observaram-se fenémenos do
tipo onda solitaria sem estudos aprofundados. Lagrange2 estudou a equa-
¢éo de propagagao de ondas na superficie de un canal raso e de secgéo
retangular. Se H € a altura de agua do canal e g a aceleracdo da gravi-

dade a velocidade de propagacdo é dada por:
v=@ (1.2.1)

resul tado obtido através de um céalculo aproximado. Essa aproximagdo su-
pde que os termos ndo lineares sejam despreziveis. Esta linearizacgao
descreve perturbacdes de pequena intensidade. Dai podemos dizer que on-
das de grande amplitude correspondem a propagacdes ndo lineares. Entre-
tanto, com a aplicacdo da equacdo de Lagrange a este tipo de propagacao
podemos observar alguns efeitos ndo lineares. Seja uma onda na superfi-
cie de &gua de um canal raso (com profundidade H), com amplitude maxim
h. A altura da agua varia, conforme o perfil da onda, entre dois extre-
mos: Hth para a crista e H-h para o vale. Ora, na férmula de Lagrange ,
a velocidade de propagacdo da onda depende da altura de agua entéo, a

velocidade de propagagdo da crista tende a ser maior que a do vale. Des-
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se modo, a onda muda sua forma no decorrer da propagagao, adquirindo uma

forma mais abrupta na frente e mais suave atras (tipo onda do mar).

Entretanto a descoberta da onda solitaria veio de uma obser-
vacdo de John Scott Russel®: "Eu observava o movimento de um barco que
dois cavalos rebocavam através de um canal raso e estreito, quando, de
repente, o barco parou; entretanto o movimento continuou pela agua do
canal, a agua foi se acumulando, em um estado de intensa agitagéo, ao
redor do barco e dai, jogando o barco para tras, espalhou-se, ao longo
do canal, com grande velocidade, assumindo a forma de uma grande ondu-

lagdo solitaria, cuja superficie circular e plana € perfeitamente defi-

nida. Esta onda continuou sua marcha pelo canal, sem que sua forma ou
mesmo sua velocidade se alterassem, pelo menos aparentemente. Continu-
ando a cavalo, segui a onda que se movia de 8 a 9mi/h, preservando sua
forma original (uns 30 pés de comprimento e 1 pé a 1,5 pé de altura). A
altura da onda foi gradualmente diminuindo e apés uma perseguigao por
uma ou duas milhas eu a perdi na sinuosidade do canal. Assim, em agosto
de 1834, foi o meu primeiro encontro com esse fendbmeno estranho e boni-

to''.

0 que Russel viu foi un "soliton' embora esse nome tenha sido
adotado em 1965, quando entdo, o fendmeno foi redescoberto em uma solu-
¢3o numérica de equagdo de onda de plasma®. Alguns anos depois da des-
coberta de Russel, encontramos outra apresentacdo, igualmente simples,

desse fenémeno, feita por M. Bazin, em 18656, Vejamos o que ele disse:

"Toda vez gque um volume de dgua momentaneamente se eleva aci~
ma do nivel geral, e esse volume se propaga sem alteracdo, trata-se en-
tdo, de uma onda de translagao. Esta elevagdo momentanea pode ser pro-
duzida seja pelo movimento de uma barra, agitando @ maneira de un pis-
tdo, em um liquido, seja pela ejecac de un certo volume de &gua sobre

um liquido tranquilo, etc.

"A onda de translacao é toda a saliéncia solitaria acima do
nivel de agua na qual ela se propaga; aqui aparece uma das diferencas
entre as ondas oscilatdrias, pois nesse caso, cada saliéncia & acompa-
nhada por uma cavidade correspondente. Ainda mais, as ondas oscilato-

rias estdo sempre reunidas por grupos e se sucedem a intervalos regula-
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res; a onda de translacdo caminha sé. Russel, a quem devemos 0s primei-
ros estudos sobre esse fendmeno, denominou-o de onda solitaria, que &
aplicado atualmente a uma translacac particular que tem a propriedade

de se propagar sem se deformar™.

Nessa época, 0s transportes e as comunicacdes eram basicamen-
te feitos por vias navegaveis (mar, rio, canal, etc.); os pesquisadores
eram motivados a resolver os problemas das vagas devidas aos movimentos
de navios, bem como a projetar tipos adequados de cascos. Podemos ter
uma idéia disso, através das palavras de Saint-Venant”: "... o0s sabios
comissarios ingleses esperavam, pelo estudo de ondas em canais, adqui-
rir ateis conhecimentos sobre as leis das ondas do mar sobre as quais
0s navios balangavam''. Note que nessa época a Inglaterra, praticamente,
detinha o monopolio dos transportes maritimos do mundo: possuia a maior

frota mercante, bem como a maior e melhor equipada marinha de guerra.

Contudo devemos e Russel, ndo s6 a descoberta, como também as
primeiras tentativas de desenvolvimento de férmulas empiricas para des-
crever o fenémeno do tipo onda solitaria. Realizou numerosas observa-
¢Ges experimentais importantes, dentre as quais sobressai a experiéncia
em que ele préprio produziu ondas solitarias & observou, em recipientes
de paredes transparentes, os caminhos percorridos por pequenos CcOrpos
em suspensdo no liquido. No fundo dos recipientes, as trajetorias des-
sés corplisculos eram retiiineas e horizontais, mas nas proximidades da
superficie, as trajetérias curvavam-se de uma maneira andloga a uma se-

mi-elipse.

Boussinesq®, em 1877, desenvolveu um tratamento analitico do
movimento de particulas & passagem da onda. Em 1685, Saint-Venant’, a-
perfeicoando esse tratamento analitico, escreveu que o movimento forma-
va un arco de parabola e ndo o de semi-elipse como observaram Russel e

Boussinesq.
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2. SOLITONS

2.1. Efeito Mao Linear e Dispeasivo

Ondas solitarias sao solugBes das equagoes ndo lineares de on-
das dispersivas que se propagam ao longo de uma diregdo particular sem
mudanca de sua forma. A ndo linearidade, por si s6, tende a instabili-
zar a forma da onda, mas esse efeito é contrabalancado pela disperséo
causada pelo meio. De fato, a corregao nido linear tende a fazer comque
o perfil da onda tenha um carater mais abrupto na frente e ligeiramente
mais suave atras (Lagrange’). Esse fendmeno atualmente € conhecido como
onda de choque. Un exemplo dessa formagdo de onda € a forma que as on-

das do mar adquirem antes de 'arrebentarem’™ na praia.

Temos entdo, nesse caso, um efeito ndo linear e dispersivo
associado ao fendbmeno do tipo onda solitaria. Entretanto, a introdugé&o
do efeito ndo linear e dispersivo faz com que surjam coisas mais compli-
cadas, por exemplo, a equagdo de onda tem um intrincado principio de su-
perposicao de modo que duas diferentes solugdes n&do podem, simplesmente
serem adicionadas de modo a obtermos uma terceira solucdo. As ondas so-
litarias interagem mutuamente sem criaremou destruirem alguma outra

perturbagdo e continuam com suas formas originais.

Uma resolucdo analitica exata para esse problema foi feita
por Korteweg e de Vries3 em 1895. Eles apresentaram uma equacio que e=
xibe os efeitos ndo lineares e dispersivos, pela qual se obtém uma fa-
milia de solugdes estacionarias exatas, com uma solugdo particular de

onda solitarias. Ondas solitarias altamente estaveis sdo os solitons.

Ondas transversais que se propagam em agua rasa dac um bom e-
xemplo de propagacao ndo linear e dispersiva e as ondas solitarias que
aparecem na solucdo das equacdes de movimento correspondem ao fendmenc
observado por Russel. Exemplos semelhantes de sistemas ndo lineares e
dispersivos podem ser encontrados em varios ramos da Fisica: colisdes
ionicas, aclstica, meteorologia, plasma, laser, magnetismo e na teoria

das particulas elementares®.
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2.2. Descricao Analitica

2.2.1. Equacao de Korteweg-de Vries

A equacdo de Korteweg-de Vries, conhecida também por equacao
Kdv, & dada por3:10:

o, + add + & =0 (2.2.1 .1)
t X foizietid

onde, o € constante.

Esta equagdo tem se mostrado bastante Gtil para descrever,
mesmo que aproximadamente, diversos fenémenos nao lineares e dispersi-

vos. Eis alguns exemp]osg’11’12’13:

ondas magnetohidrodinamicas e ondas
fon-aclsticas no plasma, rede anarmdnica, ondas longitudinais dispersi-
vas em materiais eladsticos, 'ondas de pressdo" em mistura gas-liquido
em tubos, pacotes de fonons excitados termicamente a baixas temperatu-
ras em cristais nao lineares, fluidos girantes em un tubo, etc. En ge-
ral, uma grande classe de sistemas matematicos hiperbdlicos podem ser

descritos pela equagdo KdV.

A expressao

o =45
a

72 j 3 + heosh(2x = 8t) t cosh(hx - 64t) (2.2.1.2)

| (3cosh(z - 28%) + cosh(3z - 36)¢)

descreve uma dupla solucdo da equacdo KdV. Sdo essas solucdes que des-
crevem dois solitons interagindolz. Aproximando a expressdo acima, para

grandes t, obtemos:

12k 2

2 - L2
sech {ki(:z: hkit) + 67:} (2.2.1.3)

onde, §, é constante e i = 1,2.

Ndo se sabe bem o por qué, depois de cerca de 60 anos de 1in-
tensos debates, a onda solitaria caiu em esquecimento. Isso se deu logo
ap6s a solucdo obtida por Korteweg e de Vries, em 1895. De certa manei-
ra, podemos dizer que também a hidrodinamica em geral caiu em esqu'eci-

mento. Somente na década de 60 que esse estudo foi revitalizado porZa-
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busky e Kruskal que encontraram a solucdo de onda solitaria numa solu-

5

cdo numérica de equacgdo de onda de plasma®. Nesse trabalho, eles procu-

raram mostrar que duas ondas solitarias, descritas pela equacdo KdV, in-
teragem sem se deformarem, ou seja, ao se chocarem preservam suas for-

mas.

2.2.2. Ondas Solitarias Descritas pela Equacdo de Korteweg-de Vries
Seja:

o(x,t) = o(5) (2.2.2.1)

onde: § = x~ut; que representa o movimento de uma onda num sistema de

coordenadas movendo-se com velocidade u.

Considerando que:

3 _d
ox  d§
(2.2.2.2)
3 _ _.d
3 5

substituimos na expressdo (2.2.1.1), obtemos a seguinte equagao diferen-

cial:

¢§(a® -u) + <I>§§ =0 (2.2.2.3)

Integrando essa equagédo, obtemos:

0o =Ky + ud -%- 2 (2.2.2.4)

onde kl € uma constante de integragao. Da segunda integracdo (multipli-

camos antes ambos os lados de (2.2.2.4) por <I>§) resulta:

152 = U g2 _ & 43 ‘ ‘
7 05 =Ky + k0 4y 07 - 203 (2.2.25)

onde: k; e k, s@o constantes de integragac. Na terceira (e Ultima) in-

tegra~:~, obternos:
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=x - ut (2.2.2.8)
3, VP (2)

onde: P(&) = 2k, + 2k, 9 +up? - 33 e &y € o valor de ¢ para x-ut=0.

wi e

Como a onda solitaria é perfeitamente localizada a primeira e

a segunda derivads devem ir a zero para § ~i . Além disso, essas deri-

vadas sao definidas em todo o espaco. Estas condi¢oes e mais as expres-

sbes (2.2.2.4 e 5) fazem com que k; e k, (as constantes de integracgao)

sejam iguais a zero. Logo, a expressdo (2.2.2.6) pode ser facilmente
integrada, fornecendo a solugao do tipo onda solitaria:

; N
& ~ ut) = —303:— sech? !_ZZ (z~ut) (2.2.2.7)
A analise fisica das equacdes (2.2.2.6 e 7} nos revelam as se-

guintes propriedades para un soliton descrito pela equacdo KdV:

a amplitude aumenta com a velocidade;
- a largura é inversamente proporcional a raiz quadrada da velocidade;
- o0 sinal da onda depende do sinal da €¢nstante a;

- as ondas sdo unidirecionais, isto €, u nao pode ser negativo, pois,

/P(3) deve ser real.

Podemos dizer que ondas solitarias sdo solitons, quando apés

5:12 a5 solucces duplas para so-

a colisdo elas preservarem suas formas
litons interagindo sdo dadas na expressdo (2.2. 1.2) ou na (2.2. 1.3). No

proximo Ttem, outras solugoes duplas serdo mostradas.

A colisdo entre dois solitons que se propagam em direcdes o-

postas pode ser vista na fig.l.

Como vimos na parte 1, a teoria desenvolvida por Korteweg-de
Vries foi o resultado de uma evolucdo das pesquisas cientificas na épo-
ca. Eles desenvolveram uma teoria exata a respeito das solugoes de e-
quacdo ndo linear e dispersiva, apoés a obtengdo, por Boussinesq, de so-
lugGes aproximadas do fendmeno observado por Russel. Assim, em alguns
casos, as solugoes obtidas por Boussinesq também podem ser aplicadas em

12214

alguns ramos da Fisica e com uma vantagem: a equacdo descreve a
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Exemplo de interacdo de dois movimentos

do tipo "soliton"”.

propagaggo de ondas em ambas as direcées ao longo de uma linha, enquan-

to que, a equacdo KdV descreve a propagagdo em apenas uma diregéo.

Umna discussdo mais detalhada sobre o comportamento de soli-

tons descritos pela equacdo KdV encontra-se na ref. 15.

2.2.3. Equacao de sine-Gordon
Talvez, a melhor maneira de descrevermos a equagao de. onda
(unidimensional) com solugdes do tipo solitons, seja a equagdo de sine-

_Gordon10:ll’12713:

- &, , = send (2.2.3.1)
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Esta equacdo € uma particularizacdo da equacdo deKlein-Gordon:

@ -

e~ Py = () (2.2.3.2)

Dai o nome sine-Gordon

A equacdo de sine-Gordon € invariante por transformacio delo-
rentz, sendo portanto apropriada para descrever particulas elementares
num espago-tempo bidimensionall2*13, Contudo, ela pode ser usada para
descrever diversos outros fendmenos fisicos, como por exemplo: propaga-
¢do de movimentos de deslocamentos nos cristais, movimento da ‘‘parede
de Bloch'" em cristais magnéticos, teoria unitaria das particulas ele-
mentares; propagagao de um fluxo magnético na juncao de Josephson, pro-
pagacdo de uma onda de "*deslocamento™ ao longo de uma membrana lipidea,
transicées de fase em cristais unidimensionaisl2»13,

Uma equagao do tipo sine-Gordon, apareceu em 1882 em um
trabalho de BHcklund sobre geometria diferenciall’?. Nesse artigo,B'a'ck~
lund obteve — o que depois se chamou transformacdes de Backlund' — uma
solugao para multisoliton, somando diversas solugoes do tipo soliton,
inclusive a "solugao zero™ ou 'vacuo'10°13:16  Mas a primeira aplica-
¢ao na Fisica apareceu em 1939 em um trabalho de Frenkel sobre deslo-

camentos em cristaisl3.

As solucoes do tipo soliton na equagdo de sine-Gordon tém

a forma:

o = barctg | expi |E%E J (2.2.3.3)
YT -u2

quando x vai de -» a +~, & varia de 2%. O sinal positivo na exponen-
cial correspondente a uma rotagdo no sentido anti-horario e, podemos
considerar (por convencdo), essa onda, como sendo umn soliton. Por ou-
tro lado,, se o sinal for negativo, a rotacdo se fara no sentido hora-
rio e, entdo, diremos que % descreve um anti-soliton. Considerando que
a rotagao total € conservada, a diferenga entre o numero de solitons e
o0 nimero de anti-solitons deve ser considerado em qualquer colisdo. !s-
so nos leva a concluir que os solitons sdo criados e destruidos aos pa-

res. Seager, Donth e Korchend8rfl2, em 1953, usando a expressio
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(2.2.3.1) pai-a descreverem a propagagac de deslocamentos em cristais,
com solugoes do tipo (2.2.3.3), obtiveram expressdes analiticas para
colisoes do tipo '"soliton-soliton' e "soliton-anti-soliton'. As expres-
sbes obtidas foram:

X

usenh |[————
tg g = A -u (2.2.3.4)

cosh ___Z_tf__
VT = uZ

ara colisoes do tipo "soliton-soliton'; e
p p H

(2.2.3.5)

para colisoes do tipo "soliton-anti-soliton'. Mais tarde, em 1962, es-
sas expressoes foram novamente obtidas, desta vez por Perring e
Skyrmel8, que tratou-as como sendo interacdes do tipo "particula-parti-
cula' e "particula-anti-particula®. Un fato extremamente interessante
€ que nessa teoria uma particula e uma anti-particula cruzam-se sem se

destruirem.

Como exemplo de aplicagao da equagio de sine-Gordon, vamos
mostrar uma tias primeiras aplicagbes, que como & comentamos, refere-
-se ao movimento das deslocacoes nos sélidos. Seja, para simplificar,
un cristal bidimensional, suficientemente grande, formado por arranjos
de atomos alinhados. Sejam dois arranjos consecutivos. Naturalmente, a
tendéncia deles € de atingir a configuracdodemenorenergia, que €
obtida quando os atomos desses arranjos estdo em fase; considerando que
os dois arranjos sdo infinitos, o deslocamento de um comprimento igual
a distancia entre os atomos do arranjo faz com que esses adaptem-se a
nova situagao através de uma configuracdo equivalente. Existem, desse
modo, um infinidade de posi¢cdes estaveis equivalentes. Entretanto, e-
xaminando-se cuidadosamente o cristal, encontramos defeitos localiza-
dos como por exemplo: somente un arranjo no lugar de un par deles; Nes-
se caso, entao, o deslocamento produzido pode acarretar outros tipos
de configuracdes. Pode-se fazer, entdo un modelo simplificado que des-
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creve os defeitos periodicamente, defeitos esses que fornecem as carac-
teristicas de elasticidade e plasticidade dos materiais. Nesse modelo,

a dinamica das deslocagdes € descrita pela equacdo de sine-Gordonll’12,

Um importante caracteristica da equacao de sine-Gordon e
dos fenémenos que ela descreve € a de existir, associado a cada soli-
ton, um numero inteiro positivo ou negativo, igual ao nimero de rota-
¢bes completas. Este numero inteiro associado a uma onda do tipo soli-
ton & uma quantidade conservada; quando dois solitons se superpoem pa-
ra formarem um s6, o novo nimero é a soma dos dois primeiros. Un soli-
ton pode ter qualquer nimero inteiro positivo ou negativo. Assim sendo,
podemos somar e subtrair com os solitons, o que nos leva a pensar que
eles podem ser utilizados em calculadoras eletrénicas. Para tal caso
vamos citar un exemplo desse tipo de aplicagéo: a construcdo de uma me-
moria eletronica utilizando uma juncdo de Josephson longa e estreita:

a informagdo € transmitida por um "turbilhdo quantico', isto &, um flu-
X0 quantico através de um anel de corrente continua. A dinamica desse
“turbilhao" é descrita pela equacdo de sine-Gordon. Veremos em (2.3)

uma descricdo detalhada desse fendmeno.

2.2.4. Equacéo de Schrodinger N&o Linear

No estudo dos fendmenos naoc lineares foi obtida, em 1971,

t12’13,

por Zakharov e Shaba uma solugao exata, analitica, para a equa-

¢do ndo linear de Schr8dinger. Essa equacao & dada por:
o +10, + k|o|%0 =0 (2.2.4.1)
xx t

onde ¢ pode assumir valores complexos.

Sua forma classica tem se mostrado suficiente bara descre-
ver inumeros fenémenos fisicos: auto-modulagdo unidimensional de onda
monocromatica; propagacdo de um pulso de calor em un sélido; equagao
de Ginzburg-Landau de supercondutividade; auto-focalizagao bidimensio-
nal de onda plana estacionéria; ondas de Langmuir no plasma; fendmenos
12

de auto-destruicdo em éptica ndo linear Contudo a quantizagao da e-

quacéo de Schrb’dinger nao linear foi obtida por Kaupl?, em 1975, para
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ura dimensao, marcando um grande progresso nessa area. Um bom exemplo
de aplicagao da equagdo (2.2.4.1) € o de ondas transversais em &guas

rasas!3,

Uma interessante solugdo dessa equagac é o chamado "pacote

de solitons™, que é dado porl® 12

% = ¢Osech{ /722 o, (2 - uet)} exp( Lr-{zg] {x - uct)>

(2.2.4.2)
onde: u_ € a "velocidade do pacote” e U, € a "velocidade do portador™,
sendo que u, > 2uc. Essa solucdo, o 'pacote de solitons', pode ser in-
terpretado como sendo uma solugdo do tipo multisoliton obtido pela e-

quacdo KdV e/ou pela equacdo de sine-Gordon.

Un bom exemplo da utilizagao do pacote de solitons € dado
por um célculo teorico sobre un guia de ondas de vidro que transporta
o "pacote de solitons” da equagdo (2.2.4.2), a um poténcia da ordem
de IW. Dados de simulagdo indicam que tais pulsos sdo estaveis sob di-
versos tipos de influéncia: pequenas e grandes perturbacgdes, ruidos, ou
mesmo, estaveis a absorgdo em distancia maiores que Ikm !2. Este resul-
tado, embora teérico, proporciona um grande estimulo no estudo das fi-

bras &ptical? como transmissores de informagoes.

2.3. Conclusdes, Caracteristicas e Exemplos de Solitons

Conforme pudemos ver, existem tipos de equacdes nio linea-
res que podem descrever melhor certos fenémenos fisicos do que outras
equacdes. Assim podemos separar, por classes (de acordo com as carac-
teristicas intrinsecas a cada equacdo que pode descrever a dindmica do

sistema) os diversos fendémenos ndo lineares e dispersivos.

Por exemplo, a equacdo KdV permite descrever, perfeitamente
bem un grande nuimero de fendbmenos nédo lineares nos diversos ramos da
fisica. Tais fendmenos constituem um classe que tem uma propriedade
comum: a pouca dispersdo para grandes comprimentos de ondas isto é,pa-
ra perturbag8es que variam muito lentamente no espago e a velocidade

das ondas de pouca amplitude tende a ser constante.
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Uma outra grande classe de fendmenosnao lineares e disper-
sivos pode ser ilustrada pelo comportamento de um arranjo de péndulos
acoplados, com grande oscilagdo. Este exemplo nos conduz a um outro
tipo de equagéo ndo linear e dispersiva, a equagdo de sine-Gordon, que
permite descrever fendmenos nao lineares nos mais diversos ramosda Fi-
sica.

Na Fisica classica, o arranjo de péndulos da Fig. 2 € um
bom exemplo de solitons. Esse arranjo é formado por diversos péndulos

rigidos que estdo ligados entre si apenas por um arame de aco. Os pén-

dulos em equilibrio repousam verticalmente. No tratamento didéatico u-

FIGURA 2

Arranjo de péndulos acoplados
com grande oscil agdo. Exemplo
de un movimento do tipo "so-

[iton".
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FIGURA 3

Arranjo de péndulos acoplados
com pequena oscilagcdo. Exem-
plo de propagacdo de uma on-

da linear.

sual, sobre a teoria do péndulo simples, considera-se apenas pequenas
oscilages Fig. 3, tal que as equagbes de movimento possam ser con-
sideradas lineares. Desde Galileu, sabe-se que a frequéncia para pe-

quenas oscilagoes independe da amplitude. A equagao tem a forma:

b, =~ 0 (2.3.1)

Para grandes oscila¢oes, a aproximacdo linear ndo mais sa-
tisfaz a equacdo de movimento (entre outras coisas, a frequéncia de-
pende da amplitude). Se fornecemos suficiente energia para que o pén-
dulo efetue un semi-circulo, ele atinge entdo, ura nova posigéo de e-

quilibrio porém, bastante instavel, pois, o corpo do péndulo esta aci-
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ma do arame. Quando o impulso ultrapassa esse valor critico, o péndulo
fica girando regularmente ao redor do eixo. No girar, o péndulo torce
o arame e desse modo a perturbacdo se propaga para todos os outros pén-

dulos. A equagao de movimento tem a forma:

o, =" send (2.3.2)

Essa transmissdo de movimento através do arame de aco, que
chamamos de '‘torg¢do', pode se propagar em qualquer diregcdo ao longo do
arame, dando ''tor¢oes'', bem como ''anti-tor¢des!. Essa perturbagao se

propaga sem se dispersar como uma grande onda solitaria em un canal.

Como ja dissemos, dois solitons podem se cruzar sem se de-
formarem. As solugbes da equacdo de sine-Gordon mostram esse fato. Co-
no ilustragao, fazendo uso do mesmo arranjo de péndulos, podemos ver na

fig. 4 a interacao de dois movimentos do tipo soliton.

Un efeito semelhante & encontrado no estudo do ferromagne-
tismo, mais precisamente, nas "paredes de Bloch' que separam os domi-
nios de magnetizag?ao”. Quando uma das configura¢des estaveis de spin
é perturbada, ocorre também uma alteracao das relacbes entre os spins
de diregdo oposta e, desse modo, a perturbagdo é transmitida através
do material ferromagnético Fig.5. Estas perturbagGes percorrendo dire-
¢bes opostas podem produzir pares de ''torgoes'' e 'anti-torges" do ti-
po soliton. Os efeitos dessas observacées tém sido observados na es-

pectroscopia.

Un outro bom exemplo de aplicacdo dos solitons € dado pelo

11

chamado "turbilh3o quantico' na juncdo de Josephsonll, que consiste em

descrever o movimento de un fluxo magnético quantificado.

Sabemos que as principais caracteristicas de un material
supercondutor sao de ter resisténcia nula (a baixastemperaturas) e au-
séncia de campo magnético em seu interior. Ha, porém, certos supercon-
dutores, chamados de supercondutores de segunda espécie que tém uma
caracteristica importante: permitem que um campa magnético penetre em
seu interior sob a forma de uma "linha de turbilhdo quantificado™ que
se acumula no centro do material, criando anéis de supercorrente que

712



HGURA 4

Arranjo de péndulos acoplados mostrando
dois movimentos do tipo "soliton" que

interagem sem se deformarem.

produzem uma blindageni no campo magnético. Associamos a esse turbilhao
un fluxo quantico e o movimento desse fluxo é descrito por uma equagéo
do tipo sine-Gordon. Nesse caso, a juncdo de Josephson € longa e es-
treita de wodo a podermos tratar a propagacgdo do fluxo unidimensional-
mente e pode-se mostrar que essa propagagdo € do tipo soliton. Esta li-
nha de turbilhdo & utilizada como fonte de informagdo nas memérias e-
letronicas propostas por P.W Anderson em 1970 e realizadas por Fulton

e Dunkleberger, em 1973 11213,

Consideremos dois supercondutores separados por uma peque-
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FIGURA 5

e~

Configuracdo de spin do tipo "Parede de Bloch".
A perturbacéo & transmitida atraveés de um movi-

mento do tipo 'soliton™.

na barra de Oxido, da ordem de un mandmetro. Josephson mostrou, em
1962, que uma corrente pode atravessar o Oxido por "efeito tanel', com
a tensdo nula nas bordas do materialll*20, Acima de um certo valor da
corrente, que chamamos de corrente critica, o campo magnético associa-
do a essa corrente penetra, sob a forma de turbilhdo quéantico, no oxi-
do. Um tensdo induzida aparece nas bordas da juncdo. Esse turbilhé&o
se propaga ao longo do "canal" formado pelo 6xido e, dessa maneira, po-
demos guardar a informag&do. Obtém-se assim, uma memdria muito rapida
(tempo de comutacdo é da ordem de 10-11s) e de baixo consumo de ener-
gia (da ordem de 10718j por operagdo)?0,

As propriedades de sobrevivéncia dos solitons as colisoes
sao importantes no que se refere as condi¢cfes de reflexdo sobre as bor-
das estreitas da juncdo bem como no caso de haver mais de un soliton
an uma mesma juncdo. Podem ocorrer, na juncédo, efeitos perturbativos
que provocam corregdes na equacdo de sine-Gordon, e, dependendo dessas
correcoes as propriedades dos solitons podem desaparecer.

Diversos outros exemplos, alguns gerais, outros mais espe-

cificos, podem ser encontrados nas varias referéncias mencionadas.

Ja existe muita especulacdo quanto 3 funcédo do soliton pa
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Fisica de particulas. Porém, a dificil tarefa de obter solugoes tipo
soliton en trés dimensdes, e o obstadculo maior de quantiza-las, ainda
ndo nos permitem perceber com clareza qual o verdadeiro papel que as
ondas solitarias poderiam ter nessa area da Fisica. Contudo os soli-
tons proporcionam aos fisicos tedricos un conceito adicional com dife-
rentes tipos de contribuigdes a teoria quantica de campos,e também es-
timulam o desenvolvimento de métodos que possam superar as limitacdes
técnicas dessa teoria. Mesmo para a engenharia essas idéias tém-se mos-
trado bastante férteis (turbilhao nas juncbées de Josephson por exem-
plo) . Existem indmeros outros ramos, como por exemplo: Biofisica, Geo-
fisica, etc., nos quais, usam-se solitons no desenvolvimento de mode-

los tedricos??,

REFERENCIAS

1. D'Alembert, Condorcet e Bossut in Nouvelles experiences sur la re-
sistance des fluides, Paris, 1777, citam a experiéncia de B.Franklin e
a repetem em '"laboratdrio''; sdo as primeiras experiéncias controladas,
sobre diniémica dos fluidos, que se tem noticia.

2. Lagrancle in Traité de méchanique analitique, Paris, 1788.

3. D.J.Korteweg, G.de Vries, Phyl.Mag., 39, 422 (1895).

4. J.S.Russel, Proc.Roy.Soc., Edinburgh, 319 (1844),

5. N.J.Zabusky, M.D.Kruskal, Phys.Rev.Lett., 15 240 (1965),

6. M. Bazin in Recherches expérimentales sur la propagation des ondes ,
Paris, 1865.

7. Saint-Venant,C.R.Acad.Sc., 101, 1101 (1885).

8. J.Boussinesq in Essai sUr la théorie des eawx courantes, Paris, 1877.
9. Cern Courier, 18, 124 (1978).

10. G.BWhithan, Linear and nonlinear waves, John Wiley, New York, 1974.
11. A.Libehaber, G.Toulouse, La Recherche, 7, 1027 (1976).

12. A.C.Scott, F.Y.F.Chu, D.W.McLaughlin, Proc. IEEE, 61, 1443 (1973).
13. R.K.Bullough, Phys.Bull., 29, 78 (1978).

14. H.lkezi, R.J.Taylor, R.D.Baker, Phys.Rev.lLett., 25 11 (1970); D. B.
Cohn, K.R.Mackenzie, Phys.Rev.lett., 30, 258 (13973).

15. R.C.Davidson, Methods in nonlinear plasma theory, Academic Press, N.Y.
1972.

715



16. Y.H.Schikama, M.Wadati, preprint, Nagoya Univ., IPPJ 283, (1977).
17. A.V.Bicklund, Math.Ann., 19, 387 (1882).

18. J.K.Perring, T.H.R. Skyrme, Nucl.Phys., 31, 550 (1962).

19. D.J.Kaup, J.M.Phys., 16, 2036 (1975).

20. F.Guyon, La Recherche, , 618 (1975).

21. G.R.Lamb Jr., Phys.Rev.Lett., 37, 235 (1976); V.G.Makhnkov, G. Kum-
mer, A.B.Shvochka, preprint of Joint Institute for Nuclear Research, Dub-
na, URSS, 1978.

22. International Conference on Extend Systems in Field Theory, USA 1976.
Soliton Conference, Tucson {Arizona), USA, 1376. International Conferen-
ce on Mystery of Solitons, Poland, 1977. International Symposium ''Soli-
toen and their usage in science and technique, Heteborg (Sweden), 1378.
Symposium of the Division of Fluid Dynamics: The solFtary waves: a uni-
fying in Physics - Bull. Am Phys. Soc., 23, 89 (1978).

716



