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A rev iew i s  g i  

s tud ies ,  p a r t i c u l a r l y  i n  

ned as a "great  so l  i t a r y  

nonl i n e a r i t y  o f  the  wave 

dium). The h i s t o r i c a l  dev 

i n  the  f i r s t  p a r t  o f t h i s  

ven o f  recen t  developments i n  n o n l i n e a r  waves 

s o l i t o n - l i k e  phenomena. The " s o l i t o n "  i s  d e f i -  

wave" h i g h l  s t a b l e  ( t h e  i n s t a b i  l i t y  due t o  t h e  

i s  balanced by  the  d i s p e r s i v e  e f f e c t  o f  t h e  rne- 

elopment o f  the  " sol  i ton" concept i s presented 

paper. I n  the  second p a r t ,  the  nonl  i near wave 

equat ions t h a t  d e s c r i b e  the most impor tan t  types o f  s o l i t o n s  a r e  d i s -  

cussed. Among them t h e  Korteweg-de V r i e s ,  s  ine-Gordon a n d  n o n  1 i n e a r  

~ c h r g d i n ~ e r  equat ions.  F i n a l l y ,  the c h a r a c t e r i s t i c  and p r a c t i c a l  a p p l i -  

c a t i o n s  o f  v a r i o u s  k i n d s  o f  so l  i tons a r e  presented.  Some examples i n  va- 

r i o u s  branches o f  Phys ics and Engineer ing a r e  shown. 

E f e i t a  uma r e v i s ã o  do desenvolvimento a t u a l  do e s t u d o  d a s  

ondas não l ineares,  p a r t i c u l a r m e n t e  em fenômenos do t i po " sol i ton". O 

" sol  i ton", é d e f  i n ido  como uma "grande onda so l  i t á r i a " ,  al tamente e s t á -  

v e l  (a  i nstab i l i dade dev i  da a não l i n e a r i  dade da onda 6 compensada p e l o  

e f e i  t o  d i s p e r s i v o   do meio).  O desenvolvimento h i s t ó r i c o  do c o n c e i t o  so- 

l i t o n  é apresentado na p r ime i  r a  p a r t e  deste t raba lho .  Na segunda p a r t e ,  

d i  scutimos as equações de onda não l i n e a r  que descrevem os mais i m p o r -  

tan tes  t i p o s  de s o l i t o n s .  E n t r e  e l e s  temos as equações de K o r t e w e g - d e  
1 

V r i e s ,  sine-Gordon e a de Schr idinger  não l i n e a r .  F ina lmente apresenta-  

mos as c a r a c t e r í s t i c a s  e ap l i cações  p r á t i c a s  de v á r i o s  t i p o s e  s o l i -  

tons.  São mostrados exemplos em d ive rsos  r a m o s  da F í s i c a  e Engenharia. 
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APRESEMTAÇAO 

"Sol i t o n "  é o nome dado a c e r t o s  t i p o s  de fenômenos ondula-  

t õ r i o s  não l i neares e a l tamente  e s t á v e i s ,  ta&& chamados de "ondas so- 

O grande número de publ  icaçÕes c i e n  

con fe rênc ias  i n t e r n a c i o n a i  s mostram que, a tua 

t ã o  em grande e v i d ê n c i a  nos meios c i e n t í f i c o s  

m n t o  da F í s i c a  não l i n e a r" .  

t i f  i cas  e, a t é  mesmo de 

Irnente, os "so l  i tons"  es- 

. Fala- se a t é  em " n a s c i  - 

Este ' t r a b a l h o  tem p o r  o b j e t i v o  dar  uma v i  são g e r a l  do conce i- 

t o  de " sol i t o n s #  e para t a l  , faz-se uso de d ive rsos  exemplos e a p l  i c a -  

çÕes em experimentos da " F í s i c a  Moderna", " F í s i c a  C láss ica"  e em d i v e r -  

sas o u t r a s  áreas da c i ê n c i a ,  bem como a1 gurnas a p l  icações t e c n o  1 ó g  icas 

(como, p o r  exemplo a sua u t i l i z a ç ã o  na const rução de memórias e l e t r ô n i -  

cas) . 
A i d é i a  .é p rocura r  expl i car  o que é um " sol  i ton" de uma forma 

d i d á t i c a  sem se aprofundar  na l inguagem matemática. A p a r t e  i n i c i a l  do 

t r a b a l h o  mostra o desenvolvimento h i s t ó r i c o  dos estudos em h l d r o d i  nâmi - 
ca, p a r t i c u l a r m e n t e  nos fenômenos não l ineares,  estudos esses que já no 

sécu lo  X V I  I I  motivaram os pesquisadores. E impor tan te  d i z e r  que naquela 

época os t r a n s p o r t e s  e as comunicaçÕes eram f e i t o s ,  b a s  i camen t e ,  p o r  

v i a s  navegáveis, d a i  a  e x i s t e n c i a  de inúmeros estudos v isando a o t i m i -  

zação desses serv iços .  Os r i o s ,  lagos e canais  de navegação eram 

t a n t e s  " l a b o r a t ó r i o s  c i e n t í f i c o s " .  

Além da p a r t e  h i s t ó r i c a ,  d i s c u t e- s e  de forma s u s c i n t a  a 

anal  í t i  ca, procurando mos t ra r  os d ive rsos  t i p o s  de equações não 

mpo r - 

par  t e  

I nea- 

r e s  que podem descrever  os fenômenos do t i p o  " sol i t o n" .  Embora essa par-  

t e  s e j a  susc i r i ta  procurou-se dar  uma noção g e r a l  dos aspectos matemáti-  

cos envo lv idos  nesses fenômenos. S ~ O  dados d ive rsos  exemplos e ap l  i c a -  

çÕes f r s i c a s  para cada equação d e s c r i  t a .  Acompanham o a r t i g o  d ive rsas  

r e f e r ê n c i a s  e s p e c í f i c a s  que servem não só para  um es tudo  mais profundo 

como também para mostrar  a  var iedade de t r a b a l h o s  r e a l  izados sobre esse 

tema na F í s i c a  de h o j e .  



A iiti l ização dos canais  de navegação, p r i n c i  palmente na Euro- 

pa, se desenvolveu devido 5s necessidades do cor&rc io  e das comunica- 

ções. Tem-se n o t í c i a  que desde o s é c u l o  X V I  j á  se cons t ru iam esses ca- 

na is .  Ta is  canais  foram impor tantes " l a b o r a t õ r i o s  de pesquisas" , duran-  

t e  todo esse tempo. ~ ã o  só pelos problemas t e c n o l õ g i  cos apresentados co-  

m tamhém p e l o  desenvolvimento da H id rod  inâmi ca. Benjamin ~ r a n k l  i n l  f o i  

um dos p r ime i  r o s  a se i n t e r e s s a r  pe los  problemas de h id rod inâmica  cau- 

sados p e l o  movimento dos barcos. Vejamos a lguns  t rechos  mais impor tan-  

t e s  de uma de suas c a r t a s  3 Jean P r i n g l e ,  comerc iante e dono de barcos 

( ~ o n d r e s ,  10 de maio de IShS), sobre a profundidade dos cana is  de nave- 
- 

gaçao: 

I'... Uni barco  em movimento, próximo â margem do cana l ,  5 me- 
d ida  em que avança um espaço i g u a l  ao seu p r ó p r i o  comprimento, des loca 

uma quant idade de i g u a  i g u a l  ao v01 ume ocupado p o r  e l e  p r ó p r i o .  

"A. á g ~ a  assim deslocada, passa à d i r e i  t a ,  5 esquerda e sob o 

fundo do barco, para depois co locar- se  a t r á s  do barco. Se a p a s s a g e m  

sob o barco é d im inu ida  p e l o  fundo, esse processo se repe te  porém,o mo- 

vimento da água nos lados do barco  s mais in tenso ,  fazendo com que o 

movimento do barco  s e j a  mais difícil". 

DIAlembert, Condnrcet e ~ o s s u t l ,  p o r  v o l t a  de 1777, r e a l i z a -  

ram as p r i  rre i res exper iênc ias  con t ro ladas  sobre  dinâmica dos f l u i dos  . 
Algum tempo depois, ~ ã ~ r a n ~ e ~  desenvolveu u m  a n i l  i s r  ma t e m á t  l c a  da  

propagação de ondas de f r a c a  ampli  tude na s u p e r f í c i e  de um f l u i d o .  En- 

t r e t a n t o ,  f o i  no século XIXsuea pesquisa em propagação de movimentos em 

me i ~ s  e l á s t i c o s  obteve um grande desenvolvimento. E n t r e  out ros,  Poi sson, 

Laplace, Cauchy, Boussinesq e Saint-Venant, foram as p r i n c i p a i s  f i g u r a s  

desse desenvolv~mento.  

Nesse mesmo século,  um novo e i n t e r e s s a n t e  fenômno f o i  des- 

cober to.  Esse fenômeno, chamado de onda s o l i t á r i a  p e l o  seu descobr ido r ,  

e mais ta rde  de onda de t rans laçáo ,  6 uma onda de grande amp l  i t u d e  e 

a l  tarnente e s t á v e l ,  produzida em um canal pouco profundo.  



Foi em agosto de 1834 que um engenhei ro e f i 1 Õ s o f o  n a t u r a l  

escocês, John S c o t t  Russel (1 808-1882), descobr iu  as ondas s o l  i t ã r i a s .  

Como engenhei ro ,  e l e  estava preocupado, essencialmente, na impor tânc ia  

da formação das ondas devido r e s i s t ê n c i a  ao movimento dos barcos bem 

como na dedução de cascos i d e a i s  para nav ios .  

Uma descr i ção  anal i t i c a  desse t i p o  de onda de grande ampl i t u -  

de f o i  f e i t a  em 1869 por  Boussinesq e aper fe içoada por  Saint-Venant em 

1885. Na época, houve um grande debate a respei  t o  da e s t a b i  1 i dade das 

soluçÕes não 1 i neares  das equações de propagação. Esse debate f o i  con- 

c l u í d o  em 1895 com a reso lução  e x a t a  o b t i d a  p o r  Korteweg-de v r i e s 3 .  De 

15 para cá, a t é  o i n í c i o  da década de 60, p ra t i camente  não houve nenhu- 

ma nova c o n t r i b u i ç ã o  ao es tudo  dos movimentos do t i p o s  de ondas s o l  

r i a s .  Mas, a p a r t i r  d a i ,  o fenômeno do t i p o  onda s o l i t á r i a ,  ou s o l i  

como é chamado atualmente, tem s i d o  observado em inúmeros r a m s  da 

s i c a  C láss ica  bem como da F í s i c a  Moderna. 

i t á-  

ton, 

F i -  

1.2. A Descoberta 

Durante aproximadamente um século observaram-se fenômenos do 

t i p o  onda s o l  i t ã r i a  sem estudos aprofundados. ~ a ~ r a n ~ e ~  estudou a equa- 

ção de propagação de ondas na s u p e r f  i c i e  de um canal raso e de secção 

re tangu la r .  Se H é a a1 t u r a  de ãgua do canal e g a aceleração da g r a v i  - 
dade a ve loc idade de propagação é dada por :  

v = @  (1.2.1) 

r e s u l  tado o b t i d o  a t r a v é s  de um c á l c u l o  aprox i  rnado. Essa aproximação su-  

põe que os termos não l ineares  sejam desprez íve is .  Esta l i n e a r  i z a ç ã o  

descreve per turbações de pequena in tens idade .  Daí podemos d i z e r  que on- 

das de grande ampl i tude correspondem a propagações não 1 i neares . Ent re-  

t a n t o ,  com a a p l i c a ç ã o  da equação de Lagrange a e s t e  t i p o  de propagação 

podemos observar  a lguns e f e i t o s  não 1 i neares. Seja uma onda na s u p e r f  i- 

c i e  de água de um canal  raso (com profundidade H) , com ampl i tude máxi ma 

h. A a1 t u r a  da ãgua v a r i a ,  conforme o p e r f i  1 da onda, e n t r e  d o i s  e x t r e -  

m s :  H+h para a c r i s t a  e H-h para o va le .  Ora, na fórmula de Lagrange , 
a ve loc idade de propagação da onda depende da a1 t u r a  de ãgua então,  a 

ve loc idade de propagação da c r i s t a  tende a se r  maior  que a do vale. Des- 



se modo, a onda muda sua forma no decor re r  da propagação,adquir indo uma 

forma mais abrupta na f r e n t e  e mais suave a t r á s  ( t i p o  onda do mar). 

E n t r e t a n t o  a descoberta da onda s o l i t á r i a  v e i o  de uma obser-  

vação de John S c o t t  ~ i ~ s s e l ~ :  "Eu observava o movimento de um barco  que 

do is  cavalos rebocavam a t ravés  de um canal raso e e s t r e i t o ,  quando, de 

repente, o  barco  parou; e n t r e t a n t o  o movimento con t inuou  p e l a  ãgua do 

canal ,  a  ãgua f o i  se acumulando, em um estado de in tensa  a g i  tação, ao 

redor  do barco  e da í ,  jogando o barco  para t r á s ,  espalhou-se, ao longo 

do canal ,  com grande ve loc idade,  assumindo a forma de uma grande ondu- 

lação s o l  i t á r i a ,  c u j a  s u p e r f í c i e  c i r c u l a r  e  p lana  é p e r f e i  tamente d e f i  - 
n ida .  Esta onda con t inuou  sua marcha p e l o  canal ,  sem que sua forma ou  

mesmo sua ve loc idade  !;e a1 terassem, p e l o  menos aparentemente. Cont inu-  

ando a cavalo,  segui a onda que se movia de 8 a 9mi /h,  preservando sua 

forma o r i g i n a l  (uns 30 pés de comprimento e 1 pé a 1,s pé de a1 t u r a ) .  A 

a l t u r a  da onda f o i  gradualmente d iminuindo e após uma perseguição por  

uma o u  duas mi lhas e u  a p e r d i  na s inuosidade do cana l .  Assim, em agosto 

de 1834, f o i  o  meu p r i m e i r o  encon t ro  com esse fenômeno es t ranho  e boni  - 
to". 

O que Russel v i  u  f o i  um " sol i ton" embora esse nome tenha s i do 

adotado em 1965, quando então, o  fenômeno f o i  redescober to em uma s o l u -  

Ç ~ O  nurn6rica de equaçiio de onda de plasma5. A1 guns anos depoi s  da des- 

cober ta  de Russel , encontramos o u t r a  apresentação, i g u a l  mente simples , 
desse fenômeno, f e i t a  p o r  M. Bazin, em 1 8 6 5 ~ .  Vejamos o que e l e  d isse :  

"Toda vez que um v01 ume de água momentaneamente se e l e v a  a c i  - 
ma do n í v e l  g e r a l ,  e  esse volume se propaga sem a l t e r a ç ã o ,  t r a t a - s e  en-  

tão, de uma onda de t rans lação .  Esta e levação momentanea pode ser  p r o -  

duzida s e j a  p e l o  movimento de uma b a r r a ,  ag i tando  5 maneira de um p i s -  

tão, em um l i q u i d o ,  s e j a  p e l a  e jeção  de um c e r t o  volume de água sobre 

um l i q u i d o  t r a n q u i l o ,  e t c .  

"A onda de t r a n s l a ç ã o  6 toda a s a l i ê n c i a  s o l  i t á r i a  acima do 

n í v e l  de água na qual  e l a  se propaga; aqui aparece uma das d i f e r e n ç a s  

e n t r e  as ondas o s c i l a t õ r i a s ,  p o i s  nesse caso, cada s a l i ê n c i a  á acompa- 

nhada por  uma cavidade correspondente. Ainda mais, as ondas o s c i  l a tÕ-  

r i a s  es tão  sempre reunidas por grupos e se sucedem a i n t e r v a l o s  regu la -  



res ; a onda de t rans  1 ação cami nha só. Russel , a quem devemos os p r ime i  - 
ros estudos sobre esse fenomeno, denominou-o de onda s o l  i t á r i a ,  que é 

a p l  icado atualmente a uma t r a n s l a ç ã o  p a r t i c u l a r  que tem a propr iedade 

de se propagar sem se deformar" . 

Nessa época, os t r a n s p o r t e s  e as comuni caçóes eram bas i  camen- 

t e  f e i t o s  por  v i a s  navegáveis (mar, r l o ,  cana l ,  e t c . ) ;  os pesquisadores 

eram motivados a r e s o l v e r  os problemas das vagas devidas aos movimentos 

ae navi  os, bem como a p r o j e t a r  t i  pos adequados de cascos. Podemos t e r  

uma i d é i a  d isso ,  a t r a v é s  das pa lav ras  de ~ a i n t - v e n a n t 7 :  ". . . os sábios 

comissãr ios ing leses  esperavam, p e l o  estudo de ondas em canais ,  adqu i-  

r i  r  Ü<teic c o n h e c i m n t o s  sobre as l e i s  das ondas do mar sobre as quais  

0s nav ios balan~avam".  Note que nessa época a I n g l a t e r r a ,  prat icamente,  

de t inha  o n n o p ó l i o  dos t r a n s p o r t e s  mar i t imos  do mundo: possuía a maior 

f r o t a  mercante, bem c o m  a maior e  melhor equipada marinha de guerra.  

Contudo devemos e Russel, não só a descoberta, c o m  também as 

p r ime i  r a s  t e n t a t i v a s  de desenvolvimento de f6rmulas empí r i cas  para des- 

c r e v e r  o fenômeno do t i p o  onda s o l  i t i i r i a .  Real i zou  numerosas observa-  

ções e x p e r i  mentaí s  impor tantes,  d e n t r e  as quais  sobressai  a  e x p e r i ê n c i a  

em que e l e  p r ó p r i o  p r o d u z i u  ondas s o l  i t ã r i a s  c observou, em r e c i p i ~ n t e s  

de paredes t ransparen tes  , os caminhos p e r c o r r i  dos por pequenos c o r p o s  

em suspensão no  l í q u i d o .  No fundo dos r e c i p i e n t e s ,  as t r a j e t õ r i a s  des- 

sès corpÚsculos eram r e t i  i íneas e h o r i  zon ta is ,  mas nas proximidades da 

s u p e r f i c i e ,  as t r a j e t ó r i a s  curvavam-se de uma manei r a  anãlo-a a uma se-  

rni -e1 i pse. 

~ o u s s i  nesq8, em 1677, desenvolveu um t ra tamento  a n a l í t i c o  do 

movimento de p a r t í c u l a s  5 passagem da onda. Em 1685, ~ a i n t - v e n a n t 7 ,  a-  

per fe içoando  esse t ra tamento anal  í t i c o ,  escreveu que o m o v i m n t o  forma- 

va um a r c o  de parábola e não o de semi-e1 ipse  c o m  observaram Russel e  

Bouss i nesq . 



2.1. Efeíto Mão Linear e Díspeasivo 

Ondas s o l  i t á r i a s  são soluções das equações não 1 ineares  de on- 

das d i s p e r s i v a s  que se propagam ao longo de uma d i r e ç ã o  p a r t i c u l a r  sem 

mudança de sua forma. A não l i n e a r i d a d e ,  p o r  s i  só, tende a i n s t a b i l i -  

z a r  a forma da onda, mas esse e f e i t o  é contrabalançado p e l a  d ispersão  

causada p e l o  meio. De f a t o ,  a co r reçáo  não 1 i n e a r  tende a f a z e r  comque 

o p e r f i  1 da onda tenha um c a r â t e r  mais abrup to  na f r e n t e  e 1 i g e i  ramente 

m i s  suave a t r á s  ( ~ a ~ r a n g e ) .  Esse fenômeno atualmente é conhecido c o m  

onda de choque. Um exemplo dessa formação de onda 6 a forma que as on- 

das do mar adquireni antes de "arrebentarem" na p r a i a .  

Temos então, nesse caso, um e f e i t o  não 1 i n e a r  e d i s p e r s i v o  

associado ao fenômeno do t i p o  onda s o l  i t ã r i a .  E n t r e t a n t o ,  a i n t r o d u ç ã o  

do e f e i t o  não l i n e a r  e d i s p e r s i v o  f a z  com que sur jam co isas  mais comp l i -  

cadas, por  exemplo, a equação de onda tem um i n t r i n c a d o  p r i n c í p i o  de su- 

p r p o s i  ção de modo que duas d i f e r e n t e s  soluções não podem, s i  mplesmente 

serem adic ionadas de modo a obtermos uma t e r c e i r a  so lução.  As ondas so-  

l i t á r i a s  in teragem mutuamente sem c r i a r e m o u  d e s t r u í r e m  a l g u m a  o u t r a  

per tu rbação  e cont inuam com suas formas o r i g i n a i s .  

Uma resolução ana 

por Korteweg e de v r i e s 3  em 

x i  be os e f e i  tos  não 1 ineares 

m í l i a  de soluções e s t a c i o n á r  

í t i c a  e x a t a  para esse problema f o i  f e i t a  

895. Eles apresentaram uma equação que e -  

e d i s p e r s i v o s ,  p e l a  qua l  se obtém uma f a -  

as exatas,  com uma solução p a r t i c u l a r  de 

onda s o l i t á r i a s .  Ondas s o l i t á r i a s  a l tamente e s t á v e i s  são os s o l i t o n s .  

Ondas t r a n s v e r s a i s  que se propagam em água rasa dão um bom e-  

xemplo de propagação não 1 i n e a r  e d i s p e r s i v a  e as ondas s o l  i t á r i a s  que 

aparecem na so lução das equações de movimento correspondem ao fenomenc 

observado por  Russel . Exemplos semelhantes de s istemas não 1 ineares  e 

d i s p e r s i v o s  podem s e r  encontrados em v á r i o s  ramos da F í s i c a :  c01 isões 

iôn icas ,  acús t i ca ,  meteoro log ia ,  plasma, l a s e r ,  magnetismo e na t e o r i a  

das p a r t í c u l a s  elementares9. 



2.2. Descrição Analítica 

2.2.1. Equação de Korteweg-de Vries 

A equação de Korteweg-de Vr ies ,  conhecida também p o r  equação 

KdV, é dada por3 '10:  

@ + a @ @  + @  = o  
t x mx 

(2.2.1 . I )  

onde, u é constante.  

Esta equação tem se mostrado bas tan te  Ü t i l  pa ra  d e s c r e v e r ,  

mesmo que aproximadamente, d i ve rsos  fenômenos não l ineares e d i s p e r s i -  

vos. E is  alguns e x e m p l o s 9 ~ 1 1 ~ 1 2 ~ 1 3 :  ondas magnetohidrodinâmicas e ondas 

íon- acús t i cas  no plasma, rede anarn i jn ica,  ondas l o n g i t u d i n a i s  d i s p e r s i -  

vas em m a t e r i a i s  e l á s t i c o s ,  "ondas de pressão1'  em m i s t u r a  g á s - l i q u i d o  

em tubos, pacotes de fonons e x c i  tados termicamente a ba ixas  temperatu-  

ras  em c r i s t a i s  não l i n e a r e s ,  f l u i d o s  g i r a n t e s  em um tubo, e t c .  Em ge- 

r a l ,  uma grande c lasse  de s is temas matemáticos h i p e r b ó l  i c o s  podem s e r  

d e s c r i  t o s  p e l a  equação KdV. 

A expressão 

3 + bcosh(2x - 8 t )  + cosh(4x - 6 4 t )  
a I (2.2.1.2) 

2 
(3cosh(x - 28t)  + cosh(3x - 3 6 ) t )  

descreve uma dupla so lução  da equação KdV. São essas soluções que des- 

crevem do is  s o l  i tons i n t e r a g i  ndo12. Aproximando a expressão acima, para 

grandes t, obtemos: 

onde, 6 .  é cons tan te  e i = 1,2. 
Z 

Não se sabe bem o p o r  quê, depois de cerca  de 60 anos de i n- 

tenmsdebates ,  a onda s o l i t á r i a  c a i u  em esquecimento. I sso  se deu logo  

após a so lução  o b t i d a  p o r  Korteweg e de V r i e s ,  em 1895. De c e r t a  manei- 

ra ,  podemos d i z e r  que tamb&n a h id rod inâmica  em g e r a l  c a i u  em e s q u ~ c i -  

mento. Somente na década de 60 que esse estudo f o i  r e v i t a l i z a d o  porZa-  



busky e Kruskal que encontraram a solução de onda s o l i t á r i a  numa solu-  

ção n u k r i c i s  de equação de onda de plasma5. Nesse t rabalho,  e les  procu- 

raram mostrar que duas ondas s o l i t á r i a s ,  descr i tas  pela equação KdV, i n -  

teragem sem se deformarem, ou seja,  ao se chocarem preservam suas f o r -  

mas. 

2.2.2. Ondas Solithrias Descritas pela Equação de Korteweg-de Vries 

Seja: 

onde: § = x-ut;  que representa o movimento de uma onda num sistema de 

coordenadas movendo-se com velocidade u. 

Cons i derando que : 

substituímos na expressão (2.2.1 .I), obtemos a seguinte equação d i f e ren-  

c i a l  : 

Integrando essa equação, obtemos : 

onde k l  é uma constante de integração. Da segunda integração (mu 

camos antes ambos os lados de (2.2.2.4) por @ § )  r esu l t a :  

t i p l  i - 

2.2.5) 

onde: k l  e k 2  são constantes de integração. Na t e r c e i r a  (e ú l t ima)  i n -  

t e g r a ~ : ~ ,  ob ternos : 



onde: P(@) = 2k2 + 2klm + um2 - 5 m 3  e @o < o v a l o r  de m para s-ut=D 

Com a onda s o l i t ã r i a  per fe i tamente  l o c a l i z a d a  a p r i m e i r a  e 

a segunda der i vads  devem i r  a ze ro  para § + i. AI& d isso ,  essas d e r i -  

vadas são d e f i n i d a s  em todo o espaço. Estas condi@es e mais as expres- 

sões (2.2.2.4 e 5)  fazem com que kl e k2 (as constantes de in tegração)  

sejam i g u a i s  a zero. Logo, a expressão (2.2.2.6) pode s e r  f a c i l m e n t e  

in tegrada ,  fornecendo a so iuçso  do t i p o  onda s o l i t á r i a :  

A anã1 i s e  f í s i c a  das equações (2.2.2.6 e 71 nos revelam as se- 

gu in tes  propr iedades para um s o l i  ton d e s c r i  t o  p e l a  equação KdV: 

- a ampl i tude aumenta com a ve loc idade;  

- a l a r g u r a  é inversamente p r o p o r c i o n a l  a r a i z  quadrada da ve loc idade;  

- o s i n a l  da onda depende do s i n a l  da t t t i i s t a n t e  a; 

- a s  ondas são u n i d i r e c i o n a i s ,  i s t o é ,  u n ã o p o d e s e r n e g a t i v o ,  p o i s ,  

deve s e r  r e a l .  

Podemos d i z e r  que ondas s o l i  t a r i a s  são s o l i  tons, quando após 

a c o l i s ã o  e l a s  preservarem suas As soluç6es duplas para so-  

l i tons i n t e r a g i  ndo são dadas na expressão (2.2. l .2) ou na (2.2.  l . 3 )  . No 

p r õ x i  mo i tem, o u t r a s  s o l  uçÕes duplas serão rnostradas. 

A c o l i s ã o  e n t r e  d o i s  s o l i t o n s  que se propagam em d i reções  o-  

postas pode s e r  v i s t a  na f i g . 1 .  

Como vimos na p a r t e  1, a t e o r i a  desenvolv ida p o r  Korteweg-de 

V r i e s  f o i  o r e s u l t a d o  de uma evolução das pesquisas c i e n t í f i c a s  na épo- 

ca. E les desenvolveram uma t e o r i a  exa ta  a r e s p e i t o  das soIuçÕes de e-  

quação não 1 i near e d i s p e r s i v a ,  após a obtenção, p o r  Boussinesq, de so-  

l uções a p r o x i  madas do fenômeno observado por  Rtissel . Ass im, em a1 guns 

casos, as s o l  uçÕes o b t i d a s  p o r  Boussinesq tarrbém podem s e r  a p l  icadas em 

alguns r a m s  da ~ í s i c a ' ~ ' ~ ~  e com uma vantagem: a equação descreve a 
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Exemplo de i n t e r a ç ã o  de d o i s  movimentos 

do t i p o  " s o l i t o n " .  

propagação de ondas em ambas as d i reções  ao longo de uma l i n h a ,  enquan- 

t o  que, a equação KdV descreve a propagação em apenas uma d i  reção. 

Urna d iscussão mais deta lhada sobre o comportamento de s o l i -  

tons d e s c r i t o s  p e l a  equação KdV encontra- se na r e f .  15. 

2.2.3. Equação de sine-Gordon 

Talvez, a melhor manei r a  de descrevermos a equação de. onda 

( u n i d i m n s i o n a l )  com soluções do t i p o  s o l i t o n s ,  s e j a  a equação de s i n e -  
-Gordon10'l l>12,13, 



Esta equação é uma p a r t i c u l a r i z a ç ã o  da equação de Klein-Gordon : 

Daí o nome sine-Gordon 

A equação de s i  ne-Gordon é i n v a r i  ante p o r  transformação de Lo- 

ren tz ,  sendo p o r t a n t o  ap.ropri ada para descrever  p a r t í c u l a s  elementares 

num espaço-tempo b i d i m e n s i o n a ~ l ~ ~ ~ ~ .  Contudo, e l a  pode s e r  usada para 

descrever  d ive rsos  o u t r o s  fenômenos f í s i c o s ,  c o m  por  exemplo: propaga- 

ção de movimentos de deslocamentos nos c r i s t a i s ,  movimento da "parede 

de Blochl' em c r i s t a i s  magnéticos, t e o r i a  u n i t á r i a  das p a r t í c u l a s  e l e -  

mentares ; propagação de um f 1 uxo magnét i co na junção de Josephson, p ro-  

pagação de u m  onda de "deslocamento" ao longo de uma membrana l i ~ l d e a ,  

t r a n s i ç õ e s  de f a s e  em c r i s t a i s  u n i d i m e n ~ i o n a i s l ~ * ~ ~ .  

Uma equação do t i p o  sine-Gordon, apareceu em 1882 em um 

t r a b a l h o  de ~ Z c k l u n d  sobre geometr ia d i f e r e n c i a l 1 7 .  Nesse a r t i g o , ~ g c k -  

lund  obteve - o que depois  se chamou transformações de 6ack lund"-  uma 

so l  ução para  mul t i  so l  i ton, somando d ive rsas  so l  uçÕes do t i p o  so l  i ton,  

i n c l u s i v e  a " s o l u ç ~ o  zero"  ou llvácuolllO' 13 '16.  Mas a p r i m e i  r a  a p l  i c a -  

cão na F í s i c a  apareceu em 1939 em um t r a b a l h o  de Frenkel  sobre des lo-  

camentos em c r i s t a i s 1 3 .  

As s o l  uçÕes do t i  po s o l  i t o n  na equação de sine-Gordon têm 

a forma: 

m = s a r c t g  { exp i [y} 
6-u2 

quando x v a i  de a i-, @ v a r i a  de 2n. O s i n a l  p o s i t i y o  na exponen- 

c i a l  correspondente a uma ro tação  no s e n t i d o  a n t i - h o r á r i o  e, podemos 

cons idera r  (por  convenção), essa onda, como sendo um s o l  i ton. Por ou- 

t r o  lado,,  se o s i n a l  f o r  nega t i vo ,  a ro tação  se f a r á  no s e n t i d o  horá-  

r i o  e, então,  d i  remos que @ descreve um a n t  i -so l  i ton.  Cons iderando que 

a ro tação  t o t a l  6 conservada, a d i f e r e n ç a  e n t r e  o número de s o l  i tons e 

o número de a n t i - s o l  

so nos l e v a  a conc lu  

res.  Seager, Donth e 
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i t o n s  deve s e r  considerado em qualquer  c o l i s ã o .  1s- 

i r que os  so l  i tons são c r i a d o s  e d e s t r u i d o s  aos pa- 

~ o r c h e n d g r f  1 2 ,  em 1 9 5 3 ,  u s a n d o  a expressão 



(2.2.3.1) pai-a descreverem a propagação de deslocamentos em c r i  s  t a  i s , 
com s o l  uçÕes do t i p o  (2.2.3.3), ob t i ve ram expressões anal  Í t i c a s  para 

c01 i sões do t i  po "sol i ton- sol  i ton" e " sol i ton- an t  i - sol  i ton". As expres- 

sões o b t i d a s  foram: 
r > 

para c o l  i sÕe:; do t i p o  " sol  i ton- so l  i ton"; e  

senh i--@--) 
a 

t g  - r =  'J'FZ- 

ucosh A l m )  
para c o l  isões do t i p o  " sol i t o n- a n t i - s o l  i ton1'. Mais ta rde ,  em 1962, es-  

sas expressÕss foram novamente o b t i d a s ,  d e s t a  v e z  p o r  P e r r i  n g  e 

'Skyrrnel8, que t ra tou- as  como sendo i nterações do t i p o  " p a r t  Í c u l a - p a r t Í -  

cu la "  e  " p a r t i c u l a - a n t  i - par t í cu la 1' .  Um f a t o  extremamente i n t e r e s s a n t e  

é que nessa t e o r i a  uma p a r t í c u l a  e uma a n t i - p a r t í c u l a  cruzam-se sem se 

dest ruí rem. 

Como exemplo de ap l  icação da equação de s  ine-Gordon, vamos 

mostrar  uma tias p r i m e i  ras ap l i cações ,  que como j á  comentamos, r e f e r e -  

-se ao movimento das des l ocaçÕes nos sÕl i dos. Seja, para s  impl i f i c a r ,  

um c r i s t a l  b id imens iona l ,  su f i c ien temente  grande, formado por a r r a n j o s  

de átomos a l inhados.  Sejam d o i s  a r r a n j o s  consecut ivos.  Naturalmente, a  

tendência deles é de a t i n g i r  a  c o n f i g u r a ç ã o d e m e n o r e n e r g i a ,  que é 

o b t i d a  quando os átomos desses a r r a n j o s  e s t ã o  em fase; cons iderando que 

os d o i s  a r ra r i j os  são i n f i n i t o s ,  o  deslocamento de um comprimento i g u a l  

à d i s t â n c i a  e n t r e  os átomos do a r r a n j o  f a z  com que esses adaptem-se a 

nova s i  tuação a t ravés  de uma con f igu ração  e q u i v a l e n t e .  Exi stem, desse 

modo, UM i n f i n i d a d e  de posições e s t á v e i s  equ iva len tes .  En t re tan to ,  e-  

xaminando-se cuidadosamente o c r i s t a l ,  encontramos d e f e i t o s  l o c a l i z a -  

dos como p o r  exemplo: somente um a r r a n j o  no l u g a r  de um par  deles; Nes- 

se caso, entêio, o  deslocamento p roduz i  do pode a c a r r e t a r  o u t r o s  t i p o s  

de conf igurações.  Pode-se f a z e r ,  en tão  um modelo s  impl i f i cado que des- 



creve os d e f e i  tos  per iod icamente,  d e f e i t o s  esses que fornecem as carac-  

t e r í s t i c a s  de e l a s t i c i d a d e  e p l a s t i c i d a d e  dos m a t e r i a i s .  Nesse modelo, 

a  d i  nâmi ca das des locações é d e s c r i  t a  p e l a  equação de s i n e - ~ o r d o n ' l ' l ~ .  

Uma impor tante c a r a c t e r í s t i c a  da equação de sine-Gordon e 

dos fenômenos que e l a  descreve é a de e x i s t i r ,  associado a cada s o l i -  

ton,  um número i n t e i r o  p o s i t i v o  ou nega t i vo ,  i g u a l  ao número de r o t a -  

ções completas. Este número i n t e i r o  associado a uma onda do t i p o  s o l  i- 

ton  é uma quantidade conservada; quando do is  s o l i t o n s  se superpõeni pa- 

ra formarem um só, o  novo número 6 a soma dos do is  p r ime i  ros .  Um s o l  i - 
t o n  pode t e r  qualquer  número i n t e i  r o  p o s i t i v o  ou nega t i vo .  Ass im sendo, 

podemos somar e s u b t r a i  r com os s o l  i tons, o  que nos leva  a pensar que 

e l e s  podem ser  u t i  1 izados em ca lcu ladoras  e l e t r ô n i c a s .  Para t a l  caso 

vamos c i t a r  um exemplo desse t i p o  de a p l  icação:  a  const rução de uma me- 

&r i  a e l e t r Ô n i  ca u t i  l i zando uma junção de Josephson longa e e s t r e i  t a :  

a  informação é t r a n s m i t i d a  por  um " t u r b i l h ã o  quânt ico" ,  i s t o  é, um f l u -  

xo q u â n t i c o  a t ravés  de um anel  de c o r r e n t e  cont ínua.  A dinâmica desse 

" t u r b i  lhão" é d e s c r i  t a  p e l a  equação de sine-Gordon. Veremos em (2.3) 

uma descr i ção  deta lhada desse fenômeno. 

2.2.4. Equação de Schrodinger Não Linear 

No estudo dos fenômenos não 1 ineares f o i  o b t i d a ,  em 1971, 

por  Zakharov e shabat12 '13,  uma solução exa ta ,  a n a l í t i c a ,  para a equa- 

ção não 1 i n e a r  de ~ c h r g d i n g e r .  Essa equação é dada por :  

onde @ pode assumi r va lo res  complexos. 

Sua forma c l á s s i c a  tem se mostrado s u f i c i e n t e  para descre-  

ver  i nureros fenômenos f í s i c o s :  auto-modulação uni dimens i o n a l  de onda 

monocromática; propagação de um p u l s o  de c a l o r  em um só1 i d o ;  equação 

de G i  nzburg-Landau de supercondut i  v idade;  a u t o- f o c a l  i zação b i  dimensio-  

na1 de onda p lana e s t a c i o n á r i a ;  ondas de Langmui r no plasma; fenômenos 

de au to- des t ru ição  em ó p t i c a  não l i n e a r 1 2 .  Contudo a quant ização da e-  

quação de ~ c h r g d i n ~ e r  não l i n e a r  f o i  o b t i d a  por  ~ a u ~ l ~ ,  em 1975, para 



uma dimensiso, marcando um grande progresso nessa área. Um bom exemplo 

de apl icaç;;o da equação (2.2.4.1) é o de ondas t ransversais em águas 

rasas13. 

Uma interessante solução dessa equação é o chamado "pacote 

de s o l i  tons", que 6 dado por10 l2 

(2.2.4.2) 

onde: u & a "velocidade do pacote" e uc é a "velocidade do portador" , e 
sendo que ue > 2uc. Essa solução, o "pacote de so l i tons" ,  pode ser i n -  

terpretado como sendo uma solução do t i p o  m u l t i s o l  i ton ob t i do  pela e- 

quação KdV e/ou pela equação de sine-Gordon. 

Um bom exemplo da u t i  l i zação do pacote de so l  i tons é dado 

por um cá l cu lo  t eó r i co  sobre um guia de ondas de v i d r o  que t ranspor ta  

o "pacote de so l  i tons1' da equação ( 2 . 2 . 4 . 2 ) ,  a uma potência da ordem 

de 1 W .  Dados de simulação indicam que t a i s  pulsos são estáveis sob d i -  

versos t i pos  de i n f  1 uência: pequenas e grandes perturbações, ruídos, ou 

mesmo, estáveis à absorção em d i s tânc ia  maiores que Ikm I* .  Este resu l-  

tado, embora teõr ico ,  proporciona um grande est ímulo no estudo das f i -  

bras õ p t i  ca!? como transmissores de i nformaçÕes. 

2.3. Conclusões, Características e Exemplos de Solitons 

Conforme pudemos ver, existem t ipos  de equações não l inea- 

res que podem descrever melhor cer tos  fenômenos f Í s  icos do que outras 

equações. Assim podemos separar, por classes (de acordo com as carac- 

t e r í s t i c a s  intr ínsecas a cada equação que pode descrever a dinâmica do 

s i s tema) os diversos fenômenos não l i neares e d i spers i vos. 

Por exemplo, a equação KdV permite descrever, perfeitamente 

bem um grande número de fenômenos não 1 ineares nos diversos ramos da 

f í s i c a .  Tais fenômenos consti tuem uma classe que tem uma propriedade 

comum: a pouca dispersão para grandes comprimentos de ondas i s t o  6,pa- 

r a  perturbações que variam muito lentamente no espaço e a velocidade 

das ondas de pouca amplitude tende a ser constante. 



Uma o u t r a  grande c l a s s e  de fenômenosnão l i n e a r e s  e d i s p e r -  

s i v o s  pode s e r  i l u s t r a d a  p e l o  comportamento de um a r r a n j o  de pêndulos 

acoplados, com grande o s c i  laçáo.  Este exemplo nos conduz a um o u t r o  

t i p o  de equação não 1 i n e a r  e d i s p e r s i v a ,  a equação de sine-Gordon, que 

permi t e  descrever  fenômenos não 1 i neares nos mais d i v e r s o s  ramos da F í -  

s i  ca. 

Na F í s i c a  c l á s s i c a ,  o a r r a n j o  de pêndulos da F i g .  2 é um 

bom exemplo de s o l  i tons.  Esse a r r a n j o  é formado por  d ive rsos  pêndulos 

r Í g i  dos que e s t ã o  1 igados e n t r e  s i  apenas por  um arame de aço. Os pên- 

dulos em e q u i l í b r i o  repousam v e r t i c a l m e n t e .  No t ra tamento d i d á t i c o  u- 

F I G U R A  2 

A r r a n j o  d e  p ê n d u l o s  a c o p l  a d o s  

com g r a n d e  o s c i l  a ç ã o .  Exemplo 

d e  um movimento do  t i p o  " s o -  

l i t o n " .  



FIGURA 3 

sual ,  sobre a t e o r i  

osci lações Fig.  3, 

sideradas l ineares.  

quenas osci  lações i 

A r r a n j o  de p ê n d u l o s  a c o p l  ados 

com pequena o s c i l a ç ã o .  Exem- 

p l o  de propagação de uma on-  

da l i n e a r .  

a do pêndulo simples, considera-se apenas pequenas 

t a l  que as equações de movimento possam ser  con- 

Desde Gal i leu,  sabe-se que a frequência para pe- 

ndepende da amplitude. A equação tem a forma: 

Para grandes osc i  IaçÕes, a aproximação 1 inear não mais sa- 

t i s f a z  a equação de movimento (ent re  outras coisas, a frequência de- 

pende da ampl i tude) . Se fornecemos s u f i c i e n t e  energia para que o pên- 

dulo e fe tue um semi-círculo, e l e  a t inge então, uma nova posição de e-  

q u i l í b r i o  porém, bastante ins táve l ,  pois,  o corpo do pêndulo está a c i -  



ma do arame. Quando o impulso u l t r a p a s s a  esse v a l o r  c r i t i c o ,  o  pêndulo 

f i c a  g i rando  regularmente ao redor  do e i x o .  No g i r a r ,  o  pêndulo t o r c e  

o arame e desse modo a per tu rbação  se propaga para todos os o u t r o s  pên- 

du los .  A equação de movimento tem a forma: 

o~~ = - sen O ( 2 . 3 . 2 )  

Essa t ransmissão de movimento a t ravés  do arame de aço, que 

chamamos de " torção" , pode se propagar em qualquer  d i r e ç ã o  ao longo do 

arame, dando 'ltorçÕes", bem como "anr i  - to rções 1' .  Essa per tu rbação  se 

propaga sem se d i s p e r s a r  como uma grande onda s o l i  t á r i a  em um cana l .  

Como j á  dissemos, do is  s o l  i tons podem se c r u z a r  sem se de- 

formarem. As soluções da equação de sine-Gordon mostram esse f a t o .  Co- 

mo i 1 ust ração,  fazendo uso do mesmo a r r a n j o  de pêndulos, podemos ver  na 

f i g .  4 a  i n t e r a ç ã o  de d o i s  movimentos do t i p o  s o l i t o n .  

Um e f e i t o  semelhante é encontrado no es tudo  do ferromagne- 

t ismo,  mais precisamente, nas "paredes de Bloch" que separam os domí- 

n i o s  de magnet i zaçãol 3 .  Quando uma das con f igu rações  e s t á v e i s  de s p i n  

é perturbada, o c o r r e  também uma a1 te ração  das re lações e n t r e  os s p i  ns 

de d i r e ç ã o  oposta e, desse modo, a per tu rbação  é t r a n s m i t i d a  a t r a v é s  

do m a t e r i a l  fe r romagnét i co  Fig.5. Estas per turbações percorrendo d i r e -  

ções opostas podem produz i  r pares de "torçÕesl' e  "ant i - torções 1'  do t i - 
po s o l  i ton. Os e f e i t o s  dessas observações têm s i d o  observados na es-  

pec t roscop ia .  

Um o u t r o  bom exemplo de a p l i c aç ã o  dos s o l i t o n s  6 dado p e l o  

chamado " t u r b  i l'hão quân t i co"  na junção de ~ o s e ~ h s o n l l ,  que c o n s i s t e  em 

descrever  o movimento de um f l u x o  magnético q u a n t i f i c a d o .  

Sabemos que as p r i n c i p a i s  c a r a c t e r í s t i c a s  de um m a t e r i a l  

supercondutor  são de t e r  r e s i s t ê n c i a  n u l a  ( a  baixas temperaturas) e  au- 

sênc ia  de campo magnético em seu i n t e r i o r .  Há, porém, c e r t o s  supercon-  

dutores , chamados de supercondutores de segunda espécie que têm uma 

c a r a c t e r í s t i c a  impor tan te :  permi tem que um campa magnét i c o  pene t re  em 

seu i n t e r i o r  sob a forma de uma "1 inha de t u r b i l h ã o  q u a n t i f i c a d o"  que 

se acumula no c e n t r o  do m a t e r i a l ,  c r i a n d o  anéis  de supercor ren te  que 



FIGURA 4 

A r r a n j o  d e  pêndulos  a c o p l a d o s  mos t rando  

d o i s  movimentos do t i p o  " s o l  i t o n "  que 

i n t e r a g e m  sem s e  deformarem.  

produzem uria b l  i ndageni no campo magnético. Associamos a esse t u r b i  1 hão 

um f l  uro S u â n t i c o  e o movimento desse f l u x o  é d e s c r i  t o  por  uma equação 

do t i p o  sine-Gordon. Nesse caso, a junção de Josephson é longa e es-  

t r e i  t a  de rodo  a podermos t r a t a r  a propagação do f l u x o  un id imens ions l -  

mente e pode-se mos t ra r  que essa propagação é do t i p o  s o l  i ton. Esta 1 i - 

nha de t u r b i l h ã o  & u t i  1 i zada como f o n t e  de informação nas memórias e -  

l e t r ô n i c a s  propostas p o r  P.W. Anderson em 1370 e r e a l  izadas p o r  Ful ton  

e Dunkleberger, em 1973 11'13. 

Consideremos do i  s s upercondutores separados por  uma peque- 



F I G U R A  5 

C o n f i g u r a ç ã o  de s p i n  do t i p o  " P a r e d e  de B l o c h " .  

A p e r t u r b a ç ã o  6 t r a n s m i t i d a  a t r a v ê s  de  um m o v i -  

men to  do t i p o  ' s o l i t o n " .  

na bar ra  de Óxido, da ordem de um manômetro. Josephson m o s t r o u ,  em 

1962, que uma corrente pode atravessar o Óxido por "efe i  t o  t h e l " ,  com 

a tensão nula nas bordas do materia111'20. Acima de um ce r to  va lo r  da 

corrente,  que chamamos de corrente c r i t i c a ,  o campo magnêt i co associa- 

do a essa corrente penetra, sob a forma de tu rb i l hão  quântico, no Õxi- 

do. Uma tensão induzida aparece nas bordas da junção. Esse t u r b  i 1 hão 

se propaga ao longo do "canal" formado pelo óx i  do e, dessa manei ra, po- 

demos guardar a informação. Obtém-se assim, uma memõr i a  mui t o  

(tempo de comutação 6 da ordem de 1 0 - ~ l s )  e de baixo consumo de 

g ia  (da ordem de 10-18j por operação)20. 

As propriedades de sobrevivência dos so l  i tons às co 

áp i da 

ener- 

i sóes 

que 

C 0  r 

c í f  

são importantes no que se re fe re  às condições de re f lexão sobre as bor- 

das e s t r e i  tas da junção bem como no caso de haver mais de um so l  i ton 

em uma mesma junção. Podem ocor rer ,  na junção, e f e i t o s  p e r t u r b a t i v o s  

provocam correções na equação de s ine-Gordon, e, dependendo dessas 

reções as propriedades dos so l  i tons podem desaparecer. 

Diversos outros exemplos, a1 guns gerais , outros ma i s espe- 

i cos , podem ser encontrados nas vár ias  re ferênc i  as mencionadas. 

Já e x i s t e  mui ta especulação quanto ã função do s o l i  ton na 



Fís i ca  de pa r t i cu las .  Porém, a d i f í c i l  t a re fa  de ob te r  soluçÕes t i p o  

s o l i t o n  em t rês  dimensões, e o obstáculo maior de quant izá- las,  ainda 

não nos permi tem perceber com clareza qual o verdadei ro  papel que as 

ondas s o l i t á r i a s  poderiam t e r  nessa área da F ís ica .  Contudo os s o l i -  

tons proporcionam aos f i s  icos teór icos  um concei to ad ic iona l  com d i  fe-  

rentes t i pos  de cont r ibu ições à t e o r i a  quânt ica de campos,e também es- 

timulam O desenvolvimento de métodos que possam superar as 1 i m i  tações 

técnicas dessa teo r i a .  Mesmo para a engenharia essas idé ias  têm-se mos- 

trado bastante f é r t e i s  ( t u r b i  lháo nas junções de Josephson por exem- 

p lo)  . Existem inúmeros out ros  ramos, como por exemplo: ~ i o f  Ís ica ,  Geo- 

f í s i c a ,  etc., nos quais, usam-se so l  i tons no desenvolvimento de rnode- 

10s teõr icosZ2. 
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