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Se busca r e s a l t a r ,  en e1 caso de1 operador "cuadrado de1 mo- 

mento angular" , l a  necesidad de independizar  l a  d e s c r i p c i õ n  de 10s f e-  

nômenos f í s i c o s  de l as pecul  i a r  idades matemáticas de1 s i  stema de coor-  

denadas que s i r v e  para su  d e s c r i p c i õ n  numérica. Es to  natura lmente se 

l o g r a  cuando se t r a b a j a  tensor ia lmente  en un sistema de coordenadas 

cornpl etameri t e  genera l  . 
Procura-se r e s s a l t a r ,  no caso do operador "quadrado do rnomn- 

to" , a necessidade de t o r n a r  a descr i ção  dos fenômenos f í s i c o s  i nde- 

pendente das pecul i a r i d a d e s  matemát icas do s i stema de coordenadas que 

serve  para sua descr i ção  numérica. Consegue-se i s s o  natura lmente quan- 

do se t r a b a l  ha tensor ia lmente  em um s is tema de coordenadas completa-  

mente g e r a l .  

A menudo es conveniente en mecânica c u â n t i c a  emplear l a  ex-  

p r e s i õ n  de 10s operadores asociados a1 momento angu la r  en términos de 

un s is tema de coordenadas genera 1 . E1 p roced i  m ien to  es tándar  para de- 

r i v a r  t a l e s  operadores r e c u r r e  a l a s  fõrmulas d e  t r a n s f o r m a c i o n  de 

coordenadas y l a  r e g l a  de l a  cadena de d i f e r e n c i a c i Õ n l v 2 .  Tal proce-  

d i m i e n t o  es de uso ex tend ido  y c l á s i c o ,  pe ro  a su  vez es l a r g o  y t e -  

d ioso .  E1 10 t r a e  como consecuencia que a menudo 10s docentes obv ian  

t a l  d e r i v a c i õ n .  Se han presentado v a r i o s  procedimientos para superar  

t a l  d i f i ~ u l t a d ~ ~ ~ .  En e s t a  n o t a  damos una d e r i v a c i ó n  a l t e r n a t i v a  que 

c o n s t i  tuye  un método r á p i d o  y senc i  110 para e1 c á l c i i l o  en coordenadas 

c u r v i  1 ineas de1 cuadrado de1 operador momento angu la r ,  l a  cua l  c r e e m s  



puede s e r  de u t i  1  idad pedagógica en 10s cursos de mecán i ca cuánt  i ca. E1 

& todo  propuesto se h a l  l a  estrechamente re lac ionado  con 10s p resen ta-  

dos en l a s  Referencias 3 y 4 en e1 s e n t i d o  de que en ambos casos se a-  

p l i c a n  elementos de1 c á l c u l o  t e n s o r i a l .  Pero n u e s t r o  procedimientopar-  

t e  de l a  ana log ia  e n t r e  e1 p roduc to  e x t e r n o  de dos con t ravec to res  y e1 

producto v e c t o r i a l  t a l  como es d e f i n i d o  en a n ã l i s i s  v e c t o r i a l  elemen- 

t a l .  E1 & todo  seguido en l a s  Referencias 3 y 4 se basa en l a s  fõrrnu- 

l a s  ú t i  l e s  y usuales para l a s  expres iones t e n s o r i a l e s  de l a s  operac io-  

nes de g r a d i e n t e  y d i v e r g e n c i a l O .  

i bk E1 producto e x t e r n o 0  genera l  de dos c o n t r a v e c t o r e s a  y 

se d e f i n e  por  l a  expres iõn aibk, donde j y k tomam todos 10s va lo res  

de 10s í n d i c e s  de l a s  componentes de1 v e c t o r  indicado1'.  S i  se a p l  i c a  

e1 tensor  abso lu to  a1 p roduc to  e x t e r n o  de dos con t ravec to res ,  se 

o b t  i ene 

donde E i jk = ei jk g1/2; g es e1 determinante de1 cotensor  m é t r i c o  gkm; 

eijk es e1 s ímbolo completamente a n t i s i m é t r i c o  de t r i p l e  í n d i c e  de Le- 

v i - C i v i  ta ,  d e f i n i d o  p o r  

r +1 para una permutaciõn c i c l i c a  de 10s í n d i c e s  i j k  

e = -1 para una permutaciõn a n t i c í c l i c a  de 10s índ ices  i j k  

O para e1 caso que dos i n d i c e s  cua lesqu ie ra  sean igua les  

si es e1 v e c t o r  densidad de coordenadas (sl, s 2 ,  s 3 ) .  En e1 caso espe- 

c i a l  de coordenadas r e c t i l i n e a s ,  entonces g = 1 y E i j k  = eijk' 

De l a  E q . ( l )  podemos v e r  que e1 v e c t o r  densidad si t i e n e  com- 

ponentes i d e n t i c a s  con a q u e l l a s  que corresponden a1 v e c t o r  producto 
-+ + 

v e c t o r i a l  axb d e f i n i d o  en a n á l i s i s  v e c t o r i a l  e lementa l .  

Def in iendo l a s  nuevas cant idades 

B,..=F bk ; a = E  a 
k 

k i  j i j  k i j  



podemos e s c r i b i r  l a  Eq. (1)  como 

o, en forma m a t r i c i a l ,  como 

E1 operador momento angu la r  se puede e s c r i b i  r en coordenadas 

c u r v i l i n e a s  eri l a  forma 

donde x  . son 'I as componentes de1 v e c t o r  pos i c i õ n  y ak  son 1 as componen- 
3 -& 

t e s  de1 v e c t o r  g rad ien te .  S i  anotamos con e a 10s covectores base, en- i 
tonces e1 cuadrado de1 operador momento angu la r  es 

i + i j k  a e = E i j k  ; 
L e : = E  

j k i  j  i ak  
- E i s  x j  ak(Zi> 

i ( 7) 

donde rh es e1 símbolo de C h r i s t o f f e l  de segunda c lase .  Reemplazando 
i k  

I a  ~ q . ( 8 )  en l a  Eq.(7)  se t i e n e  

- E i j k  3: r LS 
j i s k  

con 

Como 



entonces 

y en consecuencia 

L2 = L% L~ (13) 

De l a  Eq. (2)  se puede e s c r i b i r  para e1 momento angu la r  

t L = a v  (1  4 )  

donde 

Reernplazando en l a  Eq. ( I  3) por  l a s  Eqs. (16-17) nos queda f i- 

nalmente 

que es l a  fórmula buscada para I a  express ión  de1 cuadrado de1 operador 

momento angu la r  y cuya v a l i d e z  es genera l  en e1 s e n t i d o  de no depender 

de1 s is tema de coordenadas. 

A manera de e jempio a p l  iquemos I a  fórmula (18) para e1 caso 

de coordenadas e s f é r i c a s .  

( O en todo o t r o  caso 



Entonces 

r 

I a  cual  co r i s t i  tuye I a  b i e n  conocida expres ión  de1 operador en coor-  

denadas es fé r i cas .  
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