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Monthly mean values of Vassouras (state of Rio de Janeiro)
geomagnetic field are analyzed using the maximuni entropy method. The me-
rhod is described and compared with other methods of spectral analysis,

and its advantages and disadvantages are presented.

Médias mensais do campo geomagnético em Vassouras RJ sao ana-
lisados pelo método da entropia maxima. 0 método & descrito e comparado
com outros métodos de obtencao de espectros de poténcia, discutindo-se
também as vantagens e desvantagens do método an questao.

1. INTRODUCAO

Este trabalho visa esclarecer detalhes do céalculo do espectro
de poténcia no campo magnético terrestreusado no trabalho apresentado na
SBPC-~com o titulo: "Variagcdo anual do Campo Magnético Terrestre'™ por N.
B.Trivedi, | .J.Kantor e JM. da Costa.

A estimativa espectral, pelo método da entpopia maxima (MEM)
€ relativamente nova e foi primeiramente apresentada por 9urg2 en 1967 .
Esse método é importante ndo s6 para a analise de variagdo de campos mag-
néticos e indices de atividade magnética como, também, para qualquer sé-
rie de tempo. A teoria do método abrange diversos campos, que permitem
uma variedade de aplicagBes, como por exemplo a obtencdo de espectro de
potemia, espectro cruzado, calculo da funcdo de auto-correlagdo, predi-

cao linear, filtragem de dados, transmissdo de sinais e cancelamento de
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ruido. Un estudo completo do MM envolve conceitos e campos bastante di-
versos como entropia, teoria linear de predicdo de Wiener, matrizes po-
sitivas definidas, processos auto-regressivos, matrizes de Toeplitz, es-
pacos de Hilbert e transformada Z, além de un conhecimento de processos
estocasticos. Aqui serd apresentada uma abordagem ao MMM que nao requer
conhecimentos muito especializados, deduzindo-se o método de maneira bas-
tante direta. 0 leitor interessado nos detalhes e variantes tedricos po-
derd consultar Smylie et aZ.3, Makhoul*, Radoski et «l.5, Ulrych eBishop
(Ref.6) ou Ball?.

2. ESPECTRO DE POTENCIA

Em geomagnetismo, como em muitos outros campos, os dados medi-=-
dos sao, geralmente, uma série de nimeros tomados em tempos equidistan-

tes. Vamos representar essa "série de tempoJdpor Xx1,X2,. .. ,XN.

Existem varios métodos para se obter o espectro de poténcia

dessa série.

0 método da auto-correlagcdo, desenvolvido por Blackman e Tu-
key8, calcula a auto-correlagdo para varios "lags", fazendo en seguida a
transformada de Fourier desta auto-correlacdo. Se N € o nimero total de
amostras, e Mo "lag" da auto-correlacdo, vem:

NM N-1

= — . =2t r 4 2nfdt
sM= g L %M PO =k T 4 cor(antdy

0 método do periodograma, desenvolvido por Cooley e Tukey, cal-
cula a transformada de Fourier da série de tempo. O espectro de poténcia
€ simplesmente o quadrado do valor da transformada:

-2 5k/N
2GR P =11,|% .

0 fendbmeno do qual foi medida a série de tempo, no nosso caso
o campo geomagniitico H, na verdade ndo € nem discreto nemlimitado no tem-
po. Portanto, o espectro calculado ndo pode representar com exatiddo o es-

pectro real de poténcia do sinal original do qual a série de tempo foi me-
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dida. 0 fato do tempo total, T, de medida ser limitado, implica en um
resolugdo de frequéncia 1/T. Se medirmos durante muito pouco tempo o si-
nal, perdemos resolucdo. 0 fato de ndo conhecermos o sinal fora do inter- '
valo de tempo das medidas provoca essa perda de resolugdo. Cada um dos

métodos citados contém intrinsicamente uma condicdo para os valores da
funcdo fora do intervalo da série de tempo. O método da autocorrelagéo

supde que os pontos fora do intervalo sejam nulos. O periodograma assume
uma repeticdo periddica dos pontos. Estas extensfes dos dados certamente
nao sdo as mais naturais; 0 correto seria estender a sequéncia dos dados

através de uma previsao.

0 método da entropia méxima, MEM, foi desenvolvido por Burgz.
E construido un filtro preditor linear, que d3 o maximo erro quadratico
(min E(a?t - )2) entre os dados e o valor previsto sZ't desses mesmos dados.
0 espectro de poténcia P{f) pode ser calculado usando-se os valores dos
coeficientes desse filtro:
M P At

M
I g, T, _ s P(f) = '
=1 k Ttk l] _ng exp(-2nifatk) |2
k

x, = 3
Serd visto mais tarde que a série de tempo de previsdo usa apenas a in-
formagdo dada pela serie de tempo original, dai a maximizacao da entro-
pia. Na verdade, o espectro de poténcia € o da série de previsdo que tem

extensdo infinita e, portanto, a resolucdo ndo depende mais do tempo to-

tal da serie dada, mas sim da previsibilidade dela.

3. PROCESSOS AUTO-REGRESSIVOS

Para a compreenséo do filtro preditor, devemos introduzir o

conceito de processo auto-regressivo, comumente abreviado por AR.

Imaginemos un carro deslocando-se ao longo de uma estrada. Po-
demos medir sua posicdo em cada instante de tempo (cada minuto, p.ex.) .

Teremos assim uma série de tempo wo, xl, xz, :x:3,

Se a velocidade do carro for constante, a diferenca entre ca-

da X¢ e seu anterior, x sera constante e proporcional @ velocidade,e

t-1’
cada valor X pode ser previsto (a'c“t valor de xp predito) :
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ety - xt-z) = 2o, 4 £-2

Se o carro tiver aceleragdo constante serdo necessarios trés valores de

x para fazer a predicao,

> =2,5.7c0 -2z

. + 0,5 x_

-1 2

A cada trés valores consecutivos da posicdo podemos prever o proximo. ls-

<o pode ser representado pelo diagrama abaixo.

Mesmo que a velocidade ou aceleragao do carro ndo sejam constantes, asua
posicdo pode ser aproximadamente predita pelo uso dos trés pontos ante-
riores. Nesse caso, estariamos usando un filtro preditor com trés pesos
ou coeficientes, embora, € claro, o nimero de coeficientes possa ser

qualquer.

Para uma expansdo em série de Taylor no ponto x{t=0) de uma
funcdo x(¢), podemos usar os valores ¢=-1,-2,-3,..., para estimar as de-
rivadas em £=0. A primeira derivada seria dada pela diferenga zg-%.1" A
segunda derivada depende dos trés Ultimos pontos, a terceira derivadados
quatro Ultimos, etc. Portanto, a expansio em série de Taylor, para cal-
cular o valor de Ty, daria a estimntiva .ifl em termos de uma Fungéo line-
ar dos pontos anteriores. Se a série for truncada em N-1, termos, tere-
mos

N (%) big

- z 0 (0)
£ = ¥ AR SR, g.x o
1 -0 ! =0 kKT -k

Este preadmbulo tenta mostrar que, tomar cada ponto futuro como iima com-
binagdo linear dos pontos do passado, nao & tao restritivo como poderia
parecer a primeira vista. E o mesmo que expandir a funcdo en série de
Taylor, truncada na n-ésima derivada, o giie corresponde & ordem do fil-

tro previsor.

Em 1927, Yule® mostrou que qualquer processo estacionario, no

qual a média & constante £, em particular, nula, e a auto-correlacdo €
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estacionéaria no sentido amplo, ou seja

Exj =0,
Eacjmk = ¢(4-k)  (auto correlagdo) .

A sequéncia g

t pode ser expressa por

I
Ty = kfl I Lok T R 2

onde Ex € o residuo ou inovacgdo, ou seja, toda série, resultante de um

processo estacionario, pode ser decomposta numa parte previsivel ou de-

terministica e numa parte aleatéria. Isto corresponde @ decomposicdo de

Woldl0,

4. PREDICAO DE UM PASSO

0 problema da predicdo foi atacado, pela primeira vez, por
Kolmogorovl! em 1941 e, en 1942, por Wienerl?, 0 problema era prever a
posicdo de un aviao inimigo para poder derruba-lo. As coordenadas do a-
vido, em instantes sucessivos, podem ser consideradas um processo esto-
castico e, talvez, estacionario. Vamos assumir que o ponto previsto, "Et’

seja uma fungdo linear dos M pontos do passado:

M

= I g, a,_
t o goq Tk Ttk

333

Como otimizar os coeficientes gy para que a predicdo seja a melhor pos-
sivel? Vamos impor que o valor esperado do quadrado da diferenca entre o

predito e o real seja minimo. Esse € o erro quadratico médio da predigéo.

2 = -7 )2 = -
B2 = Blwy~z,)? = Eleyz) -2 z 9% By, ) + 7’2 L 9k 9y Bz, gy,
¢(0) ¢ (k) ¢ (k-2)

0 minimo pode ser encontrado igualando a zero as derivadas parciais an

relacdo a cada coeficiente Fer isto &

oF2
9y,

i

]
[==]
.
3
[
N
.
=

573



Encontramos assim un sistema de equacgdes, dito de Wiener-Hopf,

M
E gl = olm) , m= 1,0
k=1

Tal sistema pode ser obtido por outro raciocinio, devido a Yule? eWalker

(Ref.13). Dada uma série de tempo representada por
M
x, = L X, . + €,
t " ey It T 55
multiplicando-la por Xi_k © tomamos o valor esperadc. Tomando-se os Va-

rios valores do indice k, recaimos no sistema de Wiener-Hopf.

Conhecendo a auto-correlacdo para diversos "lags’, podemos re-
solver o sistema e obter os coeficientes gk. As auto-correlagfes podem
ser calculadas a partir dos dados, como no método de Blackman e Tukey.
Este método de calcular o espectro de poténcia, usando oscoeficientes 9>
calculados a partir das auto-correlagdes obtidas dos dados, € conhecido
por Método de Levinson. Entretanto, o método de Burg, que serd exposto

a seguir, mostra-se mais vantajoso, como sera visto.

Conhecidos g gy aue minimizam oerro, podemoscalcular esse er-
ro minimo quadratico, que chamaremos de poténcia do erro de previsdo

PM. Substituindo o sistema de Wiener-Hopf na expressdo do erro, temos

M

— E2 — -
= B = 40 7 2 g0

Vamos, agora, transformar a notagdo, passando a usar matrizes
e vetores, o0 que permitird uma visdo melhor das equacdes, pois simplifi-
ca a notacdo, permitindo escrever as equacdes de forma mais compacta.
Inicialmente, construiremos o vetor " filtrodo erro de predigcdo®™, de di-

mensdo M+1,

T
0

'Y\‘,M _ T1 onde |'0=1, I‘k=—gk (k=1,2..M .
Ty

A matriz de auto-correlacédo é composta dos ¢(k), e € simetrica:
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$(0) ¢(1) ... o(¥)

_le a0 ... st
M S

Qo

o) s(m-1) *¢(0)

Asmatrizes desse tiposdochamadasmatrizes de Toeplitz, cujas varias

propriedades serao apresentadas adiante.

Finalmente, temos o vetor "poténcia do erro de predicdo™, da-
do por
PM
P =10
M .
0

Substituindo os novos coeficientes, l“k , ho sistema de Wiener-Hopf e na

formula de PM , obtemos

It
(=}
-

3 {(k=m)
z T, ¢ k=m
ko K
M
z
%=0

[
o]

Ty o(k) =

Este sistema pode ser escrito na forma matricial

¢(0) ¢(1) ... o) o || Py
s o(0) oo
s ... ...76(0) Ty 0

e expresso, de forma compacta, ¢, EM =P y - Ele permite encontrar os

. Y ~ . .
coeficientes do erro de previsao e o valor da poténcia do erro de predi-
¢do, sendo conhecidas as auto-correlagdes. 0 calculo de um sistema de e-
quagbes cuja matriz € uma matriz Toeplitz, pode ser bastante simplifica-

do se for adotado o método de Recursdo de Levinson.
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5. METODO DE RECURSAO DE LEVINSON

Como a matriz Toepiitz € simétrica em relagZo a diagonai, se

invertermos o vetor T y da equagado matricial, ficara invertido o vetor
n

M
%0 u FO] Fi Yo, u .
: = = =
by ¢ }FMJ by % PMJ

Isto corresponde a previsdo para frente (forward), caso da primeira equa-
cdo matriciat, e para tras (backward), caso da segunda equacdo matricial.

Por exemplo, com os pontos Tys Ly, T podemos prever ''forward'' encon-

3
trando ‘Eu , ou "'backward!' encontrando & ..

0
AW 7 o

23

Esta propriedade sera aproveitada agora. En vez de resolver diretamente
o sistema, ele serd resolvido passo a passo. Admitindo-o resolvido para
a dimensdo M, existe uma maneira de calcular diretamente a solucdo para

a dimensdo M+1.

0 sistema de ordem Ml pode ser escrito

-, .
[- T ] Prs
. 0
o Tlt'4 =
=M+1 .
\ 0
T
Mel] |0

~

0 sistema de ordem M €& da forma

Ir P
0 oM
@w = |:
=/
Ty 6

Tomemos agora um vetor constituido pelo vetor filtro do erro de predigéo,
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de ordem M, acrescido de um zero. Faganos agora doi s si stenas: 9M+1 mul -

tiplicada por {M acresci do de umzero, e pel o nesno 'I\’M i nvertido, nesse

caso depoi s de conveni entenente particionada a matriz &, ,

_ _ o .
2y 1 Ty P
: 0
Twi=| ¢
LR ¢, 9, 0 A
- . Mol 74 1
¢0 :¢l ¢M+1
, | Tylo| ©
Do %M .
Ouer : T u

Se do prineiro sistema subtrairnos o segundo mul tiplicado por
A/PM, encontraremds umsistema da nesna forma de ordemM+1. Tenos

] - -
I‘M+1 B A/PM
- R I

Puvr = Py a o )
r, 0
- ]

'I:M+I = I‘M +I1M+1 I‘M
0 T

0

A Gltima formula expressa o algoritmo de Lenvison. O coeficiente LV é
chanado "coeficiente de refl ex80" ou "coeficiente de corretacdo parcial’.

Ent 8o, cada vetor XM+I pode ser cal culado a partir de RM , Se

for conheci do 1‘,;]4_]

e Dy }\"MH . (bserve que a poténcia do erro, P,,, decresce a cada ordem

B |2 z . . . ~
sucessl va. Ccmo FM+1 € necessarl anente positivo ou nul o, entéao PM+| < PM'

Isto é intuitivo, pois comum nai or ndnero de coeficientes do filtro de

. Assim podenos sucessivanente cal cul ar X,l , I\',z’ );3

previsdo, o erro nédi 0 € nenor.
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Resta um problema: como obter os coeficientes de reflexéo I‘iH

No método de Levinson, em que sdo calculados os ¢{(K}, cada coeficiente

?
1

de reflexado pode ser calculado por

A !
1 = = e m =
Tor = B, ?, (0 Ty + &, Tyop + oov + 0y Tp)

Burg, porém, idealizou uma maneira de achar os T'' que prescinde dos ¢{k),
e o calculo pode ser feito diretamente dos dados. E, além disso, otimiza
o resultado, maximizando a plausibilidade {''likelihood"), como demonstrou

Lacoss!®.

6. METODO DE BURG (1967)

Em cada calculo, en que a ordem do filtro de predicdo € acres-

. . S - . .
cida de um, iremos minimizar P, , em relagao ao Ty, ,, ou seja,

9P
M+ = 0

]
arM+l

onde vamos tomar a pot@ncia do erro como a média entre o erro de previ-

sdo para frente, F (forward) e o da previsdo para atrds, B (backward)

. ZVEM] M 2 {1‘24 2
P, = - I' x + r x
M~ WM k=1 2 1 {2 % k42 220 N=2 YK+
e ™
Py By
F, B
s, kR

I-l
M+l

Z(sz + Bkz)

0 coeficiente de reflexao, assim calculado, garante que seja minimo cer-
ro de previsdo no passo seguinte. Observe-se que s6 usamos 0s pontos da

série de tempo que ja temos (isto & os dados) .

Lacoss!* demonstrou que a minimizacao de PM € equivalente a
maximizar a probabilidade conjunta dos dados, desde que conhecidos os gk

e a variancia dos residuos em relagdo aos gk.
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7. ESPECTRO DE POTENCIA

Obtidos os coeficientes que descrevem o processo AR,
x, =C X E
t I Xt-k * "t
podemos agora obter o espectro de poténcia.
Tomando a transformada Z da expressdo acima, temos

X(z) = G(2)x(z) + E(2)

_E(x)  _ E(R)
1-G(z)  T1(2)

X(z)

Para obter o espectro de poténcia, podemos multiplicar pelo conjugado e
substituir z por exp(-2wZfAt). Can isso, obtemos a formula de Fejer-Riesz

P

W At

2
e—me‘Atk

onde At é o tempo de amostragem da série de tempo.

Obtivemos, assim, o espectro de poténcia pelo método da entro-
pia maxima. Ele é o espectro da predi¢do da série toda. Assim, inesmoque
seja conhecido un nimero pequeno de pontos da série de tempo, seeles fo-
rem tais que permitam conhecer ou prever o resto da série, oespectro re-
sultante terad melhor resolugcdo do que o espectro obtido pelos métodos de
auto-correlacdo ou pelo periodograma, pois, estes usam apenas os valores

da série de tempo conhecidos, sem predizerem outros pontos.

8. AUTO-CORRELACAO

Uma série de tempo, com i pontos, permite estimar a auto-cor=-
relacdo para un "lag' maximo, correspondente ao ndmero de pontos da sé-
rie de tempo. A série de previsdo, como un processo AR, permite estimar

a auto-correlagdo para '‘lags' maiores do que o nimero de pontos. Multi-
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plicando a expressdo do processo AR por %._k> © tomando o valor esperado
da expressdo toda, obtemos

N
¢(+2) = - X

J

. r3. ¢ (W+8-7)

0 que permite extrapolar os ¢{(k) além do "lag" N-1.

9. ROTEIRO PARA O METODO DA ENTROPIA MAXIMA

Para calcular o espectro de poténcia de uma série de tempo de-
vemos seguir os passos indicados no diagrama 1.

Inicialmente calculamos a poténcia do sinal PO e o vetor KO’
de dimensdo 1, que tem valor [l] . Esta parte representaa " inicializagao"
do algoritmo de Levinson. Entramos depois em um "loop', para o calculo
do vetor do filtro de previsdo, indo para ordens progressivamente maio-
res. Hn seguida, calculamos o coeficiente de reflesao I'* que € introdu-
zido no algoritmo de Levison para acharmos os coeficientes do filtro de
ordem m+l . Entdo a poténcia do erro de previsdo pode ser calculado a par-
tir do Pm-l' A ordem do vetor filtro de predi¢cao pode ser qualquer, e
existem métodos para sua otimizagao. Hn geral podemos tomar um filtro de
ordem ¥=If/2, onde N € o nGmero de pontos da série de tempo. Tomar M=N/2
ndo € o melhor, mas é bastante conveniente. Com os Iys pela formula de

Fejer-Riesz € possivel calcular P{f).

Como o processo necessariamente calcula os Pm sucessivos, pe-
la observacdo dos valores de Pm para cada m, podemos ver quando um aumen-
to de m nao diminui sensivelmente o valor da poténcia do erro, ou entéo,
se P_ ja e suficientemente préoximo do lim P . A relacdo P_/P, tam-

m m >« m m -0
bém indica qual m da suficiente precisdo na previséo. AkaikelS desenvol-
veu uma maneira de calcular o melhor m. Este corresponderia ao minimo do

"Final Prediction Error' (FPE)

o - Arltel) p2
li- (M+1)

o FPE pode ser calculado durante o '*1oop"
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Py =T x 2/
ry =[]
n

\:],M

ZFk Bk

2 2
z(pk+3k)

LEVIINSON ALG.

= 712
p =p ,(i-1'2)

m
I
prediction error filter I,:'M
v
PM At
P(f) = - .
. Pke—Zm_,fAtk
k=0

Diagrama | - Roteiro para o calculo do espectro de poténcia pelo

MEM.
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No apéndice encontra-se listada uma sub-rotina nas linguagens

ALGOL e FORTRAN que, a partir da série de tempo, calcula os coeficientes

de reflexdo, as poténcias do erro e o vetor dos coefi'cientes do filtrode

predicéo.

10. APLICAGOES

0 diagrama 2 mostra em que pode ser empregado o método da ma- ,

xima entropia.

|
i

\de sinais
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Cancelamento

de ruido
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/ Calculo
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Fil trggen\
por prgdigéo
y=F;‘F§

Predic&o

Linear

&= Tax

Decompos i ¢30
e=a - I'me
Wold

Diagrama 2 - Aplicagbes do MEM



0 método permite calcular os coeficientes do filtro de predi-
cdo. Estes coeficientes podem ser usados en diversas aplicagdes. Espec-
tro de Poténcia P(f) . Permite melhor resolugdo do que os métodos conven-
cionais. Permite obter melhor resultado quando o periodo da componente an
que se esta interessado € préximo do intervalo total de tempo dos dados.
Permite obter um melhor resultado quando temos poucos pontos da série de
tempo. Para bons resultados ndo & necessaria a aplicacdo de filtros, co-
mo o "'hamming'', pois o método dispensa pré-filtragens. Uma pequena adap-
tacdo permite calcular o espectro cruzado ('cross spectrum'). O vetor
pode ser usado para prever valores de uma série de tempo. Por exemplo a
série das manchas solares permite calcular a previsdo para anos futuros
com bastante precisdo. A predizibilidade de uma série de tempo esta li-
gada ao limite P_. Qu seja, numa deconposicdo de Wold, qual a poténcia
do sinal deterministico em relacdo ao ruido. Uma filtragem de uma série
de tempo com poucos dados pode ser dificil. Porém, podemos aplicar a
transformada de Fourier na série estendida pela predicdo, filtrar este
espectro e reconstruir a série aplicando a transformacéao inversa.y=F’1F5.
Como j3 vimos, podemos também calcular os coeficientes de auto- correla-
cdo $(=) para t>N. Podemos eliminar o ruido de uma série de tempo toman-
do a parte deterministica. A transmissao de Sinai s pode entdo ser feita,

transmi tindo-se apenas os termos de residuo (!'Linear Prediction Vocoder').

11. EXEMPLOS PRATICOS

Cs exemplos de aplicagdo mais espetaculares sdo quando o MEM
€ aplicado en trechos de senoide com extensdo menor do que o periodo. Na
primeira coluna da Figura 1 temos o sinal original, na coluna seguinte ,
o espectro pelo método Cooley-Tukey, sem pré-filtragem, e, an seguida, o
espectro pelo MEM17. Mesmo 57% do periodo permite obter uma boa curva
espectral com o MBM 0 pequeno trecho da senoide permite prever o resto

da curva, da qual é calculado o espectro.

Na Figura 2 temos a comparacio entre o Blackman-Tukey e o MEMS.
A série de tempo foi gerada pela soma de 4 senoides acrescidas porun rui-
do de amplitude 1/2. As frequéncias sao respectivamente 4; 64; 65e 24,5

Hz. A série tem 257 pontos, foram tomados 100 ''lags' e um filtro com 100

583



¥8S

P(f)

Fig.l! - Na primeira coluna temos o sinal vriginal, na segunda coluna o
espectro pelo método Cooley-Tukey, sem pré~filtragem e, na terceira co-
luna, o espectro pelo MEH. A primeira finha representa i segundo de uma
senoide de 1Hz em 10% de ruido. A segunda linha. 0,57 segundos do mesmo

dadol7.

P(f)
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TEMPO
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FREQ

FREQ
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BLACKMAN ~ TUKEY

MEM

l PSSR E S S

—
ann

NI

FREQUENCIA
Fig.2 = Comparagdo entre o Blackman-Tukey com 100 '‘lags' (linha traceja-
da) o MEM com 100 coeficientes {linha continua). A série de tempocom 257
pontos foi gerada pela sana de 4 senoides de frequéncias, 4, 64, 65 €
124,5 Hz, afetadas par um ruido de amplitude 1/2 5.



coeficientes. Compare os dois métodos para as altas e baixas frequéncias
e observe que a Blackman-Tukey ndo consegue separar as duas frequéncias

proximas.

0 trabalho de Radoski et aZ% apresenta extensa comparagdo en-

tre os varios métodos.

Na Figura 3 temos o calculo do espectro de poténcia pelo MV,
para uma série de 16 pontos dados no grafico. Para comparagdo €& apre-
sentado o espectro pelo Cooley-Tukey, em estrelinhas e, em linha conti-
nua, o calculado pelo MEM. Abaixo temos uma tabela dos coeficientes de
reflexdo representados por (G) e o respectivo PM e a porcentagem do PM
an relagdo ao PO. Mais abaixo temos a listagem dos I’k representados por
GAVWA Pela tabela P%, un filtro com mais de 4 termos, e erro médioqua-
dratico da previsdo em relagdo a poténcia do sinal, é menor do que0.003%.
Portanto, un filtro com 4 coeficientes ja é suficiente para uma boa re-
presentacdo do sinal. Observe como o pico do sinal & bem mais estreito
com o MBM 0 sinal simulado € uma cosenoide truncada. Se desejarmos in-
terpolar pontos da espectro quando o calculo da férmula de Fejer-Riesz é
feito usando FFT, basta acrescentar zeros aos coeficientes I‘k.

Uma das séries mais estudadas pelo MEM € a série dos nameros
de manchas solares. Pode-se encontrar referéncias en Cohen e Lintz1® ¢

Radoski et al5.

Em nosso caso particular, o método de analise foi aplicadoaos
dados citados no trabalhol "Wariacdo anual do campo Magnético Terrestre®
por NB. Trivedi, 1.J. Kantor e JM. da Costa. As Figuras 4 e 5 apresen-
tam os resultados. Foram analisados as médias mensais do campo geomagné-~
tico H em Vassouras no periodo de 1957-1968 (114 meses). Os dados apre-
sentam uma variacdo linear de aproximadamente 60 gammas/ano. Esta ten-
déncia secular foi removida dos dados por ajuste dos minimos quadrados a
uma linha reta. Foram usados dois métodos para analise espectral dosda-
dos. O primeiro foi o da auto-correlacdo e, o segundo, foi o MEM. Para
as nossas finalidades nao estdo interessando as amplitudes, por isso po-
demos comparar apenas a resolucdo, que € observada pela superposicdo de

ambos resultados.
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Fig.4 = Analise espectral da série de tenpo dos dados mensais dos
res médios de #, en Vassouras,

valo-
para o periodo 1857-1968. Método da auto-
-correlagdo (linha tracejada) e MEM (linha continua) com 50 coeficientes.

12. COMENTARIOS FINAIS

Un estudo mai s rigoroso do MEM envol veria conceitos sobre pro-
cessos estocdsticos estaci onarios, entropi a, processos AR e MA
average' isto é, a média ndvel),
etc.

("moving
model os “all-pole'', espacos de Hilbert

Curiosanente, durante a deducdo do MEM para o cdlculo do es-

pectro de poténcia ndo foi nencionado o conceito de entropia, apesar do
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o] EQUATORIAL DSt 1957- 70
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Fig.5 - Analise espectral de dados do Dst equatorial para o periodo 1957

-1368. Método da auto-correlagdo (linha tracejada) e MEM (linha continua)
com 50 coeficientes.

nome Método da Maxima Entropia. E que a deducdo das formulas, a partir
do conceito da entropia, & bem mais complexa do que a que foi aqui apre-

sentada. O problema é formulado da seguinte maneira: Se P(f) é o

espec-
tro de poténcia de um processo estacionario,

a entropia é dada por

589



‘f;y
H=| loa P(PAf fy = frequéncia de Nyquist
~fy

que deve ser maxirnizada sob a condicdo que tenha as auto-correlagdes ex-

pressas por
I
P(fle
_.fN

-2mifAtn df = o, Hen<

Entdo queremos saber qual o P{f) que maximiza H, nas condi¢des dadas. U-
sando calculo variacional obtemos o sistema de Wienér-Hopf. Vale notar
que, pelo uso dos conceitos de entropia, as razdes légicas do método fi-

cam mais claras.

O MEM €& bem recente pelo que existem muitos assuntos ainda néo
esclarecidos, como por exemplo: qual o tamanho ideal para o filtro do er-
ro de predicdo? Qual a variancia e erro do espectro de poténcia obtido ?

Qual o erro na posicdo dos maximos?

13. APENDICE A

Apresentamos um diagrama de bloco para calculo dos coeficien-
tes gamma, coeficiente¢c de reflexdo e poténcia do erro de predigéols. 0
programa & sob a forma de sub-rotina. BEn FORTRAN foi testado num compu-

tador CDC~3300 e en ALGOL, foi testado num Burroughs B-6700.

Os dados de entrada sdo o ''array' X, de dimensdo N, e o MM,

que € a dimensdo do "array'" G.

0 resultado de saida € o "array" G e o valor de P.

X = série de tempo

G = filtro do erro de predicao

P = corresponde ao PM .

Nos calculos, ER e EF, sdo os erros '‘forward' e''backward'. R
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e o coeficiente de reflexdo. DEN e NM sdo o denominador e o numerador da

formula que da o coeficiente de reflexdo.

Num computadbr CDC-3300, usando o MMM para séries de tempo com-

plexas, foi obtido o seguinte tempo de execucdo da sub-rotina:
Tempo (seg) = 119.N2,03 . 107° (10 £ N g 128)

onde N é o nimero de pontos da série de tempo e MM e N/2. Para N=20 o tem

po é 0,05 seg e para N = 128 e 2.3 seg.

. 66(4) =6(Y)

(seart
K
—<T
_@:(J)*X(J)

L r

EB(1)=X(1)
EF (N-1) =X {N)

————<122,N-I
. e

EB(J4) = EB{J) + R * EF(J)
EF(J) = EF(J+1) +ReEB(J+1)

¥

NOM=NOM+EB (J) +EF (J)
DEN=DEN+EB (J) #a2+EF () ##2

Rm-24MOM/DEN
P=Pa(1-R¥R)

no

<32 H >
———]T(J)-GG(J)+R*GG(M-J+2) ]

s >
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FILE SAIDA (KIND = PRINTER);
%--PREDICTI@N ERR@R FILTER - BURG
PRBCEDURE MEM (G,MM,X,N,P);
VALUE MM, N; INTEGER MM,N; REAL P; ARRAY G[0], X[1];
BEGIN INTEGER 1,J,MM; LABEL L@@P, IN; ARRAY EB,EF[1:N], GG[0:M];
DEFINE ATE = STEP 1 UNTIL3;
P:=0; FER J:=1 ATE N D@ P:=%+X[J]#xX[u]; Pi=w/N;
WRITE (SAIDA, <''bM=bb0", X17, =bP="', E14.6>, P);
G[0]:=0; M:=1; EB[1]:=x[1]; EF[N-T]:=X[N];
FBR J:=2 ATE N-1 Dg EB[J] :=EF[J-1] :=X[J];
NM:=N-M; G@ T@ IN;
LPgP: G[M:=x+1]=R; FPR J:=1 ATE M D¢ GG[J] :=6[J];
FOR J:=1 ATE NM D@ BEGIN
EB[J] :=x+R*EF[J]
EF[J] :=EF [J+1]+R%EB[J+1]; END;
IN: N@M:=DEN:=0;
FGR J:=L ATE NM D@ BEGIN
NgM:=++E8 [J]*EF [J];
DEN:=#+EB [J]*E8 [J]+EF [U]*EF [J] ; END;
R:=~2%NOM/DEN; P:=#%(1-RxR).
WRITE (SAIDA, <"bM=",13,"bR="",E14.6,"bP=" ,E14 .65 ,M,R,P) ;
IF M=l THEN G@ T@ L@gP;
FER J:izl ATE M D@ G[J] :=GG [J]+R*GG [M-J] ;
IF McMM THEN GO T@ LO@P;
G[M+1] :=R
END MEN;

SUBRPUTINE MEM (G,MM,X,N,P)
c MAXIMUM ENTR@PY METH@D - 1.J. KANT@R - 040776 - CDC 3300
N IS LIMITED Tg 128

REAL NgM

DIMENSt@N G(1),x(1),EB(128),G66(128)
Nl = N-1

P =0

D@ 10 J = 1,N
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20

30

35

ko
50

60

70

80

P =P+ X(J)*x(J)

P = PIN

M=

G(1) =1

EB(1) = x(1)

EF(N-1) = X(N)

WRITE (61,15)P

FPRMAT (6HbM = bb0, 17X, 3HbP = E14,6)
Dg 20 J = 2,NI

EB(J) = EF(J-1) = X(J)

NM = N-M

G# TE 50

M = M+

NM = N-M

G(M) =R

pg 35 J = IM

G6(J) = 6(J)

DP 40 J = 1,NM

EB(J) = EB{J) + R*EF(J)
EF(J) = EF(J+1) + R*EB(J+1)
DEN = NgM = O

Dg 60 J = 1,\M

NBM = N@M + EB(J)*EF(J)

DEN = DEN + EB(J)*EB(J) + EF(J)*EF (J)
R = - 2*N@M/DEN

P = P* (1-R*R)

WRITE (61,70) M,R,P

FORMAT (3HbM = 13, 3HbR = E14.6, 3HbP = E14.6)
IF (M.EQ.1) GB T¢ 30

DP 80 J = 2M

1l =M=-J+2

G(J) = GG6(J) + rR*GG(1)
IF(M.LT. MM) G@ T8 30
G(M+1) =R

RETURN

END
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