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Monthly mean values o f  Vassouras (state o f  Rio de Janei r9) 

geomagnet i c  f i e l d  are anal yzed us i ng the mâximuni entropy method . The me- 

rhod i s  described and compared w i t h  o ther  methods o f  spect ra l  ana lys is ,  

and i:s advantages and disadvantages are  presented. 

RGdias mensais do campo geomagnér i co  em Vassouras R J  são ana- 

l isados pelo metodo da r n t r o p i a  máxima. O método é d e s c r i t o  e comparado 

com outros mttodos de o b t e n ~ ã o  de espectros de potência, d iscut indo-  se 

também as vantagens e desvantagens do método em questão. 

Es te  t rabalho v i sa  esclarecer detalhes do cá l cu lo  do espectro 

de potência no campo magné t ico t e r r e s t r e usado no t rabalho  apresentado  na 

S B P C ~  com o t í t u l o :  "Variação anual do Campo  Magnético Terrestre"  por N .  

B.Trivedi, I .J.Kantor e J.M. da Costa. 

A est imat iva  espectra l  , pe lo  método da entpopia máxima (MEM) , 
é re lat ivamente nova e f o i  primeiramente apresentada por 9urg2 em 1967 . 
Esse método é importante não só para a aná l ise  de variação de campos mag- 

nét  i cos e índices de a t iv idade magnética como, também, para qualquer sé- 

r i e  de tempo. A t e o r i a  do método abrange diversos campos, que permitem 

uma variedade de aplicações, como por exemplo a obtenção de espectro de 

po tem ia ,  espectro cruzado, cá l cu lo  da função de auto-correlação, predi  - 
ção l i nea r ,  f i l t ragem de dados, transmissão de s i n a i s  e cancelamento de 



ruído.  Um estudo completo do MEM envolve conceitos e campos bastante d i  - 
versos como entropia,  t e o r i a  l i n e a r  de predição de Wiener, matr izes po- 

s i t i v a s  def in idas ,  processos auto- regressivos, matrizes de Toep l i t z ,  es- 

paços de H i l b e r t  e transformada 2, além de um conhecimento de processos 

estocãst  icos. Aqui será apresentada uma abordagem ao MEM que não requer 

conhecimentos mui to especial izados, deduzindo-se o método de maneira bas- 

tante  d i r e t a .  O l e i t o r  interessado nos detalhes e var ian tes  teór icos  po- 

derá consul tar  Smyl i e  e t  aZ. 3 ,  ~ a k h o u l ~ ,  Radoski e t  a2. 5 ,  Ul rych e Bishop 

( ~ e f . 6 )  ou ~ a l l ~ .  

2. ESPECTRO DE POTENCIA 

Em geomagnetismo, como em muitos outros campos, os dados rnedi- 

dos são, geralmente, uma s é r i e  de números tomados em tempos equidistan- 

tes. Vamos representar essa "sér ie  de tempo Jxl por x1 ,x2,. . . ,xN. 

Existem vár ios  métodos para se obter  o espectro de potência 

dessa sé r ie .  

O método da auto-correlação, desenvolvido por Blackman e Tu- 

key8, ca l cu la  a auto-correlação para vár ios  "lags", fazendo em seguida a 

transformada de Four ier  desta auto-correlação. Se N é o número t o t a l  de 

amostras, e M o "lag" da auto-correlação, vem: 

N-M N- 1 
$ M =  - r 4, cor ( 2 n f d t )  r X;x;+M, P(f) =?l;;t 

N-M i=, M=-N+ 1 

O método do per iodograma, desenvolvi do por Cooley e Tukey, cal - 
cu la  a transformada de Four ie r  da s é r i e  de tempo. O espectro de potência 

é simplesmente o quadrado do v a l o r  da transformada : 

O fenômeno do qual f o i  medida a s é r i e  de tempo, no nosso caso 

o campo geomagniit i c o  H, na verdade não é nem d i sc re to  nem  li m i  tado no tem- 

po. Portanto, o espectro calculado não pode representar com exat idão  o  es-  

pec t ro  rea l  de potência do s i n a l  o r i g i n a l  do qual a s é r i e  de tempo foi  me- 



dida.  O f a t o  do tempo t o t a l ,  T, de medida ser l im i tado,  imp l ica  em uma 

resolução de f requência 1/T. Se medi rmos durante mu i t o  pouco tempo o s i - 
na1 , perdemos resolução. O f a t o  de não conhecermos o s i na l  f o ra  do i nter-  ' 

va lo  de tempo das medidas provoca essa perda de resolução. Cada um dos 

métodos c i tados contém i n t r i n s  icamente uma condição para os valores da 

função fo ra  do i n t e r v a l o  da s é r i e  de tempo. O &todo da autocorrelação 

supõe que os pontos fo ra  do i n t e r v a l o  sejam nulos. O periodograma assume 

uma repet ição per iõd  ica  dos pontos. Estas extensões dos dados certamente 

não são as mais natura is ;  o co r re to  s e r i a  estender a sequência dos dados 

através de uma previsão. 

O método da ent rop ia  máxima, MEM, f o i  desenvolvido por ~ u r ~ ~ .  

E constru ido um f i 1 t r o  predi  t o r  1 inear,  que dá o mãximo e r r o  quadrát ico 

(min E(Z -x ) 2, en t re  os dados e o va lo r  p rev i s to  2 desses mesmos dados. 
t t  t 

O espectro de potência ~ ( f )  pode ser calculado esando-se os valores dos 

coef ic ien tes  desse f i l t r o :  

Será v i s t o  mais tarde que a s é r i e  de tempo de previsão usa apenas a i n -  

formação dada pela sê r i e  de tempo o r i g i n a l ,  daí a maximização da ent ro-  

p ia .  Na verdade, o espectro de potência é o da s é r i e  de previsão que tem 

extensão i n f i n i t a  e, portanto,  a resolução não depende mais do tempo to-  

t a l  da s é r i e  dada, mas sim da p r e v i s i b i l i d a d e  dela.  

3. PROCESiSOS AUTO-REGRESSIVOS 

Para a compreensão do f i l t r o  p red i t o r ,  devemos i n t r o d u z i r  o 

concei to de processo auto- regressivo,  comumente abreviado por AR. 

Imaginemos um car ro  deslocando-se ao longo de uma estrada. PO- 

demos medir sua posição em cada ins tante  de tempo (cada minuto, p.ex.) . 
Teremos assim uma s é r i e  de tempo z O ,  xl, x2,  x 3 ,  . . . . 

Se a velocidade do ca r ro  f o r  constante, a d i fe rença en t re  ca- 

da x e seu an te r i o r ,  x  será constante e proporcional  velocidade,e 
t t - 1 '  

cada va lo r  z pode ser p r e v i s t o  ($ v a l o r  de x predi  to) : 
t t t 



Se o c a r r o  t i v e r  aceleração cons tan te  serão necessár ios t r ê s  v a l o r e s  d t  

x parâ f a z e r  a p r e d i ~ ã o ,  

A cada t r ê s  v a l o r e s  consecut ivos da posição podemos p rever  o próximo. I s -  

EO pode s e r  representado p e l o  diagrama abaixo.  

Mesmo que a ve loc idade  ou ací.!eração do c a r r o  não sejam constantes,  as i ia  

pos ição pode s e r  aproximadamente p r e d i t s  p e l o  uso dos t r ê s  pontos ante-  

r i o r e s .  Nesse caso, estar iamos usando um f i.1 t r o  p r e d i  t o r  com t r ê s  pesos 

ou c o e f i c i e n t e s ,  embora, é c l a r o ,  o  número de c o e f  i c i e n t e s  p o s s a  s e r  

qua 1 quer .  

Para uma expansão em s é r i e  de T a y l o r  no ponto x(t=O) de uma 

função ~ ( t ) ,  podemos usar  os va!ores t=-1,-2,-3, ..., para es t imar  as de- 

r i vadas  em t = D .  A p r i m e i r a  der i vada  s e r i a  dada p e l a  d i f e r e n ç a  z 6 - - 1 '  " 
segunda der i vada  depende dos t r ê s  Ú l t imos  pontos, a  t e r c e i r a  der ivadados 

q u a t r o  Ú l t imos ,  e t c .  Por tan to ,  a  expansão em s é r i e  de T a y l o r ,  para c a l -  

c u l a r  o  v a l o r  de xl, d a r i a  a e s t i m n t i v a  2 em termos de uma F ~ n ç ã o  l i n e -  
1 

a r  dos pontos a n t e r i o r e s .  Se a s é r i e  f o r  truncada em N-1 , termos, t e r e -  

Este p r e â m ~ u l o  t e n t a  mos t ra r  que, tomar cada ponto f u t u r o  como iima com- 

binação l i n e a r  dos pontos do passado, ~ ã o  é t ã o  r e s t r i t i v o  como poder ia  

parecer  à p r i m e i r a  v i s t a .  E o  mesno que expandi r  a função em s é r i e  de 

Tay lo r ,  truncada na n-és ima der ivada,  o  qiie corresponde ã ordem do f i 1 - 
t r o  p r e v i s o r .  

Em 1927, y u l e 9  mostrou que qualquer  processo e s t a c i o n ã r i o ,  no 

qual  a  média 6 cons tan te  e. em p a r t i c u l a r ,  nu la ,  e  a au to- cor re lação  é 



estacionár ia no sent ido amplo, ou seja 

i72 = o ,  i 
EX.Z = $ ( j - k j  (auto correlação) . 

3 k 

A sequência :c pode ser expressa por 
t 

onde E é O resíduo ou inovação, ou seja,  toda sér ie ,  r esu l t an te  de um k 
processo estacionãr io ,  pode ser decomposta numa pa r te  p r e v i s í v e l  ou de- 

t e rm in í s t i ca  e numa par te  a l e a t ó r i a .  I s t o  corresponde à decomposição de 

woldlo.  

O problema da predição f o i  atacado, pela pr imei ra  vez, por 

~ o l m o ~ o r o v l ~  em 19ki e, em 1942, por wienerP2. O problema era prever a 

posição de um avião in imigo para poder derrubá- lo. As coordenadas do a- 

vião, em instantes sucessivos, podem ser consideradas um processo esto-  

cás t i co  e, ta lvez,  es tac ionár io .  Vamos assumir que o ponto prev is to ,  $, 
seja uma fur~ção l inear dos M pontos do passado: 

Como o t im iza r  os coef ic ien tes  gk para que a predição se ja  a melhor pos- 

s í v e l ?  Vamos impor que o va lo r  esperado do quadrado da di ferença en t re  o 

p r e d i t o  e o rea l  seja mínimo. Esse é o e r r o  quadrát ico médio da predição. 

O mínimo pode ser encontrado igualando a zero as derivadas pa rc ia i s  em 

relação a cisda coe f i c i en te  gk, i s t o  é 



Encontramos assim um sistema de equações, d i t o  de Wiener-Hopf, 

Ta l  sistema pode ser ob t ido  por o u t r o  rac ioc ín io ,  devido a yu leg eWalker 

( ~ e f  . l3)  . Dada uma s é r i e  de tempo representada por 

M 

mul t i p l  icando- la por x e tomamos o va lo r  esperadc. Tomando-se os vã- t-k 
r i o s  valores do Índ ice  k ,  recaimos no sistema de Wiener-Hopf. 

Conhecendo a auto-correlação para diversos "iags", podemos re-  

so lver  o sistema e obter  os coef ic ien tes  g As auto-correlações podem k' 
ser calculadas a p a r t i  r dos dados, como no método de Blackman e Tukey. 

Este método de ca l cu la r  o espectro de potência, usando os coef i c ien tes  g k '  
calculados a p a r t i  r das auto-correlações obt idas dos dados, é conhecido 

por Método de Levinson. Entretanto,  o método de Burg, que será exposto 

a seguir ,  mostra-se mais vantajoso, como será v i s t o .  

Conheci dos 

r o  mínimo quadrãt ico 

PM. Subst i tu indo o s 

os g que minimizam oe r ro ,  podemoscalcular esse e r -  
k 

que chamaremos de potência do e r r o  de previsão 

stema de Wiener-Hopf na expressão do e r ro ,  temos 

M 
P = E2 = @(O) - C gk$(k) . 
M M I N  k= 1 

Vamos, agora, transformar a notação, passando a usar matrizes 

e vetores, o que pe rm i t i r á  uma visão melhor das equações, pois s i m p l i f i -  

ca a notação, permit indo escrever as equações de forma mais compacta. 

In ic ia lmente,  construiremos o ve tor  " f i l t r o  do e r r o  de predição", de d i -  

mensão M+1, 

&4 = onde i' = I ,  i'k =-gk (k=1 , 2 . .  .M) . 1.1 o 

A ma t r i z  de auto-correlação ê composta dos $ ( k ) ,  e é s imet r ica :  
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Asmatr izes  desse t i posãochamadasmat r i zes  d e T o e p l i t z ,  c u j a s v á r i a s  

propriedades cierão apresentadas adiante . 
Finalmente, temos o ve tor  "potência do e r r o  de predição", da- 

do por 

Subst i tu indo os novos coef ic ien tes ,  rk , no sistema de Wiener-Hopf e na 

fórmula de PM , obtemos 

Este sistema pode ser escr 

I ((0) m( 

i t o  na forma m a t r i c i a l  

e expresso, de forma compacta, tM = E M  . E le  permite encontrar os 

coef ic ien tes  do e r r o  de previsã: e o va lo r  da potência do e r r o  de p red i -  

ção, sendo conhecidas as auto-correlações. O cã l cu lo  de um sistema de e- 

quações cu ja  ma t r i z  é uma ma t r i z  Toep l i t z ,  pode ser bastante s i m p l i f i c a -  

do se f o r  adotado o método de Recursão de Levinson. 



5. METQDO DE RECURSAO DE LEVINSON 

Como a  m a t r i z  l ' o e p i i t z  6 s i m é t r i c a  em r e l a ç á o  à d iagona i ,  se 

i n v e r t e r m o s o v e t o r l '  d a e q u a ç ã o r n a t r i c i a l ,  f i c a r á  i n v e r t i d o 0  v e t o r  
% M " : i M  

I s t o  corresponde à p r e v i s ã o  para f r e n t e  ( fo rward ) ,  caso da p r i m e i r a  equa- 

ção m a t r i c i a ' i  , e  para t r á s  (backwara) , caso da segunda equação m a t r i c i a l .  

Por exemplo, com os pontos xl, x2, x3 podemos p rever  "forward" e n c o n -  

t rando zq , ou "backward" encontrando zo. 

Esta propr iedade serã aprove í tada  agora. Em vez de r e s o l v e r  d i re tamente  

o  sistema, e l e  se rá  r e s o l v i d o  passo a  passo. Admit indo- o r e s o l v i d o  para 

a  dimensão M, e x i s t e  uma maneira de c a l c u l a r  d i re tamente  a  so lução para 

a dimensão M+1 . 

O s is tema de ordem M+l pode ser  e s c r i t o  

O s is tema de ordem M 6 da forma 

Tomemos agora um v e t o r  c o n s t i  t u i d o  p e l o  v e t o r  f i 1  t r o  do e r r o  de predição, 
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de ordem M, acrescido de um zero. Façamos agora dois sistemas: 
=M+ 1 

mul- 

tiplicada por L M  acrescido de um zero, e pelo mesmo r invertido, nesse 
IiM 

caso depois de convenientemente particionada a matriz 0 =M+ 1 

Se do primeiro sistema subtraírmos o segundo multiplicado por 

A/PM, encontraremos um sistema da mesma forma de ordem M+1. Temos 

A ÜI tima fórmula expressa o algorítmo de Lenvison. O coeficiente ri+l é 

chamado "coef i ciente de reflexão" ou "coeficiente de corre1 ação parci ala! 

Então, cada vetor pode ser calculado a partir de , se 

for conhecido . Assim, podemos sucessivamente calcular LI , L*,  x3 
...h, Observe que a potência do erro,PM, decresce a cada ordem 

sucessiva. Como r& é necessariamente positivo ou nulo, então PM+l < PM. 
Isto é intuitivo, pois com um maior número de coeficientes do filtro de 

previsão, o erro médio é menor. 



Resta um prob1ema:corno o b t e r  os c o e f i c i e n t e s  de r e f l e x ã o  r '  
M+1? 

No método de Levinson, em que são ca lcu lados  os @ ( K )  , cada c o e f i c i e n t e  

de r e f l e x ã o  pode ser  c a l c u l a d o  por  

Burg, porém, i d e a l i z o u  uma maneira de achar os r '  que p resc inde  dos @(k) ,  

e  o  c á l c u l o  pode ser  f e i t o  d i re tamente  dos dados. E, além d isso ,  o t i m i z a  

o  resu l tado ,  maximizando a  p laus i b i  1  idade ("1 i k e l  i hood") , como demonstrou 

iacoss14 .  

6. METODO DE BURG (1967) 

Em cada c á l c u l o ,  em que a  ordcin do f i l t r o  de p red ição  é a c r e s -  

c i d a  de um, iremos min im izar  PM+l em re lação  ao rh+l, OU se ja,  

onde vamos tomar 

são para f ren te ,  

O c o e f i c i e n t e  de 

a  po ténc ia  do e r r o  como a  média e n t r e  o  e r r o  de p r e v i -  

P ( forward)  e  o  da p r e v i s ã o  para a t r á s ,  B (backward) 

r e f  1 exão, assim ca lcu lado ,  garante que s e j a  mínimo o e r -  

r o  de p r e v i s ã o  no passo segu in te .  Observe-se que só usamos os pontos da 

sêr  i e  de tempo que j á  temos ( i s t o  é, os dados) . 

Lacoss14 demonstrou que a  minimização de PM é e q u i v a l e n t e  a  

maximizar a  p r o b a b i l i d a d e  con jun ta  dos dados, desde que conhecidos os g k 
e a  v a r i â n c i a  dos resíduos em re lação  aos g 

k' 
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7. ESPECTRO DE POTENCIA 

Obtidos os coef ic ien tes  que descrevem o processo AR, 

3: = C g  x + E  
t k t-k t 

podemos agora obter  o espectro de potência. 

Tomando a transformada Z da expressão acima, temos 

Para obter  o espectro de potência, podemos m u l t i p l i c a r  pe lo  conjugado e 

s u b s t i t u i r  z por e x p ( - 2 a i f ~ t ) .  Com isso, obtemos a fõrmula de Fejer-Riesz 

onde At é o t.empo de amostragem da s é r i e  de tempo. 

Obtivemos, assim, o espectro de potência pe lo  método da entro-  

p i a  máxima. Ele é O espectro da predição da s é r i e  toda. Assim, inesmoque 

seja conhecido um número pequeno de pontos da s é r i e  de tempo, see les  fo-  

rem t a i s  que permitam conhecer ou prever o res to  da sér ie ,  oespectro re-  

su l t an te  te rá  melhor resolução do que o espectro ob t i do  pelos métodos de 

auto-correlação ou pelo per iodograma, po is  , estes usam apenas os valores 

da s é r i e  de tempo conhecidos, 

8. AUTO-CORRELAÇÃO 

Uma sé r i e  de tempo 

relação para um I1lag1' máximo, 

r i e  de tempo. A s é r i e  de prev 

a auto-correlação para I'l ags" 

sem predizerem outros pontos. 

com i'.- pontos, permi t e  estimar a auto-cor- 

correspondente ao número de pontos da sé- 

são, como um processo AR, permite estimar 

maiores do que o numero de pontos. M u l t i -  



p l i c a n d o  a expressão do processo AR por  x e tomando o v a l o r  esperado t-k ' 
da expressão toda, obtemos 

N 
4 (m+a) = - .c r . 4 (u+a-j) 

3=1 3 

o que p e r m i t e  e x t r a p o l a r  os $ ( k )  além do " lag" N - I .  

9. ROTEIRO PARA O METODO DA ENTROPIA M m I M A  

Para c a l c u l a r  o  espec t ro  de po tênc ia  de uma s é r i e  de tempo de- 

vemos s e g u i r  os passos ind icados no diagrama 1.  

I n i c i a l m e n t e  calculamos a po tênc ia  do s i n a l  P e o v e t o r  Lo, 
O 

de dimensão 1 ,  que tem v a l o r  111 . Es ta  p a r t e  representa a " i n i c i a l  ização" 

do a l g o r  i trno de Levinson. Entramos depois  em um "loop", para o c á l c u l o  

do v e t o r  do f i l t r o  de p rev isão ,  indo  para ordens progressivamente maio- 

r e s .  Em seguida, calculamos o c o e f i c i e n t e  de r e f l e s ã o  r i  que 6 i n t r o d u -  

z i d o  no a l g o r i t m o  de Lev ison  para acharmos os c o e f i c i e n t e s  do f i l t r o  de 

ordem m+l . Então a po tênc ia  do e r r o  de p r e v i s ã o  pode s e r  c a l c u l a d o  a par-  

t i  r do Pm-l. A ordem do v e t o r  f i l t r o  de ~ r e d i ç ã o  pode s e r  qualquer ,  e  

ex is tem métodos para sua o t im ização .  Em g e r a l  podemos tomar um f i l t r o  de 

ordem M=N/2, onde B é o número de pontos da s é r i  e  de tempo. Tomar M=N/2 

não é o melhor, mas é bas tan te  conveniente.  Com os r k ,  p e l a  fórmula de 

Fe je r- R iesz  é poss íve l  c a l c u l a r  ~ ( f )  . 

Como o processo necessariamente c a l c u l a  os Pm sucessivos, pe- 

l a  observação dos v a l o r e s  de P para cada m, podemos v e r  quando umaumen- m 
t o  de m não d i m i n u i  sensive lmente o v a l o r  da po tênc ia  do e r r o ,  ou então,  

se P j á  é su f i c ien temente  próximo do 1 i m  + Pm. A re lação  Pm/Po tam- m 
bém i n d i c a  qual  m dã s u f i c i e n t e  p rec isão  na p rev isão .  ~ k a i k e l ~  desenvol-  

veu uma maneira de c a l c u l a r  o  melhor m. 

" F ina l  P r e d i c t i o n  E r r o r "  (FPE) 

u + ( ~ + l  ) F P E  = --- 
li- (M+ 1 ) 

Este co r responder ia  ao mínimo do 

o FPE pode s e r  ca lcu lado  duran te  o " loop" 
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Diagrama 1 - Ro te i r o  para o  c á l c u l o  do espec t ro  de po tênc ia  p e l o  

MEM. 



No apêndice encontra-se 1 i stada uma sub- rot  ina nas 1 inguagens 

ALGOL e FORTRAN que, a p a r t i r  da s é r i e  de tempo, ca l cu la  os coef ic ien tes  

de ref lexão,  as potências do e r r o  e o ve tor  dos coef i'cientes do f i 1 t r o  de 

predição. 

O diagrama 2 mostra em que pode ser empregado o método da má- . 
xima ent rop ia .  

Cancelamento 

Transmissão Espectro de Espectro 

\ de s i n a i s  de prev isão  potênc ia  cruzado 

Cá lcu lo  

Predição 

L i n e a r  

3C^ = r u  

Diagrama 2 - Aplicações do MEM 



O método permite ca l cu la r  os coef ic ien tes  do f i l t r o  de p red i -  

ção. Estes coef ic ien tes  podem ser usados em diversas apl  icações . Espec- 
t r o  de Potência ~ ( f )  . Permite melhor resolução do que os métodos conven- 

c iona is .  Permi t e  obter  melhor resul tado quando o período da componente em 

que se está interessado é próximo do i n t e r v a l o  t o t a l  de tempo dos dados. 

Permi t e  obter  um melhor resul  tado quando temos poucos pontos da s é r i e  de 

tempo. Para bons resultados não é necessária a apl  icação de f i 1 t ros ,  co- 

mo o "hamming", pois o método dispensa pré-f i 1 tragens. Uma pequena adap- 

tação permite ca l cu la r  o espectro cruzado ("cross spectrum") . O ve to r  r 
5 

pode ser usado para prever valores de uma sér i e  de tempo. Por exemplo a 

sé r i e  das manchas solares permite ca l cu la r  a previsão para anos fu tu ros  

com bastante precisão.  A p r e d i z i b i l i d a d e  de uma sé r i e  de tempo es tá  li- 

gada ao 1 im i te  Pm. Ou seja, numa decomposição de WoZd, qual a potência 

do s ina l  de termin ís t ico  em relação ao ru ído.  Uma filtragem de uma s é r i e  

de tempo ccim poucos dados pode ser d i  f í c i  l . Porém, podemos apl  i c a r  a 

transformada de Four ie r  na s é r i e  estendida pe la  predição, f i l t r a r  es te  

espectro e recons t ru i r  a sé r i e  apl icando a transformação i n v e r ~ a . ~ = ~ - ~ ~ z ,  

Como já vinos, podemos também ca l cu la r  os coef ic ien tes  de auto- co r re la-  

ção $(=) para r>N. Podemos eZidnar o m2do de uma s é r i e  de tempo toman- 

do a par te  determin ís t  i ca .  A trrmsmissão de sinais pode então ser f e i t a ,  

transmi t i  ndo-se apenas os termos de resíduo ( " ~ i  near Predi c t  ion  ~ocoder"). 

11. EXEMPLOS PRATICOS 

Os exemplos de apl  icação mais espetaculares são quando o MEM 

é apl icado em trechos de senoide com extensão menor do que o período. Na 

pr imei ra  coluna da Figura 1 temos o s i n a l  o r i g i n a l ,  na coluna seguinte , 
o espectro oelo método Cooley-Tukey, sem p rê - f  i l tragem, e, em seguida, o 

espectro pelo M E M ~ ~ .  Mesmo 57% do período permite obter  uma boa curva 

espectra l  com o MEM. O pequeno t recho da senoide permite prever o res to  

da curva, da qual é calculado o espectro. 

Na Figura 2 temos a comparação en t re  o Blackman-Tukey e o  M E M ~ .  

A sé r i e  de tempo f o i  gerada pela soma de 4 senoides acrescidas por um r u í -  

do de ampl i tude 1 /2.  As f requênc 

Hz. A s é r i e  tem ,257 pontos, foram 

ias  são respectivamente 4; 64; 65e 124,s 

tomados 100 lllagsll e um f i 1 t r o  com 100 



TEMPO 

Fig.1  - Na primeira coluna temos o s inal  u r i g i n a l ,  na segunda coluna o 

espectro pelo mètodo Cooley-Tukey, sem pré-f i ltragem e,  na t e r c e i r a  co- 

luna, o espectro pelo MEH. A p r i m i r a  l inha representa 1 segundo de uma 

senoide de iHz em 10% de ruído. A segunda l inha.  0,57 segundos do mesmo 

dadoJ7. 

TEMPO I FREQ I FREQ 



F R E Q U ~ ~ \ ~ C I A  
Fig.2 - Comparação entre o Blackman-Tukey c m  100 "lags" ( l inha traceja- 

da) o MEU com 100 coeficientes ( I  inha contínua). A sér ie  de tempocm 257 

pontos foi  gerada pela sana de 4 senoides de f requências, 4 ,  64, 65 e 

124,s Hz, afetadas par um ruído de amplitude 1/2 



coef ic ien tes .  Compare os dois &todos para as a1 tas e baixas f requências 

e observe que a Blackman-Tukey não consegue separar as duas frequências 

próximas. 

O t rabalho de Radoski e t  aZ? apresenta extensa comparação en- 

t r e  os vár ios  métodos. 

Na Figura 3 temos o cá l cu lo  do espectro de potência pe lo  MEM, 

para uma s g r i e  de 16 pontos dados no g r á f i c o .  Para comparação apre- 

sentado o espectro pe lo  Cooley-Tukey, em es t r e l  inhas e, em I inha cont i- 

nua, o calculado pe lo  MEM. Abaixo temos uma tabela dos coef ic ien tes  de 

re f lexão representados por (G)  e o respect ivo PM e a porcentagem do P 
M 

em relação ao P Mais abaixo temos a l is tagem dos rk  representados por o '  
GAMMA. Pela tabela P%, um f i l t r o  com mais de 4 termos, e erromêdioqua- 

d r á t i c o  da previsão em relação à potência do s i  na1 , é menor do que O .OOA. 
Portanto, um f i l t r o  com 4 coef ic ien tes  já 6 s u f i c i e n t e  para uma boa re-  

presentação do s i n a l  . Observe como o p i co  do s ina l  6 bem mais e s t r e i t o  

com o MEM. O s i n a l  simulado é uma cosenoide truncada. Se desejarmos i n -  

t e rpo la r  pontos da espectro quando o cã l cu lo  da fórmula de Fejer-Riesz é 

f e i t o  usando FFT, basta acrescentar zeros aos coef ic ien tes  r 
k' 

Uma das sér ies  mais estudadas pe lo  MEM é a s é r i e  dos números 

de manchas so lares .  Pode-se encontrar  referências em Cohen e ~ i n t z l ~  e 

Radoski e t  aZ5. 

Em nosso caso p a r t i c u l a r ,  o método de aná l ise  f o i  apl icadoaos 

dados c ;  :acioç no t rabalho1 IVar iação anual do campo Magnético Terrestre 1'  

por N.B. T r i ved i ,  I .J. Kantor e J .M. da Costa. As Figuras 4 e 5 apresen- 

tam os resul  tados. Foram anal isados as médias mensais do campo geomagné- 

t i c o  H em Vassouras no período de 1957-1968 (114 meses). Os dados apre- 

sentam uma variação l i n e a r  de aproximadamente 60 gammas/ano. Esta ten- 

dência secular f o i  removida dos dados por a j u s t e  dos mínimos quadrados a 

uma l i nha  re ta .  Foram usados do is  mgtodos para aná l ise  espectra l  dosda- 

dos. O pr imei ro  f o i  o da auto-correlação e, o segundo, f o i  o MEM. Para 

as nossas f i n a l  idades não estão interessando as ampl i tudes, por isso po- 

demos comparar apenas a resolução, que é observada pela superposição de 

ambos resul  tados. 





1 
i 
i VASSOURAS H 1957-68 

- MEM ---- AUTO- CORRELAÇÃO 

- 
I 

Fig .4  - Anã1 ise espectral da série de tempo dos dados mensais dos Wl0- 

res 6dios de H, em Vassouras, para o período 1857-1968. Uétodo da auto- 

-correlagão (linha tracejada) e MEH (linha contínua) com 50 coeficientes. 

12. COMENTARIOS FINAIS 

Um estudo mais rigoroso do MEM envolveria conceitos sobre pro- 

cessos estocãst i cos estacionários, entropi a, processos AR e MA ("moving 

averagel' isto é, a média móvel), modelos "all-pole", espaços de Hilbert 

etc. 

Curiosamente, durante a dedução do MEM para o cãlculo do es- 

pectro de potência não foi mencionado o concei to de entropia, apesar do 
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- MEM ---- AUTO- C O R ~ ~ E L A Ç Ã O  

Fig.5 - Anãlise espectral de dados do Dst equatorial para o período 1957 

-1368. Método da auto-correlação ( l i n h a  tracejada) e MEM ( l inha contírua) 

com 50 coeficientes. 

nome Método da Máxima E n t r o p i a .  E que a dedução das fórmulas,  a  p a r t i r  

do c o n c e i t o  da e n t r o p i a ,  é bem mais complexa do que a que f o i  aqui  apre-  

sentada. O problema é formulado da s e g u i n t e  manei ra:  Se ~ ( f )  é o espec- 

t r o  de po tênc ia  de um processo e s t a c i o n á r i o ,  a  e n t r o p i a  é dada por  



@ = [ Zg H,, fN = frequência de Nyquist  

que deve ser maxirni zada sob a condição que tenha as auto-correlações ex- 

pressas por 

Então queremos saber qual o ~ ( f )  que maximiza H, nas condições dadas. U- 

sando cá l cu lo  var iac iona l  obtemos o sistema de Wienèr-Hopf . Vale notar  

que, pelo uso dos conceitos de ent rop ia ,  as razões lógicas do método f i - 

cam mais c la ras .  

O MEM é bem recente pe lo  que existem muitos assuntos ainda não 

esclarecidos, como por exemplo: qual o tamanho ideal  para o f i l t r o  do er-  

r o  de predição? Qual a var iânc ia  e e r r o  do espectro de potência ob t i do  ? 

Qual o e r r o  na posição dos máximos? 

Apresentamos um diagrama de bloco para cá 1 cu lo  dos coef i c ien- 

tes garnma, coef i c ien teç  de re f lexão e potência do e r r o  de predição18. O 

programa 6 sob a forma de sub- ro t i  na. Em FORTRAN f o i  testado num compu- 

tador CDC-3300 e em ALGOL, f o i  testado num Burroughs 6-6700. 

Os dados de entrada são o "array" X, de dimensão N, e o MM, 

que é a dimensão do "array" G .  

O resu l tado de sarda é o "array" G e o va lo r  de P.  

X = s é r i e  de tempo 

G = f i l t r o  do e r r o  de predição 

P = corresponde ao PM . 
Nos cãlculos,  ER e EF, são os erros "forward" e"backwardfl. R 



é o coe f i c i en te  de re f lexão.  DEN e NOM são o denominador e o numerador da 

fórmula que dá o coe f i c i en te  de re f lexão.  

Num computador CDC-3300, usando o MEM para sêr ies  de tempo com- 

plexas, f o i  ob t i do  o seguinte tempo de execução da sub- rot ina:  

Tempo (seg) 1 1 9 . ~ ~ 9 ~ ~  . 10-6 (10 S N S 128) 

onde N é o número de 

po é 0,05 seg e para 

pontos da 

N = 128 e 

s é r i e  de tempo e MM e N/2. Para N=20 o t e m  

2,3 seg. 



F I L E  S A I D A  (KIND = PRINTER);  

%- -PREDICT IgN  ERRBR F I L T E R  - BURG 

PR0CEDURE MEM (G;MM,x,N,~) ; 

VALUE MM, N; INTEGER MM,N; REAL P; ARRAY G[O] , X[I] ; 

BEGIN  INTEGER I ,J,MM; LABEL L00P ,  IN;  ARRAY EB,EF[~ :N] , GG[O:M]; 

WRITE (SAIDA, <"bM=bbO1', X17,  =bP=I1, E14.6>, P ) ;  

G[o]:=O; M:=I;  EB[I]:=x[I]; EF[N-I]:=x[N]; 

F0R J :=2  ATE N - l  D0  EB[J] :=EF[J-I] :=x[J] ; 

L 0 0 P :  G [M:=*+I] :=R; F0R J :=i ATE M D 0  GG [JI :=G [J] ; 

F 0 R  J:=l ATE NM D 0  BEGIN  

EB [J] :=*+R*EF[J] ; 

EF [J] :=EF [J+I]+R*EB [J+l] ; END; 

1N: NgM:=DEN:=O; 

F0R J :=1 ATE NM D0  BEGIN  

NgM:=*+EB [J] *EF [J] ; 

DEN :=*+E0 [J]*EB [J]+EF [J]*EF [JI ; END; 

WRITE (SA IDA,  <"bM=ll, 13,"b~=",~14.6,"b~=",~14.6>,~,~,~) ; 

I F  M=l THEN G0 T 0  L00P ;  

F0R J : = 1  ATE M D0  G p] :=GG [J]+R*GG [M-J] ; 

I F  McMM THEN G0  T 0  L00P ;  

G ~ + I ]  - :=R 

END MEN; 

I I SUBR0UTINE MEM (G,MM,x,N,P) 

C MAXIMUM ENTR0PY METH0D - I .J. KANT0R - 0 4 0 7 7 6  - CDC 3 3 0 0  



P = P + x(J)*x(J)  

P .= P/N 

M :: 1 

G(1)  = 1 

E B ( ~ )  = ~ ( 1 )  

E F ~ N - 1 )  = X(N) 

WRITE ( 6 1 , 1 5 ) ~  

F0RMAT (6HbM = bbO, 17X,  3HbP = E l 4 . 6 )  

D0  2 0  J = 2 , N l  

EB(J) = EF(J-I) = X(J) 

NM = N-M 

G0  T 0  5 0  

M = M+l 

NM = N-M 

G(M) = R 

D0  35 J = l , M  

GG(J) = G ( J )  

0 0  4 0  J = 1,NM 

E B ( J )  = EB(J) + R*EF(J) 

EF(,I) = EF(J+I) + R*EB(J+~)  

DEN = N0M = O 

D 0  6 0  J = 1, NM 

N0M = N ~ M ' +  E B ( J ) * E F ( J )  

DEN = DEN + EB(J)*EB(J) + EF(J)*EF(J)  

R = - 2*NgM/DEN 

P = P* ( 1 -R*R) 

WRITE (61 ,70 )  M,R,P 

F0RMAT ( 3 H b ~  = 13, 3HbR = E14 .6 ,  3HbP = E14.6)  

I F  ( M . E Q . ~ )  G0 T 0  3 0  

D0  8 0  J = 2,M 

I = M - J + 2  

G(J)  = GG(J)  + R*GG(I)  

IF (M .LT .  MM) G0 T 0  3 0  

G(M+I) = R 

RETURN 

END 
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