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In this work it is presented a study of the bound state of
three particles. It is used the non-relativistic quantum mechanical
formalism, here applied to potentials of the form

7 KZ
K'lr +— + (.
r

Apresenta-se um estudo de estados ligados de trés particu-
las, dentro de um formal ismo quantico, ndo relativistico, aplicavel a

potenciais de Interagao do tipo
n Ky
Klr + = + (
r

1. INTRODUCAO

Um trabalho recentel mostrou que o sistema do charménio pode

ser descrito razoavelmente por un potencial do tipo

~(r:}KIrn+§3+C (1)

onde n = 1/2.

Este resultado motivou a investigacdo de sua aplicabi lidade

a sistemas de trés quarks. Nosso objetivo € estudar aqui os estados li-

* Atualmente: no Max-Planck Institut - PLF - ~8046- Garching /Muenchen,

Alemanha Ocidental.
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gados de trés corpos, numa aproximacido ndo relativistica, supondo que

forcas de trés corpos sdo inexistentes.

Este formalismo pode ser aplicado ao estudo de estados liga-
dos de trés quarks. Como exemplo disto, calculamos a massa prevista pa-
ra un barion formado por trés quarks com charme (CCC) extrapclando-seos

resultados obtidos do estudo das familias J/y 1,

2. O PROBLEMA DE TRES CORPOS EM MECANICA QUANTICA

Para o tratamento do problema de trés corpos em mecanica
quantica, introduz-se un sistema externo e um interno de coordenadas ao

invés do sistema vetorial em relagao do CM, usual.

0 sistema interno descreve a forma do tridngulo formado pe-
las particulas e as coordenadas externas a sua orientagdo no espago. Os
operadores do momento angular orbital dependem dos sistema externo ape-
nas, o qual pode ser separado para um sistema de trés corpos isolados,
reduzindo a equacdo de SchrBdinger, a um sistema de equagoes acopladas

nas coordenadas internas?.

Para os estados s, p e d, un sistema de coordenadas internas
formulado por Zickendraht? sera apresentado a seguir, que permite trans-

formar o problema matematico tridimensional em um unidimensional.

Escolhendo para sistema externo os trés angulos de Euler
definidos pelos trés principais eixos do momento de inércia, o0 sistema
interno (y,a, B) estard relacionado com as dist3ncias I’ik(i,k =1,2,3)

da massa m_ por:

B (mlmz)h" 172 1/2
ryp = [ ——=F y(1 - sen a sen B) (2a)
bmymy
~ =1/2
(my+m4) !
Tyq = " y(1 - sen o sen{p - 61)1/2 (25)
bmomg |
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(m3+m1)m ‘11/2

, y(1 - sen a sen(B - 52)1/2 (2¢)
L Hmgmy |

onde
mimy + momz + mamy

m =

m1 + mo + m3

my(mg = my) = my(mz + my)
5y = arcos (3a)
(my4mz)  (mg+ms3)

my(mg= my) = my(my + my)
8§, =~ arcos (3b)
(my+mg)  (m3+my)

0s8sm T, €2 (&)

Para my = mp = mg tenos

1

ryp = /—Z_y(] - sen a senB)1/2 (5a)
ro3 = -./]_2_ y(l-serwtsen(f%-ZTr/?,))1/2 (5b)
r3y = /—‘2_ y{1-senasen(B-4mr/3)) 1/2 (5¢)

A equacdo de Schrodinger no centro de massa das trés parti-

culas tem a forma:

%2 v
[m—mlmgw-v}wu - )

Ay e Ay, s3o os operadores v2 para os vetores

xy € xp, dados por:

> Zmlm 1/2 > >
z = [—w—-————] (ry - r) (7a)
( Im

my+my
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m3{my + mo) 1/2 P+ mop
N 3\m mo > mlrl My,
= 1 gL 22 (76)

mymg + momsz + mqm my -+ ma

A transformacdo para as novas coordenadas (¢, ©, ¥,y, o, 8)

é tediosa, e foi feita em detalhe por Zickendraht?.

0 problema quantico das trés particulas pode ser formulado
em termos das trés distancias Pii(i’j’ = 1,2,3) entre as particulas,

ou equivalentemente das trés coordenadas internas ¥, o, B,

Para um estado ligado fundamental, a equagdo de Schrodinger

pode ser escrita como:

2 2 2 2
RT3, 5a W 37 cos2a 3 1 a___] +E~V(y,a,e£‘ws=0

molay? sy y? 302  sem2o da  sen2o 982

(8)

A funcdo de onda lbs pode ser expandida em termos de un con-
junto ortonormal completo de funcdes gm(a,s) definidas pela parte an-
gular do operador na equagdo acima, de maneira andloga em que ©Obtemos
os harmonios esféricos com a parte angular do Hamiltoniano de uma par-

ticula.

‘l’s = fu h}\u(y) g)\u(a,s) (9)

Na notagdo usada aqui, 0os X sdo inteiros positivos e u= A-2n
com X 27 3 0. 0 primeiro termo %y,(y) & a solugdo da equagao obtida
de (8) substituindo-se o potencial V(y,a,B) por uma média Valy) no es-

paco {(a,B), utilizando-se do elemento de volume sen a cosudodB 2:
Vo(y) = <V(I’12, T3, r31)>(1’8 = <V(y’a’6)>a,6 (]0)

Dado este potencial médio nosso problema consiste en resol-

ver a seguinte equacio:

32 5 3 m :| BA(A+2)
GRS R R A ) e R W
{3y2+y oy #? 0 y? 0

(11)
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Para uma interacao puramente coulombiana isto foi feito na

Ref.2. A seguil calcularemos Vn(y) para o potencial de nosso interesse.

3. CALCULO DE V, ly) PARA V() = ¢*¥
Para ¥(») = »2Y temos que
V&) =Br?Y (12)

Neste caso, interessa-nos determinar B que € a média do po-

tencial tridimensional no espaco de a e B, multiplicado por sen a cosa:

<V(y,ct,8)>0“B =BV (y) (13)
Designado por:
, ,"_/2 Loy N
8y = J [ (1 - senasenB)  senocosa dadB (14)
2’22 g 0 '
. 1 /2 U v
Bz = — 5 J J (1 - senasen(B-21/3)) senccosa dadB
Zam” o o (15)
. /2 L3 N
By = — { \’ {1 - senusen(B-hm))" senocosa dadf
2 2112 Jo Jo
(16)
cada um dal; trés parcelas de B,
B =By + By + B3 (17

Procederemos ao calculo em separado de cada un deles, contu-

do como veremos a seguir By = B, = B3.

Designando

x = sena Yy sen B

(18)

sen (B-27/3) w = sen(B-4r/3)

w
1]



temos para calculo de By:

(1 - senasen gYY = (1 - xy)v (19)

e neste caso (14) se escreve com

B =-2%<(1 -z’ 2 TZ > o8

Utilizando-se da expansdo binomial generalizada tems:
(1 -a)’ =1 = (D) + (@2 - ()3 + ...
x V1-x* = x[\ - (]]/z)xz + (léz) zt - (]gz) 8 + ]
logo
<(1- zy) 2 V12 >a,8 = <Ec - (%) z2y + (:ﬁ_) 232 -~ (g) xztyd 4 :I

V- N V- N
(l)x+(2)x "']>a,8

8
—

(20)

com X & definido apenas no espaco de a e y apenas no de B de acordo

com (18) temos:

<xnym>a’B = <xn>a <ym>B .
De (18) concluimos que
a) <y(n = fmpari, _ g
g
b) <y(” = par )>s #0 (21)
c) x> =<y >

Portanto, serad necessario calcular apenas

[

(n = par), ]
P

<y = (sena)” do

0

410



Para n=2 temos o conhecido resultado

<y2>B = _;_ (22)

Para n=par, »>2 vamos usar a formula de Wallis:

n-1 - -
[ (sen )" dz = (sen x) cos X . n = 1 (sen o)™ 2 de
J n 7

e obteremos

by _ 301 8. -7 5 3 1
\y>--l*-—2— <y>—-8--6-1+—2
(23)
6y 5 31 o, _9 75 31
Y>=g F 7 Y HEEE I

Logo, substituindo em (20), as relagdes (21}, (22) e (23):

v 1o vy 2] 31
<(]'xy) xw/rl_::’l_fzgagg =;2‘\—)- —1 + (2) (E) E‘"’ (4) (= (E -+

MNP A AR S U ]

Para 0 calculo de By e B3 basta notar que

" g =Yg

A
0
\4
i

e portanto

<(l-xy)v xVl-x >di g = <(l-xz)v x\/l-mzéa 8

Por conseguinte, <(1-mw)’> = <(1-ay)"> e assim By=B,=B3
a,B ¥ a,B

A férmula final para B é:

3 Vs 2,1 v 2 31 Ve 24,,531
B =? [1 + (2) (m) 7+ (h) (-[‘-_-*_-2—) (Ki) + (6)(61-2-)(-61;-2') + ...]
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Esta série € convergente para qualquer v pois € dominada

~ v v
a termo pela expansdo de (1+x) ’x=1 gue converge para 2 .

4. CALCULO DE B PARA V(r} = r?V

a) V(r) :%
1 1 1
v , P = e e e
(r12, r23, 731) 715 T 753 T Fal
Toly) = B
Yy
B =5,0903

termo

Este resultado compara favoravelmente como o de? que € 5,0930

através de un calculo analitico exato.

b) V(r) =r?
Voly) =By?
B =15 (resultado exato pois (24) € finita
para vy inteiro) .
c) Viry =r
Vo(y) = By
B =2,0372
d) Vi{r) =/
Voly) =Bvy
B = 2,4408
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5. A EQUACAO DE TRES CORPOS E SUA SOLUGAO

Utilizando (11) e os resultados de 4 temos a equacdo a ser

resolvida parah)\(y) no caso n = 1/2 em (1):

422 LN )] - 2 S g ) =0 (24)
w2 oy A2 y?

com
)4
Vo(y) = 2,4408 X vy + 5,0930 gz +C

Podemos resolver esta equacdo pelo método WKB ou por dife-
rencas finitas. Como hA(O) = h)‘(w) =0 no caso de diferencas finitas
substituimos infinito por un nimero b suficientemente afastado da ori-

gem tal que h)\(b) = 0.

Para diferencas finitas obtemos a seguinte equagdo matriciai

de autovalor:

. 5 9 5,0930 X
— - £oo- | =+ | 2,418 Ky /nk + —C
k2 ok2n |7V k2 A2 nk
W) 1,5 - - =] 2
+ )2 ] £, + [kz + 2](2%} Lo [ﬁzj Vi (25)

onde para um nGmero total ¥+2 de pontos, com matriz NxN, temos k=b/(N+1),
fo=h k) en=1,2,...,0.

Devido a condicdo de contorno, fo=0ce fN+l = 0.

Esta equacdo matricial tridiagonal pode ser resolvida por mé-
todos algébricos usuais, fornecendo valores aproximados dos autovalores

e das autofungoes correspondentes.

Neste caso pode ser usado com vantagem o método discutido em?,

para o calculo dos autovalores de menor médulo, que correspondem aos pri-

meiros estados ligados.
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6. APLICACAO AO SISTEMA LIGADO DE TRES QUARKS (ccc)

A familia de mesons J/¢ pode ser analisada como sendo esta-
dos ligados de un quark (c) e de um antiquark (c). Em foi determinado

un potencial fenownolégico V(r) que reproduz bem o espectro destes M
sons.

Considerando um barion (ccc) como urma mistura ndo relativis-

tica e usando o resultado®
v () =2 (r

g ) ) ()

g (meson) Vc}q (barion

para o potencial

Vv —(r) = ket o+ C
aq

com X,Ce m, de acordo com a Ref.1,obtemos os valores de m(ccc)em funcéo

do expoente n como mostrado na Figura 1.

[eev]
7+
6 -
s ——
4q 4
vz \ 32 2 i
Fig. 1 - Grafico da massa do barion ccc para um potencial
qu = ==k + Ccem funcdo de n.05. Valores das constan-

tes foram obtidos da Ref.1.
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0Os resultados da Ref.l levariam a dar preferéncia ao valor

Mlcee) = 6.167 GeV que corresponde ao valor n = 1/2.

Uma analise detalhada deveria incluir o estudo do espectro

completo dos barions {g; g, q3 ).

Esse estudo estd em andamento e devera fazer parte de um
publicacdo posterior. Gostariamos de frisar que para este estudo ainda

€ necessario obter os dados experimentais sobre a dependéncia de

P - o(e+ e = hadron)

+ - + -
c(ea »u u)
.~ + - . .
em colisao de e e e em energias no centro de massa superiores a 10

GeV, que nos permitirao estudar melhor a dependéncia de \é{q' do tipo do

quark (flavour).
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