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In this paper we consider the magnetic field produced by dis-
placement currents. The reason why this field vanishes in the quasi-
-static case is studied in detail using a simple RC circuit as an il-
lustration. We calculate the magnetic field gé due only to the con-
duction currents, and discuss how can rot gc take care of both conduc-
tion and displacement current densities. It is shown that, in order to
obtain the correct results, the often-neglected role played by the cur-

rents in the capacitor plates rnust be carefully taken into account.

Consideramos neste trabalho o campo magnético produzido pelas
correntes de deslocamento. A razdo pela qual este campo se anula no
caso quase estatico é discutida em detalhe, usando-se como ilustracéo
un circuito simples do tipo RC. Calculamos o campo magnético gp, devido
apenas as correntes de conducdo e discutimos como pode o rot ?c dar
conta tanto das densidades da corrente de condugdo quanto da de deslo-
camento. Mostra-se que, para obter o resultado correto, é preciso le-
var cuidadosamente emn conta o papel (frequentemente ignorado) das cor-

rentes que fluem nas placas do capacitor.

1. INTRODUGAO

No seu conhecido texto de fisica basical, Purcell apresenta,

como motivo para o fato de Faraday ndo ter descoberto as correntes de
deslocamento, a impossibilidade de detectar o efeito das mesmas utili-

zando apenas os aparelhos disponiveis na época. De fato, as constantes
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de tempo dos circuitos de entdo eram tdo altas (relativamente falando)
que o efeito total das correntes de deslocamento sobre o campo magné-

tico (discutido em detalhe mais adiante) podia ser desprezado. E im-
portante notar, desde j&, que isto ndo quer dizer que as correntes de
deslocamento sejam necessariamente pequenas, mas sim que elas estdo
distribuidas espacialmente de tal maneira que suas contribuigdes, para
0 campo magnético, se compensam em todos os pontos do espago. Até onde
vai 0 nosso conhecimento, apenas o texto de Purcell chama a atencdo pa-
ra este fato, enquanto que nos demais a corrente de deslocamento & in-
troduzida de uma maneira que, embora técnicamente correta, e aparente-
mente incapaz de explicar o comportamento mencionado por Purcell, levan-
do inclusive a resultados que podem parecer contraditérios quando ana-

lisados sem a devida cautela.

Para melhor esclarecer este ponto vamos considerar o disposi-
tivo da Fig. 1, o qual é empregado com frequéncia para ilustrar a par-
ticipacdo das correntes de deslocamento no circuito de carga de un ca-
pacitor: = Temos duas placas circulares paralelas Pl e P2, de area A,
que sdo alimentadas por uma corrente | transportada por dois fios re-
tilineos, semi-infinitos, que passam pelos seus centros, perpendicula-
res aos planos das mesmas. Seja uma superficie fechada, contendo a pla-
ca Pl’ en forma de uma garrafa com um "pescogo” alongado de secdo cir-
cular que circunda o fio até o ponto P, muito longe de Py. Como div(rot
§) =0, o fluxo do rot § que entra pela "tampa™ S da nossa garrafa (i-
gual neste caso, a u, | por ndo haver correntes de deslocamento perto
de P) & o mesmo que sai através do seu corpo S'. Ora, como S! ndo € a-
travessado por nenhuma corrente de conducdo, este mesmo fluxo € agora
totalmente devido a densidade ;d das correntes de deslocamento. Podemos
verificar, com facilidade, a correcdo deste resultado no caso de un ca-
pacitor "perfeito™ (placas grandes e muito proximas) carregado por uma
corrente que varia muito lentamente. De fato, nesta aproximagdo o cam-
po elétrico estd praticamente contido no espago entre as placas e pode

ser considerado com o seu resultado estatlco E = Z;/eo; onde o = Q/4 e

dg/dt = 1. Usando entdo rot B =1, Jd = Wty F% obtemos para o flu-
xo através da "base™ de S'.
N
3 I
]rot§]A=uoaoA ]_3?] =u080AE°07 =UOI , (n
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0 que concorda com o resultado obtido para a "tampa'™ S. Assim sendo, a
corrente de deslocamento aparece, neste tipo de circuito, como um in-
grediente indispensavel para restabelecer o mesmo valor uOI para o flu-
x0 do rot I—?: através de qualquer segao do fio, e que, portanto, ndo pode

ser impunemente desprezada.

Podemos aproveitar ainda a Fig.! para calcular o valor de B
perto do fio e entre as placas. Supondo, por simetria, que em cada
ponto o vetor Bé perpendicular ao plano que contém o fio e passa por
este ponto, obtemos para a circunferéncia C1 de raio que limita a drea

circular SI:

§ B.di - 2B = ” rot B.ids = w100, (2)

L2
0 2
¢ 5, “
. - Ho 2
o que, sendo a o raio das placas, da para B o valor Tﬁ-—p,é . 0 mesmo
tipo de calculo aplicado a circunferéncia C com centro no ponto P dara,
naturalmente, para o valor de B longe das placas o bem conhecido resul-
tado ugl/27p. Destes calculos fica a falsa mas quase inevitavel impres-
sdo de que as correntes de conducdo s&@o responsaveis pelos valores de I3
longe do capacitor, enquanto as correntes de deslocamento desempenham o
mesmo papel para o valor de g entre as placas, o que estd em franco de-
sacordo com a afirmacdo, feita anteriormente, de que, na aproximacéao
considerada, as correntes de condugdo, sozinhas, geram os valores B em
todos os pontos do espago. Esta gquestdo sera discutida em detalhe na
segcdo seguinte, onde seguiremos uma linha de raciocinio que, esperamos,
esclarecerd o leitor a respeito da natureza dos fenbmenos que estdo re-
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almente acontecendo. Finalmente, na Gltima parte deste trabalho, cal-
cularemos o campo magnético usando somente as correntes de condugéo.
Embora o nivel deste calculo ndo seja exatamente adequado a um curso
tradicional sobre o assunto, ele tem a considera\ el vantagem de permi -
tir uma anéalise separada, e muito instrutiva, das contribui¢cées devidas
4s varias partes do circuito; isto &, a dos fios interrompidos e a da
corrente que flui através das placas, sendo que esta Gltima desempenha,

como veremos, um papel essencial neste tipo de problema.

2. O CAMPO MAGNETICO DAS CORRENTES
DE DESLOCAMENTO

Sabemos que
rot B = uo<3c + §d), divE =0, (3)

- - * E
onde 3 e a densidade de corrente de conducao e Jg =8y 3¢ @ de deslo-
camento. A solugdo do sistema (3) é dada pela bem conhecida férmula de

Biot- Savart:

avt (4)

o GEE) x e )) A BeE)
(r) =4

EEE

Como div (rot B) =0 & claro que a expressdo (4) s6 tem sentido se

div(:fCa + ?d) =0, o que € garantido pela equagéo da continuidade:

div :7kd=div(e0 -2—?;) =€, a’(div 2) - 32 - - giv 30 . (5)

(Esta é, alias, uma maneira equivalente de introduzir a corrente de des-
locamento; adicionando a corrente de condugdo um termo que mantenha a

C A x %
consisténcia da equagdo rot B = uoJ para processos dependentes do tem-

po) .

Vamos agora separar o campo magnético da expressdo (4) na

forma

B3, 48,
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onde ﬁc e gd correspondem, respectivamente, as contribuigaes das corren-

tes de conducdes e deslocamento. O termo gd pode ser desenvolvido na

forma
b s M 7,600 A @-3) " 7,60,8)
Bd(r) = Tig ”J av' = I‘—O— rot ”J av’
m r-r'l3 m r'—r'|
u e Fpt
=00 & rot UJ —(—P—Lﬂ av'. (6)
L 3t [}*_’rf,l
Mas, na nossa aproximagdo estatica, temos f(;',t) = - grad' ¢ (;' ,t)

onde cb(;,t) € o potencial gerado pela distribuicdo de cargas Nno tempo

T

(De agora em diante os simbolos grad', div' e rot' indica-
rdo que estes operadores vetoriais atuam sobre as variaveis de inte-
gra~;~). Substituindo este valor de 3 em (6) , integrando por partes,

e abandonando o termo de superficie obtemos o resultado mencionado na

Introdugdo deste trabalho:

e
5200 [[] 4t g1 ar

b at =
-
o€ r
_Z_E. 3 rot | grad ”J -—L—¢ir_) t d (7)
T 9t |r-—1”
(Note que, na nomenclatura adotada, grad’ TL_ -g Ve~
|y’ N |72 |

mos assim que o resultado gd 0 ndo quer dizer que Jd seja nulo ou
mesmo pequeno em relagdo a J mas est3 relacionado ao tipo de distri-
buicdo espacial das correntes de deslocamento que prevalece na aproxi-
magdo quase-estatica. E importante observar também que a separagio
- §c +§d nao significa de modo nenhum que 5 tenha como fonte ape-
nas a densidade de corrente 3 eg apenas a densidade de correntef
(isto & rot B # ]J_‘J e rot § #u Jd) De fato, como rot(—B)c r By &
sempre igual a uo(g +Jd) se tlvermos a= =0 entdo rot g sozinho,
continuara dando a soma das densidades dos dois tipos de corrente em
qualquer ponto do espago, seja dentro ou fora do capacitor. Assim sen-

- - .
do, quando calculamos o fluxo de rot § = uojd através da superficie
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S1 da Fig. 1 (que né&o era atraveisada pela corrente de condugdo) pode-
rifamos ter usado §c no lugar de R, obtendo ainda o mesmo resultado. Po-
demos corroborar este fato verificando diretamente a validade, no nos-
so caso da equagdo rot §C = UO(J:;+3d ): - Realmente, usando na expres-

sdo de 'B’c obtida de (&)

+ oy, > >,
. My Jc(l” ,t) A (r-2') ,
'B’c(r,t) - HJ av'

|7-77]°

os conhecidos resultados

rot(A A B) = (div )4 - (div DB + (B.grad)Z - (A.grad)B e

[ ’
> >
1{_} _n,},* = - hr 8(y-r'), obtemos

r-r

rotd_(7,2) = u 7 @) + 12 m 7 (',t) .grad'y grad' (——)dv'. (8)
c c w e r'-r'l

Efetuando por partes a integral no segundo membro de (8) chegamos a

tg N . Uy H‘r div! 30(;',75)
Vo= 4 - _ av?t
rot? (7,¢) uogc(r,t) + grad TTFJJJ —5 {(9)
rr'|
- e a - .
Substituindo div' g {(»',t) por - 5% p{r',t) obtemos finalmente
> S ] ->
rotB (7,4) = u, 17,(7,8) + ¢ 5z E(50)) (10)
onde
(70 § ol * L ({[ o0
r,t) = - grad ¢(r,%) , 0(,8) = gre eI
DK o~

Vemos entac de (10) e (11) que rot ] também contém a contribuicé&o de
corrente de deslocamento (na aproximagdo quase-estatica), o que vem

confirmar a correcdo do resultado (7).



Qual a validade desta aproximagdo? No caso en que as cofr-
rentes, ou mais exatamente, a densidade de corrente ndo depende do tem-

po ela é exata. De fato, se ? ndo depende do tempo, pela equagao da
0
at
No c&lculo do potencial retardado, a densidade seréa

a . > .
continuidade, tem-se = div‘gc(r‘) e, portanto p(lﬂ,t) e linear em t.

- |7=" > |7zt
plrf,t - Z 1) =p(rt,s) + 2252

R s
div gc(r’) ,
. . . ' . > 2,
pela linearidade, e quando integrada em dr', com denominador llf'-l’ | , O
primeiro termo dad o potencial instantaneo, enquanto o segundo, um termo

constante. Por sua vez, o potencial vetor Z sera indeper}dente de t.

Conclui-se entdo que o campo elétrico %, —f = - %g - grad ¢, contera so-

mente a contribuigdo da distribuigdo instantanea, como afirmaramos. Ja

para circuitos oscilantes, an que FC e p sdo funcbes de wt, o efeito

do retardo, como € bem sabido, sé pode ser desprezado na '‘zona proxi-
A

-
ma': |7 -7 << A, A = 2ne/w.

Para resumir observamos que na magnetostdtica as equacles
~ 3, 3 . L3 . . = .
sdo rot B = uyj (1), div B=0ediv jC(SI‘): 0; cuja solugdo € forneci-
da pela lei de Biot-Savart:
TSR
B = 22 ] oo v
br J)

Pp'|3

Se hd acumulagdo de carga no circuito, como no caso das placas de um
capacitor, as equagfes originais mudam, pois rot B agora vale uo(?c+3d),
mas, a lei de Biot-Savart derivada apenas da corrente de conducdo conti-
nua (nas condi¢des discutidas acima) dando o resultado correto; pois,

curiosamente, o rotacional do valor de E obtido inclui automaticamente
as correntes de deslocamento. Assim sendo uma extensdo desatenta da
magnetostatica a "magneto-dinamica'’ mantendo como fonte do campo apenas
as correntes de condugao estaria errada na formulagéo diferencial (rot®
= uo(‘?c{jtd)) mas pode dar bons resultados ao utilizar cegamente a lei

de Biot-Savart.
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3. 0 CAMPO MAGNETICO DAS CORRENTES DE CONDUCGCAO

No calculo do campo magnético temos dois tipos de contri-
buicdo a considerar na Fig.l: a dos fios interrompidos e a das corren-
tes que fluem radialmente sobre a superficie das placas P1 e Pz' A Fig.
2 ilustra o calculo do valor do campo magnético § produzido pelo fio
da esquerda num ponto P do plano (x.z) (tomando o eixo dos z na diregéo

do fio). Temos:

0
M z iy
_ 0 Z ade-rt) .,
Do |2
~ - > - 5> - 2 9 1/2
onde 2 A (r-r') =r senf j e lr-r'} = (r%+4z2'%~2rz'cosh) . Chamando

- 2
g =r sen 6 e efetuando os calculos vem™:

u Tl 0 ' Ipwa
F .0 - J rsend dz _.0 _ -
£ (r2+2'2- pz'coso) 3/2 Lo (1= costly (13)

0 que d&, naturalmente, o campo de um fio infinito no limite em que
g>1. A expressdo (13) pode também ser usada para ilustrar o que foi
dito a respeito das correntes de deslocamento, bastando para isto ob-

ter, como auxilio de (9), o valor de rot —B) :

f
§f=u030+_Lf (14)
bpp?
onde # é o vetor unitario na diregdo radial. De fato, € facil reco-
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nhecer no segundo membro de (14) a contribuicdo do campo elétrico da
carga positiva que se acumula continuamente na origem. Convém no-
tar, alids, que poderiamos ter usado, no lugar da Fig.1l, o0 circuito
simplificado da Fig. 3, onde temos duas pequenas esferas E’1 e E‘2no lu-
gar das placas do capacitor, dando para as correntes de deslocamento
as mesmas linhas de campo de un dipolo elétrico. 0 mesmo céalculo ilus-
trado na Fig. 1 pode ser entdo repetido para o circuito circular Cl ’
localizado entre as "placas", mas usando agora somente 0o campo magné=’
tico produzido pelos fios dado em (13) e (14). Sendo 2 e 9 os angu-
los sdlidos abrangidos pela circunferéncia C1 quando vista, respecti-

vamente, dos centros de E1 e E2 obtemos

uOI Z.7y 2.7, wl
ZTTQB = -ll_‘n'— [J 2 dsl + J'[ > dSl = I{T {Ql + QZ} =
5, ri S1 r
u T
=_0 - -
= — {1l - cos o, + 1 - cos o, }, (15)

0 que di exatamente a soma dos campos magnéticos (13) produzidos pelos
dois fios. Deve-se notar também que, a principio, o campo magnético
cresce linearmente quando nos afastamos da reta que une os centros de
E’1 e Ez' 0 que coincide com a dependéncia espacial observada no caso
da Fig. 1. Naturalmente que aqui o coeficiente angular do crescimen-
to vai depender do ponto, tendendo para o infinito, quando nos aproxi-
mamos de E’1 e E caracteristicas estas que devem ser alteradas quando
introduzirmos a contribuicdo das correntes nas placas circulares P

Pz.

1

Calculemos agora o campo magnético ;) , devido a placa cir-
cular Py, no ponto P de vetor posigdo I = r(coséz + sendz)  (Fig. 4).

>, - -
Sendo r' = p(cos¢Z + sendy ),

S

oy ~\\§

’ s -

//r S T
1 \ N2
AN

Ny

Fig.3 \ /
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A "] = (#2 + p2 - 2rp send cos¢)1/

e 7 (p) = Js<p)6 (densidade superficial de corrente), obtemos

> ¥ 33(9) A (7-27) .
B = e —_— ]S
p P, |7-713
a m J.(p) cosé pdods
= ~ -}iﬂ rcosdy J [ g 572 (16)
" 0 In (r2 + p2 - 2r psend cos¢)

onde ja abandonamos as componentes de B nas direcges £ e § (elimina-
- P =

das pela integragao na varidvel $, devido a simetria de JS). Para o

cadlcuio de (16) precisamos agora do valor de. J (p). Para obté-lo va-

mos usar a equacdo da continuidade, div g + a-t— = 0, sujeita a condi-

cd3o J (a) = 0 que delimita o fim da placa. Lembrando que

d Q - I
3_ Er 1a?
e escrevendo a divergéncia de js(p) em coordenadas cilindricas obtemos

a equacdo diferencial

G0 1) ==L, Gl =0, 07

cuja solucdo, facilmente obtida, é

-

=+ _ 1 _p 1 ~
i (e) = 5= {— Rk (18)
P J

Q

Substituindo (18) no integrando de (16) ficamos com:

a

ol T - 02742
B =-———_3jrcosej cos¢d¢[ | - eo%/a 7
p 2(2m)2 {r2 + p2 - 2prsendcosy)d’?

-

(19

Para a finalidade que temos em mente € conveniente comecar a integra-

¢do pela variavel p. 0 resultado é:
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dp =

[ g 1 - p2/a2
(r2 + 02 - 2ppsenscose) 3/2

1 a - rsenfcosd

7 + senBcosd +
r2(1 - sen?0cos?) (a2+r2-2a1ﬂsen6cos¢)1 2

_ 2 2
+ | [}l 2sen“6cos®$)a + rsenfcose _ sendcosé |-

a?(1 - sen?pcos?¢) 172

(a?+ r? - 2arsendcosd)

R (a? + r? - 2arsen9cos¢)1/2 + a = rsenBcosd

a2

r»(1 - senbcosd)

Fig.h

Como queremos o valor de 5& no limite en que r << a (no caso de placas
grandes) podemos aproximar as rafzes que aparecem no segundo membro de
(2}, previamente divididas por @, com o aux{lio da expansao
01 1 2
(T+x)" =1+ ax+ f-a(a-l)x +..., |zl <
Ndo & dificil mostrar entdo que o primeiro termo do segundo membro de

(2) pode ser expandido na forma

lz {F(9) + (r/a)2G(d)}

r
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onde F e G s&o duas funcdes do angulo ¢; de modo que os dois termos se-
guintes, que ja possuem o fator /a2 em evidéncia, podem ser tomados,
nesta ordem de aproximagao, no limite em que r+0, Apdés uma serie de

cédlculos extensos mas elementares, obtemos

u I T 2
3 ..o rcosegf __cosd [—';~—';]--‘°iﬁ-—f’f-”-—"’-d¢+.-
P (2m)2 o |1-senbcosy r a a2 1-senBcosé

(21)

onde o logaritmo que aparece no segundo membro de (20) foi eliminado

por meio de uma integracdo por partes. A expressdo (21) pode sercal-

culada pelos métodos normais de integracao. O resultado final é
w. I 1 -]cose| 1 1| sens 1

z =B~L7='1+‘?r’ r cosd |—— |1 _

— (22)
por send|cos| (r2  a? a?  1+|coss]|

Temos portanto duas expressGes para B_: uma do lado direito da placa
Pi{cos 8 >0) e a outra do lado esquerdo (cos6 <0). A solugdo da di-

reita pode ser escrita como

T u.I
-cos6 . Mo
Bp=-7ﬁ(:_ ]"“?i"‘*mr_ p/a? + ... (23)

que, quando somada com O campo B de (13}, vem dar exatamente a meta-
de do campo entre as placas obtido em (2). Vemos entdo que o efeito
de cada placa consiste, na regido entre elas (proximo do prolongamen-
to dos fios), em eliminar completamente a contribuicdo do fio semi-
-infinito a ele ligado e criar a metade do campo magnético ai exis-
tente (o restante corre por conta da outra placa) . J& para o lado

esquerdo de P; o resultado €

uOI I+cos Wt

Bp=m_(—-—-—p———-[+—g——p/a2 +... (214)

0 segundo termo de (24) é cancelado pela placa P, (que tem corrente
oposta) ficando, apds a soma com §f. somente o campo do fio cono - se
ele fosse infinito, o que corrobora inteiramente os céalculos feitos
na Introdugédo. Deve-se observar ainda que todos estes resultados se

referem exclusivamente a geometria descrita na Fig. 1. Se tivermos
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fios obliquos em relacdo as placas, ou mesmo perpendiculares, mas que
nao sejam pronlongamentos um do outro, entdo, mesmo que as placas se-
jam grande e muito préximas, o campo magnético serad substancialmente

diferente do que foi aqui obtido.

Para finalizar este trabalho, vale a pena notar, no en-
tanto, que as idéias gerais deste problema nao precisam ficar restri-
tas ao tipo de situacdo indicado na Fig.l. Se tivermos, por exemplo,
dois fios, transportando uma corrente constante | , imersos num meio
condutor infinito a densidade da corrente vai novamente separar-se em
dois termos; a dos .fios e a do meio: 3 = ‘_;f + ‘—fm' Mas como, por hipd-
tese, Em =of o campo magnético gm por un raciocinio idéntico ao que
aqui foi desenvolvido seréd nulo; e teremos, para cada fio, uma ex-

pressdo do tipo

r

rot g = u 3 +
f F 7 yap?

(o segundo termo independe da orientacdo dos fios). Se por acaso 0s
dois fios forem subitamente removidos, o excesso de carga acumulado
nos eletrodos E1 e E'2 (Fig.3) que fornecia a diferenca de potencial
que sustentava a corrente, vai ser neutralizada por uma descarga elé-
trica através do meio. Se a condutividade desta for baixa, de modo a
produzir uma descarga lenta sob a agao de um campo quase- estatico,
tanto a corrente de conducdo quanto a de deslocamento nao produzirdo

campos magnéticos, o que, por rot B=0 implica em? = - zjtd.Como 3::025
&

e Jd = EO ‘a—t' ’

tado

isto nos levara, naturalmente, ao bem conhecido resul-

-o/e t
>
E=Z:Oe 0
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