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A t heo ry  o f  m ix tu res  based on a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t he  Claus ius  

-Duhem i n e q u a l i t y  was developed by Bowen and h i s  c o l l a b o r a t o r s .  On the  

o t h e r  hand, Muller's t heo ry  o f  m ix tu res  o f  f l u i d s  i s  based on a  more ge- 

n e r a l  en t ropy  principle by t h e  use o f  Lagrange m u l t i p l i e r s  proposed by 

L i u .  I n  t h i s  paper, we f o l l o w  the  ideas o f  M u l l e r  t o  ana lyse a  non- 

- s imp le  f l u i d - s o l i d  m ix tu re .  We show, among o t h e r  r e s u l t s ,  t h a t  t h e  

forms adopted by Bowen f o r  t h e  en t ropy  f l u x  and en t ropy  supp ly  a r e  here 

consequences f rom t h e  theo ry  and t h a t  t he  concept o f  chemical  p o t e n t i a l  

t enso r  can be i n t roduced  i n  a  n a t u r a l  way when we cons ider  jump cond i -  

t i o n s  a t  semi-permeable w a l l s .  

Bowen e co laboradores desenvolveram uma t e o r i a  de m is tu ras  ba- 

seada numa forma genera l i zada  da desigualdade de Clausius-Duheni. Por ou-  

t r o  lado, uma t e o r i a  termodinâmica de m i s t u r a  de f l u i d o s  f o i  desenvo lv i -  

da por mul l e r  baseando-se na exp loração,  do P r i n c í p i o  de En t rop ia  a t r a v é s  

do método dos m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange proposto  por  L i u .  Neste t raba-  

l h o  retomamos as i d é i a s  de m u l l e r  quando ap l i cadas  a  m is tu ras  n ã o - s i m -  

p l e s  de f l u i d o  e  sól i d o  e  i d e n t i f  icamos os resu l tados  o b t i d o s  com os de 
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Bowen. Mostramos, e n t r e  o u t r o s  resu l tados ,  que as formas para o f l u x o  

de e n t r o p i a  e supr imento de e n t r o p i a  adotadas por Bowen são aqu i  conse- 

quências da t e o r i a  e que o c o n c e i t o  de tenso r  p o t e n c i a l  químico é i n t r o -  

duz ido de maneira n a t u r a l  quando consideramos as condições de s a l t o  a t r a -  

vés de paredes semi -permeávei S .  

A a n á l i s e  termodinâmica de m is tu ras  não s imples de f l u i d o  e só- 

l i d o ,  baseada em formas genera l izadas da des igua ldade de Clausius-Duhem, 

f o i  estudada por d i ve rsos  autores,  e n t r e  os  qua is  Bowenl,  ~ u n w o o d ~ ~ ,  

A t k i n  e c r a i n e 3 ,  e t c .  Nestas t e o r i a s  foram d e f i n i d a s ,  a p r i o r i ,  formas 

para o f l u x o  e supr imento de e n t r o p i a .  6owen1 i n t r o d u z i u  a inda o con- 

c e i  t o  de tensor  W t e n c i a l  químico para cada c o n s t i t u i n t e  e, p o s t e r i o r -  

mente, ~ i u ~  determinou o comportamento dos mesmos a t ravés  de paredes se- 

mi-permeáveis.  

Baseando-se em L i u 5  para a exp loração do P r i n c í p i o  de E n t r o p i a  

a t r a v é s  do método dos mul t i p l  i cadores de Lagrange, h" ' o r 6  d e s e n v o l v e u  

uma t e o r i a  termodinâmica de m i s t u r a  de f l u i d o s  não ,;niples. Nesta, con- 

s i d e r o u ~  f l u x o d e  e n t r o p i a  como f u n ç ã o c o n s t i t u t i v a  e o  supr imento de 

e n t r o p i a  como função l i n e a r  dos supr imentos de momento l i n e a r  e energ ia ,  

fundamentando es ta  ú I  t i ma h i põtese em L i  u7. 

Aqui retomamos a metodo log ia  empregada por  MUI l e r  para a anã1 i - 
se de m is tu ras  não s imples de f l u i d o  e só1 i d o  e, para  a t e o r i a  1 i n e a r i -  

zada, ms t ramos  que: 

i )  As formas deduzidas para o f l u x o  e supr imento de e n t r o p i a  

são equ iva len tes  às d e f i n i d a s  em Bowenl, 

i i )  O c o n c e i t o  de tenso r  p o t e n c i a l  químico é í n t r o d u z i d o  de ma- 

n e i r a  n a t u r a l  quando consideramos as condições de s a l t o  a t ravés  de pare-  

des semi-permeáveis, 

i i i )  As condições de sa l  t o  a t r a v é s  de paredes semi -permeáveis são 

ma usual 

para mis 

276 

equ iva len tes  às de ~ i u ~ ,  

i v )  A equação de Gibbs para m is tu ras  f l u i d o- s ó 1  i d o  r e c a i  na f o  

encontrada na t e o r i a  termodinâmica dos processos i r r e v e r s í v e  

t u r a  de f l u i d o s  ( r e f . 8 ) .  



Notação: llsamos a notação de tensores car tes ianos . índices com l e t r a s  

l a t i n a s  repet idas indicam somatórias, i .e., se a . ( x  z n , t )  é una função ve- 

t o r i a l  ent:ão: 

As notações ai ,j e a(i aj) indicam respectivamente:. 

enquanto que ' C  representa sempre somatõria em re lação ao número de cons- 

t i t u i n t e s  da mistura.  

2. EOUAÇdES DE BALANÇO E O PRINCIPIO DE ENTROPIA 

Adotamos, para pontos regulares de u m  mis tu ra  b i n á r i a  de f l u i -  

do e sóliclo, as seguintes equações de balanço para cada c o n s t i t u i n t e :  

Balanco de Massa: 

Balanço de Momento L inear  

Pl(ã t+v!  2,3 .V! 3  = t.. J ,  + m ! +  2  p 1 f: 2  avi I 
= t?. . + m z  + p f2 

ZJ,J z  2 i 

Balanço de Energis: - 



onde : 

a = (1,2) = ( f l u i d o ,  só1 ido) 

pa = dens idade de a, 

p = densidade do sõ l  i do  na configuração de re fe rênc ia  
2 

- tensor de Cauchy-Green ã esquerda do só l ido ,  
B.;j- 

v? = velocidade de a, 
5 

t?. = tensor tensão de a, 
23 

ma 
= suprimento de mmento l i n e a r  a a, i 

f! = densidade de fo rça  de campo externo de a ,  
'L 

E = densidade de energ ia in te rna  da mistura,  

q j  
= f l u x o  de c a l o r  da mistura,  

r = suprimento de energia in te rna  à mistura,  

P = i P a  = dens 

i a  

A de f in i ção  d 

permi te escrever: 

a  a  
u; = vi - v 

i '  

dade da mis tu ra  , 

velocidade da mistura.  

velocidade de d i fusão  do c o n s t i t u i n t e  a  nos 

I tij  = L t?. = par te  in te rna  do tensor tensão da mistura,  
a  23 

I - a a a  
q j  - - Z p u  a u  = p a r t e  in te rna  do f l u x o  de c a l o r  da 

a a i i j  
mistura,  

1 
cI = E - ;(pa/p)u$: = par te  in te rna  da energia in te rna  da 

mistura,  



r = suprimento de energia in te rna  a a. 

Devemos t e r  ainda que: 

a f i m  de preservar  a conservação da quantidade de momento l i n e a r  da mis-  

tu ra .  

S 
Se S é uma s u p e r f í c i e  s i n g u l a r  na mistura t a l  que ui, ei re-  

presentam respectivamente a velocidade e a normal u n i t á r i a  a S, e se 

C$;] denota o s a l t o  da quantidade J, através de S ,  então postulamos, se- 

gundo MUI l e r 6 ,  as seguintes condições de sa l  t o  para: 

Balanco de Massa: 

Balanço de Energia: 

desde que a componente tangencia l  da velocidade de cada c o n s t i t u i n t e  se 

anule em S. 

Baseando-nos em M Ü ~  l e r 6  adotamos o seguinte p r i n c i p i o  de en- 

t r o p i a :  

(i) Para todos OS processos termodinâmicos deve ser vá1 ida 

a des igual  dade en t rÕp i ca : 

onde: n = densidade de en t rop ía  da mistura,  

$ .  = f l u x o  de en t rop ia  da mis tu ra  
Z 

s = suprimento externo de e n t r o p i a  ã m is tu ra .  



( i  i )  O suprimento de en t rop ia  é suposto como função 1 inear dos 

suprimentos de momento l i n e a r  e energia in terna,  i.e., 

( i i  i )  q, 1: e A são quantidades c o n s t i t u t i v a s ,  
'L 

( i v )  Se e representa a temperatura (empír ica) da mistura en- 

tão  a seguinte condição de s a l t o  para o f l u x o  de en t rop ia  é v a l i d a :  

3. EQUAÇ6ES CONSTITUTIVAS E CONSEQUÊNCIAS DO 
PRINCíPIO DE ENTROPIA 

Podemos supor, como em 6owen1, que os termos c o n s t i t u t i v o s ,  

para misturas de f l u i d o s  não viscosos em só1 idos i so t róp icos ,  são fun-  

ções de: 

Segundo ~ i u ~  a exploração da desigualdade en t rõp ica  6 f e i t a  

através da desigualdade: 

* Esta s u p o s i ~ ã o  baseia-se em [7]. 
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P P 2  v ?  
onde h  l ,  Ai , h  2 e h E  são denominados de mul t i p l  i cadores de Lagrange 

e são considerados funções de f:, f:, r e dos termos que fazem p a r t e  

de ( 3 . 1 ) .  

Os seguin tes  resu l tados*  podem se r  o b t i d o s  a t r a v é s  da d e s i -  

gualdade (3.2)  : 

V I  V !  ae 
A + A 3  ii.. = 

32 

* ( ~ e f  .5) Lema do i t e m  3. 



onde : 

+ = % - , , E *  
aA ak > 

at! .  P ,  a t S j  
$j=*-Gr, 

4. TEORIA LINEAR 

Da mesma forma que E ,  q. e  t consideramos $ c o n s t i t u í d o  z ij' i 
de duas par tes:  

I $i = $i + oi 



onde $i i! denominada de p a r t e  i n t e r n a  do f l u x o  de e n t r o p i a .  

Assumimos as segu in tes  re lações  1 i nea res  para  os t e r r o s  

c o n s t i t u t i v o s :  

As equações aba ixo ,  o b t i d a s  a t r a v é s  da s u b s t i t u i ç ã o  das equa- 

ções (4.1)  nas equações ( 3 . 3 )  e  de algumas manipulações a l g é b r i c a s ,  r e -  

sumem todos os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  a  p a r t i r  da des igua ldade e n t r ó p i c a  

pa ra  a  t e o r i a  1 i nea r :  



Vamos cons ide ra r  uma parede impermeável que separa duas mis-  

t u r a s  C e  V ,  a  qual  não pode supor ta r  s a l t o  na temperatura. Nestas con- 

d  ições:  

Cel = 0 , 

e podemos escrever  as equações (2.6) e  (2.9)  respect ivamente c o m :  

I 
rqilei = 0 , 

[$i] ei = O . 

A s u b s t i t u i ç ã o  da equação ( 4 . 217  na equação (5.1)2,  

-se em conta a  equação (5.11, , nos fo rnece :  

[AE] = o , 
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(5.1) 

l evando 



ou de acordo com a equação (4.2) 6:  

Usando-se a mesma argumentação de ~ : l l e r ~ ,  v e m s  que cada uma 
C D 

dar quant idades pC pD B k k ,  Bkk é independente das o u t r a s  p o r t a n t o  de- 
1' 1' 

vemos t e r :  

i s t o  é, = A'(@) é UM função u n i v e r s a l .  

Consideremos uma parede semi-permeável a qual  é permeável a -  

penas ao c o n s t i t u i n t e  f l u i d o .  Nestas condições tem-se 

v; = u; 

Se s u b s t i t u i r m o s  a equação (4.2) na equação (2.9) chegamos 7 

Por o u t r o  l ado  a equação (2 .6)  pode s e r  e s c r i t a  como: 

e a e l im inação  de qr nestas duas Ül t imas equações r e s u l t a  em: i 

L - I 
Denotaremos po r  : 



onde a Ú l t ima  i g u  a l d  ade é o b t i d a  a p a r t i r  da equação (4.2)2.  

Se supuserms que ao invés de uma m i s t u r a  de f l u i d o  e só1 i d o  

t ivermos apenas o f l u i d o  puro, a equação (4.2) pode se r  e s c r i  t a ,  ba- 
3 

seando-nos na equação (5 .3) ,  como: 

Na equação acima vemos que: 

onde ~ ( 0 )  ê a temperatura abso lu ta  p o i s  na t e r m d i n â m i c a  dos f l u i d o s  T 

é o f a t o r  de i n teg ração  da equação (5.4) quando p1 é i d e n t i f i c a d o  como 

potencial quinrico. li1 é de f a t o  o p o t e n c i a l  químico p o i s  segundoa equa- 

ção (5.3) temos : 

ap (cI-Tri) 

lil = 9 (5.5) 

e quando ai = O a equação (5.2) nos fornece:  

o que concorda com a t e o r  i a  termod inâmi ca c l á s s i c a .  

Se considerarmos uma parede semi-permeável do t i p o  d e s c r i t o  
s 1 

acima porém permeável ao c o n s t i t u i n t e  s ó l i d o  (u = V . )  obtemos, segu in-  i 2 
do o mesmo r a c i o c í n i o ,  que: 

onde liik é denominado de tensor potencial qu&riico e é dado p o r :  



A seguinte equação é o b t i d a  at ravés das equações (3.3) 10 ,, , e 

(5.7) : 

6. RESULTADOS DA DESIGUALDADE RESIDUAL 

A p a r t i  r dos resul tados do i t e m  5 e das equações (4.1) 
3, 6 ,  7 

podemos reescrever as equações (4.2) como : 

V: 'i I 
P,,A = - plA 9 



A equaFão (6.1) 6 1 i a  em P , ,  B i  f , f: e r ,  p o r t a n -  9 
t o  a f i m  de não se v i o l a r  a desigualdade os c o e f i c i e n t e s  destes  termos 

devem s e r  nu los ,  i .e. : 

Além d i sso ,  a equação (6.2) v a l e  para todo 8 e para todo 
,i 

a consequentemente : i' 

Se s u b s t i t u i r m o s  a equação (4 .1)6  na equação (6.212 obtemos: 

e se na equação acima f izermos i = j  f k = e concluímos que al = O e :  
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Se de f i n i rmos  a  ene rg ia  l i v r e  da m i s t u r a  $ po r :  

as segu in tes  re lações podem s e r  o b t i d a s  a t r a v é s  das equações (5.5) (5.7) 

e  (5.8) : 

A i d e n t i f i c a ç ã o  de g(pl,~) com p  + nos pe rm i te  escrever  o 
1 1  

segu in te  resumo dos p r i n c i p a i s  resu l tados  o b t i d o s  nes te  i tem: 



Definimos o estado de e q u i l í b r i o  da mistura como sendo o es- 

tado onde e 
,i = 'i 

= O .  Nestas condições se calcularmos o v a l o r  de o = 

= â ( p l ,  5 ,  D l , i ,  B;~, B ~ ~ , ~ ,  'ii) em (6.7) 7 no e q u i l i b r i o  temos: 

p o s i t i v o s e m i- d e f i n i d o ,  (7.1) 

A equação (7.1)  v e r i f i c a d a  t r i v i a l m e n t e  enquanto a equa- 
1 

ção (7.1)2 nos fornece: 

M I O  
2 

J 

A equação (7.2), mostra que o f l u x o  de c a l o r  tem sempre sen- 

t i d o  c o n t r á r i o  ao gradiente de temperatura enquanto a (7.2)2 ev idencia 

que a força r e s i s t i v a  tem sempre sent ido c o n t r á r i o  à velocidade r e l a t i -  

va. 

8. CONSIDERAÇ6ES FINAIS ' 

Conforme a notação aqui adotada, ~ o w e n l  def ine respectivamen- 

t e  o f l u x o  e o suprimento de e n t r o p i a  como: 



onde Klj 6 o tensor  p o t e n c i a l  químico de a d e f p n i d o  p o r :  

Para a t e o r i a  l i n e a r i z a d a  de m is tu ras  b i n á r i a s  de f l u i d o  e 

só1 i d o  tem-se: 

Nestas cond içães as 

(6.7)1 ,3,5,b3 
p o i s  na t e o r i a  1 

zado por  se r  de ordem s u p e r i o r  

equações ac ima equ i va l  em-se às equações 

i nea r  o termo (uku:/2)ua pode se r  despre-  
3 

Recentemente ~ i u ~  a n a l i s o u  as condições de s a l t o  em paredes 

semi-permeáveis e, com base na t e o r i a  de ~owen ' ,  mostrou que: 

para  paredes permeáveis ao c o n s t i t u i n t e  a. E f á c i l  v e r  que e s t e  r e s u l -  

tado 6 equ iva len te  às equações (5.2) e (5.6) para  'á t e o r i a  1 i nea r i zada .  

A equação (6.1) representa  a equação de Gibbs para m is tu ras  
3 

b i n á r i a s  de f l u i d o  e s ó l i d o .  Para m is tu ras  b i n ã r i a s  de f l u i d o s  a equa- 

ção (6 .1)3  r e c a i  em: 

Tdu = - E dp - E vadca , 
o a 

onde 

p = p1 + p2 = - 1 ti. 
3 22 ' 



que é a forma usual da equação de Gibbs para mistura de f l u i d o s  na teo-  

r i a  termodinâmica dos processos i r r e v e r s í v e i s  (p.ex. Meixner e ~ e i k ~  

equação (3 .4 ) ) .  
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