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A theory of mixtures based on a generalization of the Clausius
-Duhem inequality was developed by Bowen and his collaborators. On the
other hand, Muller's theory of mixtures of fluids is based on a more ge-
neral entropy principle by the use of Lagrange multipliers proposed by
Liu. In this paper, we follow the ideas of Muller to analyse a non-
-simple fluid-solid mixture. We show, among other results, that the
forms adopted by Bowen for the entropy flux and entropy supply are here
consequences from the theory and that the concept of chemical potential
tensor can be introduced in a natural way when we consider jump condi-

tions at semi-permeable walls.

Bowen e colaboradores desenvolveram uma teoria de misturas ba-
seada numa forma generalizada da desigualdade de Clausius-Duheni. Por ou-
tro lado, uma teoria termodindmica de mistura de fluidos foi desenvolvi-
da por muller baseando-se na exploragdo,do Principio de Entropia através
do método dos multiplicadores de Lagrange proposto por Liu. Neste traba-
lho retomamos as idéias de muller quando aplicadas a misturas né&do-sim-

ples de fluido e sé6l ido e identificamos os resultados obtidos com os de

* puxilios: PICD/CAPES (G.M.K.); FINEP e CEPF/UFRJ (l-s.L.) .
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Bowen. Mostramos, entre outros resultados, que as formas para o fluxo
de entropia e suprimento de entropia adotadas por Bowen sdo aqui conse-
quéncias da teoria e que o conceito de tensor potencial quimico € intro-
duzido de maneira natural quando consideramos as condi¢oes de salto atra-

vés de paredes semi-permedveis,

1. INTRODUCAO

A analise termodinamica de misturas ndo simples de fluido e s6-
lido, baseada em formas generalizadas da desigualdade de Clausius-Duhem,
foi estudada por diversos autores, entre 0s quais Bowenl, Dunwoody?2,
Atkin e Craine3, etc. Nestas teorias foram definidas, a priori, formas

! introduziu ainda o con-

para o fluxo e suprimento de entropia. Bowen
ceito de tensor pdtencial quimico para cada constituinte e, posterior-
mente, Liu% determinou o comportamento dos mesmos através de paredes se-

mi-permedaveis.

Baseando-se em Liu® para a exploragdo do Principio de Entropia
através do método dos multiplicadores de Lagrange, MY ter desenvolveu
uma teoria termodinamica de mistura de fluidos naoc .imples. Nesta, con-
siderou~luxo de entropia como fungdoconstitutiva e o suprimento de
entropia como funcdo linear dos suprimentos de momento linear e energia,

fundamentando esta Gltima hipétese em Liu”.

Aqui retomamos a metodologia empregada por Muller para a anali~
se de misturas ndo simples de fluido e sélido e, para a teoria lineari-

zada, mostramos que:

i) As formas deduzidas para o fluxo e suprimento de entropia
sdo equivalentes as definidas em Bowenl,

ii) 0 conceito de tensor potencial quimico € introduzido de ma-
neira natural quando consideramos as condi¢cdes de salto através de pare-
des semi-permeédveis,

ili) As condigcdes de salto através de paredes semi-permedveis séo
equivalentes as de Liu",

iv) A equacdo de Gibbs para misturas fluido-sélido recai na for-
ma usual encontrada na teoria termodinamica dos processos irreversiveis

para mistura de fluidos (ref.8).
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Notacdo: Usamos a notacdo de tensores cartesianos. indices com letras
latinas repetidas indicam somatérias, i.e., se auz(xm,t) € uma funcéo ve-

torial entao:

aa.=aa taa taa .
T 11 2 2 33

As notacgbes a.

. e ;. a.y indi i .
£.d e < %) indicam respectivamente

7
aai

A, , = =—=—

Tyd axj ?

> + y
a(i aj) = 2- aiaj ajai s

enquanto que'C representa sempre somatdéria em relagdo ao nimero de cons-

tituintes da mistura.

2. EQUACOES DE BALANCOE O PRINCIPIO DE ENTROPIA

Adotamos, para pontos regulares de uma mistura binaria de flui-
do e sdlido, as seguintes equagdes de balanco para cada constituinte:

Balanco de Massa:

% 1 1
Ea W LI

1/2 _ = "
pz(det B) =», (2.1)

Balanco de Momento Linear

vl .
1 s - e s l
pl{_a'b + v% .lvé} téd,d + mk + p1fL

o 2 20 _ 4o 2 2
o, 57 * vi,jvj] tij,j +oms o+ pzfi (2.2)

Balanco de Energia:

—_— v.+qg.) . =t.V. .+ pr 2.
(ps_(7 qJ)M7 i, TP (2.3)
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onde:

A

(1,2) = (fluido, sélido)

densidade de a,

densidade do sélido na configuragdo de referéncia

tensor de Cauchy-Green & esquerda do sélido,

velocidade de a,

tensor tensdo de a,

suprimento de momento linear a a,

densidade de forca de campo externo de a,

densidade de energia interna da mistura,

fluxo de calor da mistura,

suprimento de energia interna 3 mistura,

D4 Rt

Pa

= densidade da mistura ,

{p /D)vz = velocidade da mistura.

[+3

definicdo de velocidade de difusdo do constituinte a nos

permite escrever:
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Vo TV,
Z i
tI z
i "L Pttt s
=L tzj = parte interna do tensor tensdo da mistura,
a
i oo o .
q;7y L pu.u.u. = parte interna do fluxo de calor da
J2q @i
mistura,

E - L 3o /0)usus = parte interna da energia interna da
24 a 11

mistura,



b
"

o
Lo /o) {r, + qui} ,

-
|

= suprimento de energia interna a «.

Devemos ter ainda que:

l+em?2 =0
m 2 s (2.4)
a fim de preservar a conservagcdo da quantidade de momento linear da mis-

tura.

- P . . s

Se S &€ uma superficie singular na mistura tal que Uy, €, T€-
presentam respectivamente a velocidade e a normal unitariaa S, e se
[ﬂ denota o salto da quantidade y através de S, entdo postulamos, se-

gundo Mh‘llere, as seguintes condigoes de salto para:

Balanco de Massa.

b, - ui)]ei =0, (2.5)

Balan¢co de Energia:

[qi]ei + e+ (vk - ui) (vk - ui)/Z
- s ~
- tkjekej/p-]p(vi ujle, =0, (2.8)

desde que a componente tangencial da velocidade de cada constituinte se

anule en S.

Baseando-nos em MUller® adotamos o seguinte principio de en-

tropia:
(i) Para todos os processos termodindmicos deve ser valida

a desigualdade entrépica:

%ﬂ+ (pnvj + ¢j),j -ps 20 (2.7)
onde: n = densidade de entropia da mistura,
¢i = fluxo de entropia da mistura
s = suprimento externo de entropia a mistura.
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(ii) O suprimento de entropia € suposto como fungdo linear dos

suprimentos de momento linear e energia interna, fi.e.,

s = cZ)L(pm/p) )\zf(; + Apk (2.8)

(iii) n, bz };g e A sdo quantidades constitutivas,

(iv) Se 5 representa a temperatura (empirica) da mistura en-
tdo a seguinte condicdo de salto para o fluxo de entropia & valida:

[_'¢1:]ei + [n]p(vi. - uz)ei =0 se [o] =0 . (2.9)

3. EQUAGOES CONSTITUTIVAS E CONSEQUENCIAS DO
PRINCIPIO DE ENTROPIA

Podemos supor, como em Bowenl, que os termos constitutivos,
para misturas de fluidos n&o viscosos em sélidos isotropicos, sdo fun-
coes de:

S
=v; - vi } (3.1)

{01, 9, p"': 8 .y B.., B?:j,k’ ai

7 A

Segundo Liu® a exploragdo da desigualdade entropica é feita

através da desigualdade:

apn o
== 4 (pnvj + ¢j),j - o(i(pa/p)xifz + Ar)

5
Py (90,
A e 1y ool
A [at J t oy v ey )
Q 8}
2 Py -1
- A {"z,i + 37 B, (B )kj)

* Esta suposicao baseia-se em [7].
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v% av% ,
-A =L 2 p2] ~ 2~ g2 - 2
{pz{at vt,JUJ] 2R °2f?)

€{dpe
- A== + V. + qg.) . - - > .2
( (pe 5 qJ)’J pr} 0 (3.2)

3t 4q%,d

p Py

onde h 1, A,
Z

e sao considerados funcées de f71:, fz, I e dos termos que fazem parte

de (3.1).

%
, hte A% sdo denominados de multiplicadores de Lagrange

Os seguintes resultados* podem ser obtidos através da desi-

gualdade (3.2):

1 = 41
r® -0
rlt-o
o .
T ’1’ =0
a, v71:
T =p A

1
a, v,%
r = =-p A
r koo

1
p e v, P
Ai;’( + 91,18 o g
) vl o8
229 ndna® Lo
( 7
B . 4. vl ..
Ak)ez, (4 + A M et,d) _ 0
€ 1 1 a

a o] t . A v v
e 1 € et e 1 J
. + - .+ - A .. =
A pl((“ AT el )ale > A%u) + A LSy 0

* (Ref.5) Lema do Ttem 3
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Bej % v; é € tei A
ar 9B, - 8,5 40 0 Sl 4 p2((n-en™)s, + 25—
vl %
-rdm,,. =0
Jt
£
0 A
2 _ A€ et 2
A7 = (n-eh™)s, + 5 Yul
.. o 0 B.
] 2 _ 1 1 1 8 gk
T B ~ Pyt P, A e YA By
> > El
vl
1 .
v, P - 9 Bke I

satml o+ L+ K D) o+ =" m.
13°1,5 7 i, T id Tke,d o, %

p. P _ 'pp . v
_a2 2 p-l _p2P2 IS PV S
Mo B Bk — Ay o) P1,d p £y = A7)
- pzfﬁ(xi - A7) - pr(a-A7) 2 0
onde:
A o 3en e BpE
34 kY ’
WA 30, AE 9
7 94 4
2
|
) ati i fg_atij
ij 34 b, A’
S
My ST ST

4. TEORIA LINEAR

(3.3)

Da mesma forma que E, qi e tij’ consideramos % constituido

de duas partes:
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onde ¢é é denominada de parte interna do fluxo de entropia.

Assumimos as seguintes relacdes lineares para os termos

constitutivos:
n=1fpy,8,5,,)
r = &rle1s8.5)

my =My (p1,0,Byp )0y M (00,8500 o+, (0,,0,8,;)a;

T
T = 8o(0),0.Bg )0y 48 (0, 0.k 48, (61,0, By)a
67 = 0,00 105000 o (o L0,8,00 1o (o ,0,8, ),
t%j = -pl(pl’e’Bkk)dij + al(pl,e)Bij
ﬁij = -pz(pl,e,Bkk)Gij + az(pl,e)Bij ' (4.1)

As equagoes abaixo, obtidas através da substituicdo das equa-
¢bes (4.1) nas equagdes (3.3) e de algumas manipulagdes algébricas, re-
sumem todos os resultados obtidos a partir da desigualdade entrdpica

para a teoria linear:

2
P € p
Apl:Al-A— -2 q.a.
I 2 2 11
]
dpe
Apl = den AE_F.)__l_-
I apl Bpl
3dpe 0 ape Ipe
€ I 1 € I € T
dlen) = (A" go=+ A Yo, + A" e db + {07 35
1 kk
[
1 e T 1 " -1
-y Wty +o Ap 8, - (ATl 8 ) (BT MdByy
1
v
A% - - €
(pg/p)A a
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v2 \ v}

/\7’ o l
= =(p /0,0
€ £
AT = A (pl’e’Bkk)
e T ts I P\
_ o . (KL “p T-e AF
¢’,(: = A q7’ Pl\ ) + .(Tl AI EIA )Gik)ak
I 3
o LA p2p
2 _ (et e AE 2.3 e 12
by = =+ nmeph V85 )ug * 7 A 03 %%
T
t . a . P
2% (¢ S R . (W
( ),7,(% + P1Esa, 0 ,) Ampay + p1(AI ),iai
1 2
€.,1 1(>\1 Avi) 2(>\2 Avi) ( AS) 0
a Nt ey - - e, 0 - or(a-A7) 2

(4.2)

5. CONDICOES DE SALTO
Vamos considerar uma parede impermeével que separa duas mis-

turas C e V, a qual ndo pode suportar salto na temperatura. Nestas con-

dicoes:

e podemos escrever as equagdes (2.6) e (2.9) respectivamente como:

1
e B
[qi]ev', =0 ’
@Jei: 0. (5.1)
A substituigdo da equagéo (’4.2)7 na equagio (5.])7, levando

-se em conta a equagio (5.1)‘, nos fornece:

1 - o,

284



ou de acordo com a equacao (4.2) 6°
e, C C e, D D
holeys8.85) = A (e ,0,8,)

Usando-se a mesma argumentagdo de M|u.116r6, vemos que cada uma
dar quantidades 0(1:’ ptl), Bkg, sz é independente das outras portanto de-

vemos ter:
€ _ €
Ac(e) = AD(e) ,

isto & AS = A%(8) é unm funcdo universal.

Consideremos uma parede semi-permeéavel a qual € permeavel a-

penas ao constituinte fluido. Nestas condicGes tem-se

v2 = uf
T T

<
]

S
(pl/p)ai + U

Se substituirmos a equagéo (’*.2)7 na equacdo (2.9)  chegamos

a:
e T °1 € T
[ggle; = Ln-np-eph)]oase, + Loy /o) a]ey
- Dﬂplaiei .
Por outro lado a equagao (2.6) pode ser escrita como:
", - - 2/9,2 - 2
la]e, = - [e; + (02/20%)qy2y = (1/0)tyzere. + (o 0 /20%)aa

’

+ (plpz/pz)akajekej + (pz(pz-pl)/sz)ajaj pyase.

. . I PRI ~
e a eliminacédo de G- nestas duas Gltimas equacgdes resulta em:

o
-A—Il-+—aa = 0
AE 2 KRy T

i

, (5.2)

Denotaremos por:



u T o S e e (5-3)

onde a Ultima igualdade € obtida a partir da equacéo (4.2),.

Se supusermos que ao invés de uma mistura de fluido e sdlido
tivermos apenas o fluido puro, a equagao (4.2) 3 pode ser escrita, ba-
seando-nos na equacgdo (5.3), como:

dpe dpe
d(en) = AE{(ga—— - u)do, + =S
1

de} (5.4)
36

Na equacdo acima vemos que:
A% = 1%(8) = 1/1(8) ,

onde T(8) é a temperatura absoluta pois na termodindmica dos fluidos T
€ o fator de integragdo da equagdo (5.4) quando M é identificado como

potencial quimico. n € de fato o potencial quimico pois segundoa equa-

1
cao (5.3) temos:

3p(e.-Tn)
U ; ) (5 -5)

e quando a, = 0 a equacgdo (5.2) nos fornece:

["ﬁ] =0,

o que concorda com a teoria termodinamica classica.

Se considerarmos uma parede semi-permedvel do tipo descrito

acima porém permeavel ao constituinte sélido (#~ = V;) obtemos, seguin-

|
do o mesmo raciocinio, que:

[(uik + (I/Z)ajaJ(S,L-k)pzak]ei =0 (5.6)

onde ¢ denominado de tensor potencial quimico e € dado por:

I
=& ((e -Tn)s Chey ey (5.7)
Yir © 0, STV T e o, Y19k :
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A seguinte equacdo € obtida através das equagdes (3.3)lo 11 e
’
(5.7):

2 8p(eI-Tn)

M = o (W)B*ﬁ (5.8)

6. RESULTADOS DA DESIGUALDADE RESIDUAL

A partir dos resultados do Ttem 5 e das equagdes (li.l)3 6

7
’
podemos reescrever as equagbes (4.2) como:

. 2
e 1%
v-A ==Y 7 "‘2‘ AT
P
, ap(sI-Tn)
uo= s

Ve

7' - -
Tph = pzai ,

o2 &
p A =-p A ’
2

A% = i/7(e)

2
p P PP
2o 2 . +2 12444,
Th, -pz (pluldie+pzuw)ae 2 2 eet
I
(8) . p t .a ar
,% .+ L+ peq. - LEE
7 (Bopy o + B0 .+ Ba + 0 ea ) 5
P, dr
1
. Ja., + == 8 .a.
(Mop1,i+M16,t+M2a7/)a’b T d Yy,
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ou Au ou
-p {(—op +—Lo o+ L

G P Yoyt T Byl %

1 J
) (at;i . % .. at) b
o, L7 ap ot By ki
1 12

1,.1 Ui 2,50 7 €
- p1fi(>‘i -A") - pzfi(xi -A") - pr(a-nT) 20 (6.1

A equacao (6.1)9 € linear em p , % s fﬁ e r, portan-

., B., .
1,77 gkt
to a fim de nao se violar a desigualdade os coeficientes destes termos

devem ser nulos, i.e.:

E.(L Jar 3u atl .
Ly . +Ma. +p —La. =
Tde, a; papaz dp % ’
1 1
3L, 3 u
e ae + lai = 0,
3By, 9By 4
1
i
Al o=t
p2
xf =2t
A o=a% . (6.2)

Além disso, a equagéo (6.2) 1 vale para todo 6 ; € para todo

s

1
ai| consequentemente:

BO = 0 s .
3111 at;i
. = - .- 6.
MOG’L@ Ql -s-p— 619 . ( 3)
1 3y

Se substituirmos a equagdo (4.1), na equagao (6.2), obtemos:

aplul apl
m— Seibn; T = SeiSkg t kel =0 (6.4)
pp 3B : ©
pp
e se na equacdo acima fizermos 7 =] # k = e concluimos que o, = 0 e:
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-p, =g ,6) (6.5)
Se definirmos a energia livre da mistura ¥ por
V=€ =I (o /0)Y,
as seguintes relagdes podem ser obtidas através das equagdes (5.5) (5.7)

e (5.8) :

I
o Sax + P Mk = Ve T By (6.6)

A identificacao de g(pl,e) com plwl nos permite escrever 0

seguinte resumo dos principais resultados obtidos neste item:

1P2 1
=z 2. pl = =
s =5+ (fi f;)ai 7 I (pa/o)rel ,
Tp o
I _
qi = ﬁle,i Bzai »

m, = EEL - p EE-l)p tMe .+M a
1 3, 1 3p. 1,2 , 277
t;j = plaij = p1(¢1-u )Gi' ’
#2008, m i)
g =" Eéi (Ble,i + Bzai + PiEfd; T glf%ifg ) gg
- G0 ; +iada; + ;’L% M09
* (ggl'- 8! ;gl)e.z 7 ? o
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7. EQUILIBRIO

Definimos o estado de equilibrio da mistura como sendo o es-
tado onde 8 . = ¢. = 0. Nestas condi¢cdes se calcularmos o valor de o =
»

= 5(01, e, oy.10 9,7," Bij’ Bij,k’ av.) em (6.7) 7 no equilibrio temos:

=5 0) =0
olg = loys 800y g0 00 Byp Bygpe O =0
portanto GIE € um minimo e:
2
__._3;‘( =0 , —-——-——XBB; positivosemi-definido, (7.1)
alg X pdtplp
onde XA [ {8,7," ai}

A equagao (7.1) , é verificada trivialmente enquanto a equa-

1
3o (7.1), nos fornece:

B < 0
1
Mz < 0
QM fa 3 tI
B.M D u P18,
4 12 . rE T P, -:rl—-;,-g—g(ﬁa+o‘€r' er e -p,u,)
T EE] 1 36 T as 2 177 0 171
)2
-M1} y 0. (7.2)

A equagac (7.2)] mostra que o fluxo de calor tem sempre sen-
tido contrario ao gradiente de temperatura enquanto a (7.2)7 evidencia

que a forgca resistiva tem sempre sentido contrario & velocidade relati-

va.

8. CONSIDERAGCOES FINAIS*

- . 1 . .
Conforme a notagao aqui adotada, Bowen™ define respectivamen-

te o fluxo e o suprimento de entropia como:
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1, o o o o

¢7: = I {qi - g pa(Kij + (ukuk/z)si,j)uj } y

s = 3o /o), (8.1
4 a a 61 ]

o - . , . I .
onde Kii € o tensor potencial quimico de a definido por:

S0 ' a
Kij = ’Pad,b-j - (tji/pa)

Para a teoria linearizada de misturas binarias de fluido e

solido tem-se:

1

Kig =™ o
K. = .o (8.2)
i 17

Nestas condi¢oes as equagbes acima equivalem-se as equagSes
. . . a o a
(6'7)1,3,5,6’ pois na teoria linear o termo (ukuk/Z)uj pode ser despre-

zado por ser de ordem superior

Recentemente Liu* analisou as condigcbes de salto em paredes

1

semi-permedveis e, com base na teoria de Bowen®, mostrou que:

0o ' _
[(Kij + (akak/Z) Sij)paai] ej =0,

para paredes permeaveis ao constituinte a. E facil ver que este resul-

tado € equivalente as equagbes (5.2) e (5.6) para a teoria linearizada.

A equacdo (6.1) N representa a equacdo de Gibbs para misturas
binarias de fluido e s6lido. Para misturas binarias de fluidos a equa-

céo (6.1)3 recai em:

Tdn =de, - E=dp - E ude_,
T 2 a * “
onde
p=p +p:'—]-ti.
1 2 3 11’

Q
it
—
©
Q
~
©

=
Ik

L=

-
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que € a forma usual da equagdo de Gibbs para mistura de fluidos na teo-
ria termodindmica dos processos irreversiveis {(p.ex. Meixner e Reik8

equagdo (3.4)).
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