Revista Brasileira de Fisica, Vol. 10, N° 1, 1980

Modelos de Vértices e Transicdes de Fases em Uma
Dimenséo

J. A. PLASCAK
Departamento de Fisica, Universidade Federal de Mines Gerais

e

SILVIO R. SALINAS
Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo

Recebido em 2 de Agosto de 1979

W use the transfer matrix technique to obtain exact ex-
pressions for the free-energy of some one-dimensional analogs of the
so-called vertexor ice model. These models, which may exhibit a phase
transition even in one dimension, were originally used by Slater, and
also by Takagi, to explain the phase transition in the hydrogen-bonded
ferroelectric crystal KH2P04. In particular, we discuss the mathemati-
cal mechanism of the thermodynamic anomalies in the 6, 8, 12 and 16 -

vertex models.

Utilizamos a técnica da matriz de transferéncia para ob-
ter a energia livre exata de alguns analogos unidimensionais dos cha-
mados modelos estatisticos de vértices ou modelos do gelo. Estes mode-
los, que podem exibir transicdes de fases mesmo en uma dimenséo, foram
originariamente utilizados por Slater e depois por Takagi para explicar
a transicdo de fases no cristal ferroelétrico com pontes de hidrogénio
KH2P04. Discutimos en particular o mecanismo matematico das anomalias

termodinamicas nos modelos de 6, 8, 12 e 16 vértices.
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1. INTRODUCAO

Neste artigo vamos definir e resolver exatamente alguns
analogos unidimensionais de modelos estatisticos que foram originaria-
mente propostos para explicar a entropia residual do gelol! e a transi-
¢éo de fases no cristal ferroelétrico KH,PO, 2, Estes dois materiaisse
caracterizam pela presenca de pontes de hidrogénio dispostas numa rede
tridimensional,de coordenacdo tetraédrica. A consideracdo das posi-
¢bes acessiveis aos ions de hidrogénio nas pontes conduz ao estabele-
cimento dos modelos estatisticos que vamos estudar e que sao generica-
mente conhecidos como modelos de vértices ou modelos do gelo. Num es-
trutura unidimensional, as funcdes de particdo associadas aos modelos
de vértices podem ser facilmente calculadas pela técnica da matriz de
transferéncia, que foi utilizada por Onsager para a solucdo original do
problema de Ising en duas dimensdes3. No entanto, ao contrario do ha-
miltoniano de Ising, 0s nossos modelos podem exibir uma 'transicdo de
fases mesmo en uma dimensdo. Este fato, que estdo relacionado a pre-
senga de interagoes do tipo volume excluido, & que torna os modelos de

vértices particularmente interessantes sob o ponto de vista didatico.

Tanto na estrutura do gelo quanto na do KH,PO, (que vamos
chamar de KDP) cada vértice, que & formado por um oxigénio no caso do
gelo ou por um grupo POL’ no caso do KDP, esta ligado a quatro outros
vértices através das chamadas pontes de hidrogénio. Para estabelecer
as posicdes dos ions de hidrogénio na estrutura do gelo, Pauling?! pro-
pés as seguintes regras: (1) cada ponte de hidrogénio deve conter um e
apenas un fon de hidrogénio (a ponte funciona como um duplo poco de
potencial, com dois minimos préximos dos vértices nas suas extremida-
des); (2) no entorno de cada vértice deve haver dois e apenas dois
fons de hidrogénio (isto é, fica preservada a neutralidade elétri-
ca dos grupos HAO) . Gum base nestas "'regras do gelo”", Pauling verifi-
cou que ha um nlf]mero W muito grande de configuragdes em que os fons de
hidrogénio podem ser encontrados e obteve um valor aproximado para €s-
te numero,
= 2

W 1.1)

6)1V
T8
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onde N & o numero de vértices (isto €, de atomos de oxigénio) . Supondo
que todas estas configuragBes fossem equivalentes a baixas temperaturas,

Pauling calculou un valor para a entropia residual do gelo por mol,

s=§znw=mn(1,s), (1.2)

que estava muito proximo dos valores experimentais da época

0 céalculo aproximado do valor de W pode ser efetuado con-
siderando-se as microconfiguragaes de hidrogénios no entorno de cada
vértice (ver figura 1). Das 16 configuracGes de vértices que sdo possi-
veis, apenas 6 obedecem a regra (2),da neutralidade elétrica, e devem
ser levadas em conta. Portanto, na expressdo (l1.1)o fator 22N, que da
o nimero total de configuragcdées submetidas apenas & regra (1), deve
ser multiplicado pelo fator(6/]6)N para se submeter aos requisitos da

neutralidade elétrica.

A transicdo de fases no KDP foi explicada por Stater? pe-

la atribuicdo de valores distintos para as energias das seis configu-

0 o} Je »i.y 4_“})« e <

(5) (e

b) -1> >t

7) [t:]
(9) (10) ()] 12)
13} 14} (15} (16}
Fig.l - Configuragbes de fons de hidrogénio no entorno de un vértice.

Uma seta apontando para dentro indica un fons de hidrogénio perto do
vértice, enquanto uma seta para fora indica um Ton afastado. As con-
figuragdes (1) a (6) obedecem estritamente as regras do gelo (elas €
que definem o modelo de seis vértices). As configuragdes (7) e (8),
que sdo duplamente ionizadas, definem, cm as seis configura¢cdes an-
teriores, o chamado modelo de oito vértices. As configuragdes dos ti-
pos (9) a (12) correspondem a um vértice ionizado negativamente, en-
quanto as configuracées (13) a (16) correspondem a ura ionizagdo po-
sitiva. 175



racbes de hidrogénios que sdo permitidas pelas "regras do gelo' no en-
torno de cada vértice. Assim, h3 duas configuracGes de vértices que tém
energia nula (estados fundamentais) e quatro configuragées que tém e-
nergia €>0 (estados excitados) . Na figura 1 (a), as configuracdes dos
tipos (1) e (2) tém energia nula e as configuragoes dos tipos (3), (L),
(5) e (6) tém energia e>0. Slater efetuou un calculo aproximado dafun-
¢do de particdo deste modelo e mostrou que a transigdo de fases & de
primeira ordem (em concordancia, alids, com resultados experimentais
recentes para o KHZPOL“ e 0 seu isomorfo deuterado I<I32FO4),com uma tem-

peratura critica dada por

7= & (1.3)
¢ k an 2

onde ¥ & a constante de Boltzmann.

Ndo ha céalculos exatosda entropia de transi¢do do gelo ou
da fungdo de particdo do KDP em trés dimensdes. Através de técnicas
de expansbes exatas an séries, pode-se mostrar que o resultado (1.2) &
bastante razoavel? e que a transicdo no modelo do KDP é de primeiraor-
dem, com a temperatura critica dada por (1.3) para qualquer dimens&o®.
No entanto, € possivel definir analogos bidimensionais dos modelos do
gelo ou do KDP (numa rede quadrada, por exemplo), para os quais Lieb,
utilizando a técnica da matriz de transferéncia e certos conceitos de-
senvolvidos em conexdo com o estudo do estado fundamental do hamilto-
niano de Heisenberg, foi capaz de obter exatamente o valor de W e uma
forma para a funcdo candnica de particdo®. Varios outros modelos bidi-
mensionais, que podem ser definidos pela atribuigdo de energias distin-
tas as seis configuracdes de vértices compativeis com as regras do ge-
lo, foram resolvidos por diversos autores e sdo revistos num trabalho

de Lieb e Wu7.

Causou muito interesse a solugao por Baxter®, ha alguns
anos, de un modelo bidimensional do KDP incluindo as duas configuracdes
duplamente ionizadas (dos tipos 7 e 8 na figura 1). Este modelo de 8
vértices tem um comportamento termodinamico peculiar, com expoentes
criticos dependendo das energias das configuragcSes dos vértices, em con-
tradicdo com as idéias atuais sobre a universalidade do comportamento

critico. Também existem na literatura algumas consideracdes sobre mo-
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delos mais gerais, incluindo todos os 16 vértices, que sé podem ser re-
solvidos exatamente em situagdes muito especiais’. Un modelo del6 vér-
tices foi proposto e resolvido de maneira aproximada por Takagi9 pa-

ra estudar a influéncia dos fons na transicdo de fases do KDP.

Como ja dissemos, o objetivo deste trabalho € a constru-
¢do e a solucdo exata de analogos unidimensionais de modelos de 6, 8,
12 e 16 vértices. A técnica da matriz de transferénciall sera utiliza-
da a fim de mostrar que a transicdo de fases estd associada a degene-
rescéncia do seu autovalor maximo. A existéncia da transicdo nestes
modelos unidimensionais se relaciona com a presenca de interagoes du-
ras, do tipo volume excluido, que ndo estdo presentes no hamiltoniano
de Ising. E importante apontar que argumentos como o de Landaull, que
excluem transi¢c6es en uma dimensdo, ndo se aplicam na presengas destas
interagdes duras. Unm outro analogo unidimensional dos modelos do KDP
de Slater e Takagi j& havia sido discutido por Nagiel2, Os nossos ana-
logos unidimensionais, no entanto, sdo um pouco mais complexos e real-
mente constituem o nucleo béasico a partir do qual os modelos bidimen-

sionais devem ser construidos.

Na seccdo 2 definimos a geometria do analogo unidimensio-
nal dos modelos de vértices e discutimos a técnica da matriz de trans-
feréncia. Na seccdo 3 resolvemos um modelo generalizado de 6 vértices
e particularizamos as solu¢des para o modelo de Slater do KDP e para o
modelo antiferroelétrico F de Rys7. Na seccdo b4 resolvemos o modelo de
8 vértices e discutimos un possivel diagrama de fases. 0 modelo de Ta-
kagi (16 vértices) e um modelo idnico de 12 vértices para a transicdo
de fases no cristal ferroelétrico C,04H, sao resolvidos na seccdo 5.

Finalmente apresentamos algumas conclusfes na secgédo 6.

2. CONSTRUCAODOS MODELOSE DA MATRIZ
DE TRANSFERENCIA

Os nossos modelos sdo constituidos por uma cadeia dupla
de N vértices na direcdo horizontal e M#=2 vértices na diregdo vertical,
de acordo com a geometria indicada na figura 2a. Vamos adotar condi-

¢Bes periddicas de contorno tanto na dire¢gdo horizontal quanto na dire-
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Fig.2 = Na parte (a) estd definida a geometria dos nossos anéalogos

unidimensionais. Na parte (b), as condigdes periédicas de contorno na
diregdo vertical evidenciam que cada vértice estd ligado aos seus Vvi-
zinhos através de quatro pontes de hidrogénio. Na parte (c) indicamos

graficamente os quatro valores possiveis de un estado <I>7:.

¢do vertical. Podemos entdo dizer que cada vértice estd efetivamente li-
gado a quatro outros vértices através de pontes de hidrogénio (na figu-
ra 2b ja indicamos a geometria do modelo com condices periddicas de
contorno na diregdo vertical) . No fundo esta cadeia dupla é o gérmen do
modelo bidimensional, que poderia ser obtido pela justaposicdo, ao lon-

go da direcdo vertical, de un nimero crescente de cadeias.

A nossa tarefa consiste en calcular a funcdo candnica de

particdo associada a estes modelos,

Z=2exp(-7<]TE(C)) , (2.1)
¢

onde C designa uma configuragdo de fons en toda a rede de ligagdes dehi-
drogénio e E(C) & a energia correspondente a esta configuracdo. O cali-
culo de z fica mais simples se considerarmos apenas as ligagcdes de hi-
drogénio na direcdo horizontal e designarmos por %, 0 estado do par de
ligagdes horizontais de hidrogénio entre os vértices | e <+ (ver figu-
ra 2). Para qualquer i, o estado & ¢ totalmente especificado quando
damos os sentidos, para a esquerda ou para direita, das setas que defi-
nem as posicdes dos fons de hidrogénio nas ligagdes (ha, portanto, qua-
tro valores disti'ntos de @i. que estdo indicados na figura 2¢). Por ou-
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tro lado, un estado da rede como um todo fica parcialmente especificado

quando damos a sequéncia {<I>1, ®,,

funcdo de particdo (2.1) pode ser escrita como

cany ®N3. Em termos destas sequénciasa

Z = ) T {¢l,¢2,...,¢ } (2.2)

: i
{o,,0,,...,9,}

onde é facil verificar que a funcéo T{<I>1,<I>2,...,<I>N} se fatoriza na for-
ma

T{8,,8;,...,0

= Tl e )T (e, 0 ). T(ey (,0) o (2.3)

Como devera ficar absolutamente claro na secgdo seguinte, onde aplicamos

0 método ao modelo de seis vértices, um termo do tipo T(<I>7:,<I> ) é dado

7+1
por

€
(e,,8;,,) =§ exp(~ z‘%) , (2.4)

onde o designa uma configuragdo das ligagoes verticais, ao longo da co-
luna £+ (h& duas ligagdes verticais, como na figura 2b), compativel com

os particulares valores dos estados @7,. ed « A energia Eo € dada pela

Z+1
soma das energias das configuragcdes de vértices formadas pelos estados

O'L e @i+l e pela configuragdo vertical o. Na proxima secgdo vamos cal-=

cular explicitamente os valores de T(@i,éi ) para os modelos de seis

+1
vértices.

Como o0 estado @i pode assumir quatro valores, designhados

7 +I)
constituem os elementos de uma matriz T de ordem bixl4, Esta € a chamada

por <I>a, onde a = 1,2,3,4, podemos dizer que os valores de T(<I>7:, ]

matriz de transferéncia, que aparece de maneira analoga na solugdo do
modelo de Isinglo. Em termos da matriz de transferéncia, a funcdo de
particdo pode ser reescrita como un produto matricial

zZ = 1 7(9,,8,)7(2,,8,) ... T( ) (2.5)

{61,99,...,9,}

ey-12%

Levando em conta as condi¢gdes periddicas de contorno na diregdo horizon-

tal, este produto € dado pelo traco de (g)N, ou seja
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z=1 @"= ] ()" (2.6)

onde )\k é o késimo autovalor da matriz T.

A discussdo da transicdo de fases que ocorre neste modelo
centraliza-se, portanto, no estudo dos autovalores da matriz de trans-
feréncia. Caso haja un autovalor maximo )‘m’ qualquer que seja a tempe-
ratura, a fungdo energia livre por vértice no limite termodindmico sera
dado por

F(T) = lim -%lnz='k—1—£n>‘m. (2.7)

N

No entanto, se o autovalor maximo corresponder a diferentes expressdes
algébricas an direferentes regides de temperatura, a energia 1livre se

ramifica, abrindo a possibilidade de um transicdo de fases.

3. MODELOS DE 6 VERTICES

Neste seccdo vamos considerar un modelo de 6 vértices ge-
neralizado, com as seguintes energias: as configuracfes de vértices dos
tipos (1) e (2) tém energia e,, as configuragdes (3) e (4) tém energia
€, e as configuracdes (5) e (6) tém energia €4 (ver figura 1). Para €4
=0 eey =¢e3 =€ >0 este modelo corresponde ao analogo unidimensional
do modelo de Slater para o KDP. Na realidade, quando €; ou €, forem as
menores energias o modelo é estritamente ferroelétrico (pois o estado
fundamental corresponde a configuracdes de vértices que possuem un Mo-
mento de dfpolo elétrico). Para ey =0 e e} =€, =€ >0 este modelo
corresponde ao analogo do chamado modelo F (que & estritamente antifer-

roelétrico).

Utilizando a definicdo (2.4) é facil construir a seguinte

matriz de transferéncia:
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K2 + k2 0 0 0
1 2

: 0 % K K2 0
T o= 12 (3.1)
- 0 K2 2K K 0
3 12
0 0 0 k% + x2
1 2
onde K. = exp(-ei/kT) para i =1, 2, 3. 0Os elementos desta matriz de

transferéncia estdo representados graficamente na figura 3. Para obter

as suas expressdes algébricas 'basta encontrar as configuragdes possi -~

veis de setas verticais e calcular a enetgia correspondente a cada vér-
¢

tice. Os autovalores de (3.1) séao

= = 2 2
A =x, =K+ KD (3.2a)
Ay = KK, - K} (3.2b)
= 2
A, = 2K, + K2 (3.2¢)
——>— ——>— >—
—— —> > >
——> ———>— < <
—>— o ———>— — >
— —>
—> < ———— <
—>— —> <«

Fig.3 - Representacdo grafica da matriz de transferéncia. Gs elementos
desta matriz podem ser obtidos, a partir de (2.4). identificando-se as
configuracbes de setas verticais canpativeis com os valores dos esta-
dos @. e $+, e escrevendo a energia de cada vértice. Nao se deve es-
quecer de levar em conta as condi¢bes periédicas de contorno na dire-

cdo vertical.

Particularizando para o analogo do modelo de Slater do

KDP temos :
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2¢

}\1=7\2=1+exp(-ﬁ) (3.3a)
Ay = 2 expl= 25 - exp(- 22 (3.3b)
Ay = 2 exp(- 7<€_T) + exp(- kz—;) (3.3¢)

E facil verificar que Aq € o menor autovalor para qualquer valor datem-
peratura. No entanto, para baixas temperaturas A, = A, é 0 maior auto-
valor, mas para temperaturas suficientemente altas Xy, < que se trans-
forma no maior autovalor. Temos entdo uma temperatura critica dada por

- (3.4)
)\1 = >"+
ou seja,
. E
chmznZ ! (3.5)

que por sinal corresponde & temperatura de transicdo do modelo de Sla-

ter para o KOP en qualquer dimens&o®. Para T<Tc, a energia livre por
vértice é dada por
_2e 6)
f'(T)=-7—<-22—1£n l+eﬁ (3.

F(I) =-S5 3n |2 e + e (3.7)

Calculando a entropia a partir das expressdes da energia livre, é facil

verificar que en T ha un calor latente dado por

L =T As=£e (3.8)
e 5

Portanto, a transi¢cdo de fases no modelo unidimensional do KDP pode ser

classificada como de primeira ordem.

Particularizando agora para o analogo do modelo antiferro-

elétrico F obtemos:

M o= 2, = 2 expl- 29) (3.9a)
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2¢

Ay =2 exp(- 7 - 1 (3.9b)
Ay = 2 exp(- 13_; + 1 (3.9¢)

Analisando estas expressbes fica claro que A, € o maior autovalor para
todas as temperaturas finitas. Portanto, a energia livre sera uma fun-

cao perfeitamente analitica, dada por

_2¢e
f(T)=--k-§-zn[z eﬁ+l} (3.10)

e 0 modelo F em uma dimensdo ndo exibe transicdo de fases. Alias, mesmo
em duas dimensdes o modelo F exibe uma transicdo muito peculiar = de

ordem infinita = em que a energia livre ndo € analftica, mas todas as

suas derivadas existem e sdo bem definidas’.

4. O MODELO DE 8 VERTICES

Vamos agora estudar um modelo de 8 vértices, definido pe-
las mesmas energias do modelo de 6 vértices generalizado da sec¢do an-
terior com a adicdo de uma energia €, associada as configuragdes devér-
tices dos tipos (7) e (8) (ver figura 1). Portanto, para g,* os resul-

tados que vamos obter sdo idénticos aos do modelo generalizado de 6 vér-

tices.
A matriz de transferéncia & dada por
2 2
K1 + K2 0 0 ZKsKu
2K, K K2 + K2 0
172 4
o= 0 3 (&.1)
a 2 2
0 K3 + Kl+ ZKIK2 0
2 2
2K3K,* -0 0 K1 + K2
onde Ki = exp(-€./kT) comi =1,...,4. Levando e&n conta a simetria em

relagdo as duas diagonais, esta matriz pode ser facilmente diagonaliza-

da, fornecendo os quatro autovalores
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A,2 = 2KK, * (K3 + k2) (4.2)

1

K%+K§iZKK (4.3)

A3,y 3%y

Caro A;>X, e Ag>}y,, a existéncia de uma transicdo de fases devera depen-
der da competicdo entre os valores de A; e A3 @n fungao da temperatura.
Assim, se houver transicdo a temperatura critica sera dada por A o= A3,

ou seja,

Ky - K02 = (kg - &,)? (4.4)

Vamos fazer uma escolha particular de energias que corres~
pondem fisicamente ao modelo de Slater para o KH,P0, com a adi¢cdo das

configuragc8es duplamente ionizadas. Entdo temos

Ei =0
€y = €3=¢€>0 (4.5)
€, =ne , com n >0
Neste caso a equacdo (4.4) fica
1 - exp{- % =+ | exp(- 7<€_T') - exp(- %Ef)] (4.6)

Como apenas o sinal positiva pode levar a uma solucdo ndo trivial,a tem-

peratura de transicdo é finalmente dada por
- _E& _ ney _
1 - 2 exp( Ff) + exp( k—-T-) 0 (4.7)

E facil verificar que sé existem solugbes ndo triviais de
(4.7) quando#n>2 (e que paran-e, obtemos a temperatura de transig¢ao do
modelo de Slater para o KDP). A caracteristica inusitada da solugdo des-
te modelo & que a existéncia da transigdo de fases depende crucialmente
da relacdo entre as energias dos estados excitados. Para #ng?2, 13 é o
maior autovalor para todos os valores da temperatura e a energia livre
do modelo é uma funcdo analitica. Paran>2, Aq € o maior autovalor para
temperaturas baixas, enquanto A € o maior autovalor para temperaturas
altas; neste caso a transigcdo & de primeira ordem, como pode ser veri-

ficado pelo calculo do calor latente.
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Fig.4 - Diagrama de fases T contra n para o modelo de oito vértices.
As linhas tracejadas indicam os valores assintfticos da curva.

0 diagrama de fases an funcdo de T e n estd representado
na figura 4 -como ndo ha um ponto critico para T e n finitos, ndo €
possivel passar continuamente da fase ferro para a fase paraelétrica,
como acontece nos diagramas usuais campo - temperaturas dos cristais
ferroelétricos. A solugdo exata do modelo de 8 vértices en duas dimen-
sGes? também apresenta um comportamento peculiar, com expoentes criti~
cos que dependem da relagdo entre as energias dos estados excitados. No
entanto, en duas dimensdes continua havendo transicdo para todos os va-
lores de N, embora o caso n=2 represente uma espécie de confluéncia en-
tre regides an que as solugdes sdo dadas por formas funcionais diferen-

tes.

5. O MODELO DE 12 E DE 16 VERTICES

Finalmente vamos considerar os analogos unidimensionais
do modelo de Takagi para o KDP 9 (gque leva em conta todas as 16 confi-
guragdes no entorno de cada vértice) e de um modelo de 12 vértices, re-
centemente proposto para explicar a transi¢cdo de fases no acido quadra-
tico HpC,0, 3. Nestes dois casos os anélogos unidimensionais ndo apre-
sentam transicdo de fases, pois todos os elementos dasmatrizes detrans=-
feréncia sdo positivamente definidos. Podemos entdo aplicar o teorema
de Perron-Frobeniusl®, que nos garante que sempre existe um autovalor
maximo que ndo € degenerado.
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No modelo de Takagi para o KDP, além das configuracdes
neutras que j& haviam sido consideradas por Slater, devemos também le-
var en conta todas as configuragdes ionizadas. Podemos entdo escolher

as seguintes energias

el=0
82=€3=E>0
(5.1)
€y, = ne
55=m€

onde g, é a energia das configuracBes de vértices duplamente ionizadas
(que ja foram consideradas no modelo de 8 vértices) e €g € a energia
das configuracbes de vértices dos tipos {9) a (16), que conttm apenas
uma carga adicional, de sinal positivo ou negativo. Takagi também su-
pde que m>1 (pois os estados idnicos devem ser bem menos provaveis do
que os estados que obedecem as regras do gelo) e que r>m {(pois os esta-
dos duplamente ionizados s&o ainda menos provaveis). Fisicamente seria
plausivel supor quen >>m e escrever un modelo que incluisse apenas 1k

configuracdes de vértices.

A matriz de transferéncia para o modelo de Takagi & dada

por
A B B ¢\
B D E B
_:[_7 = . (5-2)
- B . E D B
c B B 4/
onde
A =1+ exp(- Emk% ) + exp(- % ) (5.3a)
B = exp(- _rkn%) + exp(- st-;_rng_) + 2 exp(-f%%nﬁ) {5.3b)
¢ = 2 exp(- —Z%f—) + 2 exp(- E—;{%,—E) (5.3¢)
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D = 2 exp(- %f) + 2 exp( - Zrk—"% ) (5.3d)

E = 2 exp(- _2%15_) + exp(- %?—;,-) + exp(- % ) (5.3e)
Levando an conta a simetria com relacdo as duas diagonais, € facil ob-

ter os seguintes autovalores

3

A12=-;- {A+C+D+E1[(A+C-D-E')2 +1632] } (5.4a)
Ay= D-E (5.4b)
A, = A- C (5.4¢c)

0 autovalor méaximo para todas as temperaturas & Ay, dando origem a uma

energia livre por vértice da forma
i) = - —kg: an A (5.5)

A figura 5 mostra un grafico do calor especifico do modelo de Takagi en
fungdo da temperatura para varios valores de m (comn = 4m) - pode-se
perceber que & medida que m cresce as curvas se aproximam do calor es-
pecifico do modelo de Slater. Este é um exemplo muito rudimentar do fe-
némeno de cruzamento que ocorre entre classes distintas de comportamen=-

to critico.

0 acido quadratico, que foi sintetizado nos ultimos anos
e cuja transicdo de fases ferroelétrica tem sido recentemente bastante
estudadal3®, apresenta ligagoes de hidrogénio dispostas en camadas, sem
qualquer contato protdnico entre as camadas. Portanto, ao contrario do
KDP, este cristal tem un carater nitidamente bidimensional sob o ponto
de vista estatistico. Devido a restrigdes quimicas, um modelo béasico
para o acido quadréatico = que obedeca estritamente as regras do gelo -
deve levar ean conta apenas as quatro primeiras configuragdes da figura
1. No entanto, un modelo de 4 vértices ndo exibe transicdo de fases,
forgcando-nos a incluir defeitos idnicos para explicar o comportamento

termodinamico do acido quadrético. 0 modelo iénico mais simples e que
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Fig.5 = Grafico do calor especifico do modelo de Takagi em fungdo de
Param = 1, ha

exp (-e/kT) para varios valores de m (com n = km) .
apenas um maximo achatado. A medida que m cresce, o maximo achatado

caminha para a direita (em diregdo a T = =), enquanto surge un pico
cada vez mais pronunciado no entorno da temperatura critica do mode-

lo de Slater.
ainda € compativel com as restrigdes quimicas pode ser descrito pela se-

guinte escolha de energias
€, =¢e>0
(5.6)

eg =me, m> |

Isto €, apenas as quatro primeiras configuragées da figura 1 (divididas

em dois grupos, de energias 0 e e>0 respectivamente) e as oito configu-
racées de vértices dos tipos (9) até (16) € que devem ser levadas em
conta. Temos entdo un modelo de 12 vértices que pode muito bem exibir
uma transicdo de fases en duas dimensfes. 0 andalogo unidimensional des-

te modelo € descrito pela matriz de transferéncia {5.2), com as seguin-

tes expressbes para os seus elementos
= 2me 2
A=1+2 exp(- —k—T—) + exp( - 7% ) (5.7a)
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B = exp(-72) + exp(- S) (5.7b)
¢ = zexp( - 2 ) (5.7¢)
D=2 expl- %) + 2 exp(- ) ' (5.7d)
E =2 exp(- Z%) (5.7e)

Novamente o teorema de Perron-Frobenius garante que hd um autovalor ma-
ximo ndo degenerado e que, portanto, ndo existe transicado de fases nes-
te modelo unidimensional. 0 autovalor maximo € >‘1’ dado pela equagéo
(5.4%), com os valores de 4,8, .., E dados por (5.7) . No entanto, nada
podemos afirmar sobre o modelo bidimensional, para o qual a matriz de
transferéncia no limite terrnodinamico € infinita e o teorema de Perron=-

~Frobenius deixa de ser aplicavel.

6. CONCLUSOES

Utilizamos a técnica da matriz de transferéncia para ob-
ter solugbes exatas de varios analogos unidimensionais dos modelos de
vértices. Devido a presenca de interagdes duras, do tipo volume exclui-
do, os modelos ferroelétricos de 6 vértices sempre exibem uma transi-
¢do de fases de primeira ordem. Ja os modelos antiferroelétricos de 6
vértices an um dimensdo possuem uma energia livre perfeitamente ana=-
1itica para qualquer temperatura finita. Neste nosso trabalho a tran-
sicdo de fases é sempre detectada através da competicdo entre os maio-

res autovalores da matriz de transferéncia.

Os modelos de 8 vértices sdo um pouco mais ricos = podem
exibir ou ndo exibir transicfes de fases dependendo da relagédo entreas
energias dos estados excitados. De certa forma isto reflete o compor-

tamento mais rico do modelo de oito vértices an duas dimensoes.

Gs analogos unidimensional do modelo de Takagi para o KDP
(i6 vértices) e de un modelo idnico recentemente proposto para expli-
car a transicdo de fases no acido quadratico (12 vértices) ndo exibem
transicfes de fases. Isto pode ser imediatamente constatado observando

-se que todos os elementos da matriz de transferéncia sédo positivamen=
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te definidos . Desta forma, estes ultimos modelos estdo bem préximos do

problema unidimensional de Ising.
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