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We use the t rans fe r  mat r i x  technique t o  ob ta in  exact ex- 

pressions f o r  the  free-energy o f  some one-dimensional analogs o f  the
so-cal led v e r t e x o r  i c e  model. These models, which may e x h i b i t  a phase 

t r a n s i t i o n  even i n  one dimension, were o r i g i n a l l y  used by Slater ,  and 

a l so  by Takagi, t o  exp la in  the phase t r a n s i t i o n  i n  the hydrogen-bonded 

f e r r o e l e c t r i c c rys ta l  KH2P04. I n p a r t i c u l a r ,  we discuss the mathemati-
cal  mechanism o f  the thermodynamic anomalies i n  the  6, 8, 12 and 16 -
vertex models . 

U t i  l izamos a técnica da ma t r i z  de t ransferência para ob- 

t e r  a energia l i v r e  exata de alguns análogos unidimensionais dos cha- 

mados modelos e s t a t í s t i c o s  de vé r t i ces  ou modelos do gelo.  Estes mode- 

los, que podem e x i b i  r transições de fases mesmo em uma dimensão, foram 

or ig inar iamente u t i  1 izados por S la ter  e depois por Takagi para exp l i ca r  

a t ransição de fases no c r i s t a l  f e r r o e l é t r i c o  com pontes de hidrogênio 

KH2P04. Discutimos em p a r t i c u l a r  o mecanismo matemático das anomalias 

termodinâmicas nos modelos de 6, 8, 12 e 16 vé r t i ces .  



Neste a r t i g o  vamos def i n i r e resolver exa tamente a 1 guns 

análogos unidimensionais de modelos e s t a t í s t i c o s  que foram o r i g i n a r i a -  

mente propostos para exp l i ca r  a entropia residual  do e a t rans i -  

ção de fases no c r i s t a l  f e r r o e l é t r i c o  KH2P04 2 .  Estes dois mater ia isse 

caracterizam pela presença de pontes de hidrogênio dispostas numa rede 

t r id imensional  ,de coordenação te t raéd r i ca .  A consideração das posi-  

ções acessíveis aos íons de hidrogênio nas pontes conduz ao estabele- 

cimento dos modelos e s t a t í s t i c o s  que vamos estudar e que são generica- 

mente conhecidos como modelos de vé r t i ces  ou modelos do gelo.  Numa es- 

t ru tu ra  unidimensional , as funções de pa r t i ção  associadas aos modelos 

de vé r t i ces  podem ser faci lmente calculadas pela têcnica da ma t r i z  de 

t ransferência,  que f o i  u t i  1 izada por Onsager para a solução o r i g i n a l  do 

problema de I s i ng  em duas dimensões3. No entanto, ao con t rá r i o  do ha- 

mi l ton iano de Is ing,  os nossos modelos podem e x i b i r  uma ' t ransição de 

fases mesmo em uma dimensão. Este fa to ,  que estão relacionado pre- 

sença de interações do t i p o  volume exclu ido,  é que torna os modelos de 

vé r t i ces  part icularmente interessantes sob o ponto de v i s t a  d idá t i co .  

Tanto na es t ru tu ra  do ge lo  quanto na do KH2P04 (que vamos 

chamar de KDP) cada vér t ice ,  que é formado por um oxigênio no caso do 

gelo ou por um grupo P04 no caso do KDP, está 1 igado a quatro outros 

vê r t i ces  através das chamadas pontes de hidrogênio.  Para estabelecer 

as posições dos íons de hidrogênio na es t ru tu ra  do gelo, Paul ingl pro- 

pôs as seguintes regras: (1) cada ponte de hidrogênio deve conter um e 

apenas um íon de hidrogênio (a ponte funciona como um duplo poço de 

potencia l ,  com do is  mínimos próximos dos vé r t i ces  nas suas extremida- 

des) ; (2) no entorno de cada v ê r t  i ce  deve haver dois e apenas do is  

íons de hidrogênio ( i s t o  é, f i c a  preservada a neutra l idade e l é t r i -  

ca dos grupos l imo).  Com base nestas " regras do gelon, Paul i ng  v e r i f  i - 
L 

cou que há um número W mui to grande de configurações em que os íon  

hidrogênio podem ser encontrados e obteve um va lor  aproximado para 

t e  número, 



onde N é o número de v é r t i c e s  ( i s t o  6 ,  de átomos de ox igên io )  . Supondo 

que todas es tas  conf igurações fossem equ iva len tes  a baixas temperaturas, 

Paul i n g  c a l c u l o u  um v a l o r  para a e n t r o p i a  r e s i d u a l  do g e l o  por  mol, 

que estava m u i t o  próximo dos v a l o r e s  exper imenta is  da época 

O c á l c u l o  aproximado do v a l o r  de W pode s e r  efetuado con- 

s i  derando-se as mi c rocon f  igurações de h id rogên ios  no en to rno  de cada 

v é r t i c e  ( v e r  f i g u r a  1 ) .  Das 16 conf igurações de v é r t i c e s  que são possí- 

ve is ,  apenas 6 obedecem a regra (21, da n e u t r a l  idade e l é t r i c a ,  e devem 

s e r  levadas em conta. Por tan to ,  na expressão ( 1  .l) o f a t o r  22N, que dá 

o nümero t o t a l  de conf igurações submetidas apenas ã regra ( 1 ) , deve 
N 

s e r  m u l t i p l i c a d o  p e l o  f a t o r  (6 / l6 )  para se  submeter aos r e q u i s i t o s  da 

n e u t r a l  idade e l é t r i c a .  

A t r a n s i ç ã o  de fases no KDP f o i  exp l  icada p o r  s l a t e r 2  pe- 

l a  a t r i b u i ç ã o  de v a l o r e s  d i s t i n t o s  para as energ ias das s e i s  conf  i g u -  

Fig.1 - Configurações de íons de hidrogênio no entorno de um vér t ice.  

Uma seta apontando para dentro indica um Íons de hidrogênio perto do 

vért ice, enquanto uma seta para fora indica um íon afastado. As con- 

figurações (1) a (6) obedecem estritamente as regras do gelo (elas é 

que definem o modelo de seis vér t ices) .  As conf iguraçÕes (7) e (8) , 
que são duplamente ionizadas, def inem, com as seis configurações an- 

ter iores, o chamado modelo de o i t o  vért ices. As configuraçÕes dos t i -  

pos (9) a (12) correspondem a um vér t ice ionizado negativamente, en- 

quanto as configurações (13) a (16) correspondem a uma ionização po- 

s i t i v a .  175 



rações de h id rogên ios  que são p e r m i t i  das pelas " regras do gelo"  no en- 

t o r n o  de cada v é r t i c e .  Ass im, há duas conf igurações de v é r t i c e s  que têm 

energ ia  nu la  (estados fundamenta i s) e  q u a t r o  conf igurações que têm e- 

n e r g i a  00 (estados exc i tados)  . Na f i g u r a  1 (a ) ,  as conf igurações dos 

t i p o s  (1) e  ( 2 )  têm energ ia  nu la  e as con f  iguraçÕes dos t i p o s  (3 ) ,  ( 4 ) ,  

(5 )  e  (6) têm energ ia  e O .  S l a t e r  e fe tuou  um c á l c u l o  aproximado da fun-  

ção de p a r t i ç ã o  deste modelo e mostrou que a t r a n s i ç ã o  de fases é de 

p r ime i  r a  ordem (em concordância, a1 iás ,  com r e s u l  tados exper imenta is  

recentes para o KH2P04 e o seu isomorfo deuterado KD PO ),com uma tem- 
2 4 

pe ra tu ra  c r í t i c a  dada p o r  

onde k é a cons tan te  de Bol tzmann. 

Não há c á l c u l o s  exatosda e n t r o p i a  de t r a n s i ç ã o  do g e l o  ou 

da função de p a r t i ç ã o  do KDP em t r ê s  dimensões. At ravés de técn icas  

de expansões exatas em s é r i e s ,  pode-se mos t ra r  que o r e s u l t a d o  (1.2) é 

bas tan te  razoável4 e que a t r a n s i ç ã o  no modelo do KDP é de p r i m e i  r a o r -  

dem, com a temperatura c r í t i c a  dada por  (1.3) para qualquer  dimensão5. 

No entanto, é poss íve l  d e f i n i r  análogos b id imensionais  dos modelos do 

g e l o  ou do KDP (numa rede quadrada, por  exemplo), para os quais  L ieb ,  

u t i l i z a n d o  a técn ica  da m a t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  e c e r t o s  conce i tos  de- 

senvolv idos em conexão com o estudo do estado fundamental do h a m i l t o-  

n iano de Heisenberg, f o i  capaz de o b t e r  exatamente o v a l o r  de W e  uma 

forma para a função canõnica de p a r t i ç ã o 6 .  Vár ios  o u t r o s  modelos b i d i -  

mensionais, que podem s e r  d e f i n i d o s  pe la  a t r i b u i ç ã o  de energ ias d i s t i n -  

t a s  às s e i s  conf igurações de v é r t i c e s  compatíveis com as regras do ge- 

l o ,  foram r e s o l v i d o s  por  d ive rsos  autores e são r e v i s t o s  num t r a b a l h o  

de L i e b  e wu7. 

Causou mu i to  i n t e r e s s e  a solução por  6axter8,  há a lguns 

anos, de um modelo b id imensional  do KDP i n c l u i n d o  as duas conf igurações 

duplamente ion izadas (dos t i p o s  7 e 8 na f i g u r a  1 ) .  Este modelo de 8 

v é r t i c e s  tem um comportamento termodinâmico p e c u l i a r ,  com expoentes 

c r í t i c o s  dependendo das energ ias das conf igurações dos v é r t i c e s ,  em con- 

t r a d i ç ã o  com as i d é i a s  a t u a i s  sobre a u n i v e r s a l i d a d e  do comportamento 

c r í t i c o .  Também exis tem na l i t e r a t u r a  algumas considerações sobre mo- 
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delos mais g e r a i s ,  i n c l u i n d o  todos os  16 v é r t i c e s ,  que s6 podem s e r r e -  

s o l v i d o s  exatamente em s i tuações  m u i t o  espec ia is7.  Um modelo de16 v é r -  

t i c e s  f o i  proposto e r e s o l v i d o  de maneira a p r o x i m a d a  por  ~ a k a ~ i ~  pa- 

r a  es tudar  a i n f l u ê n c i a  dos íons na t r a n s i ç ã o  de fases do KDP. 

Como já dissemos, o o b j e t i v o  des te  t r a b a l h o  é a cons t ru-  

ção e a solução exata de análogos unid imensionais  de modelos de 6, 8, 

12 e 16 v é r t i c e s .  A t é c n i c a  da m a t r i z  de t rans fe rênc ia1°  será u t i l i z a -  

da a f i m  de mos t ra r  que a t r a n s i ç ã o  de fases e s t á  associada 5 degene- 

rescência do seu a u t o v a l o r  mãximo. A e x i s t ê n c i a  da t r a n s i ç ã o  n e s t e s  

modelos unid imensionai  s  se r e l a c i o n a  com a presença de i nterações du- 

ras, do t i p o  volume exc lu ido ,  que não estão presentes no hami l ton iano  

de I s i n g .  E impor tante apontar  que argumentos como o de ~ a n d a u l l ,  que 

excluem t rans ições  em uma dimensão, não se apl icam na presenças destas 

in terações duras. Um o u t r o  análogo unid imensional  dos modelos do KDP 

de S l a t e r  e  Takagi j á  hav ia  s i d o  d i s c u t i d o  por  ~ a ~ l e l ~ .  Os nossos aná- 

logos unid imensionaio,no en tan to ,  são um pouco mais complexos e r e a l -  

mente const i tuem o núc leo  bás ico  a p a r t i r  do qual  os modelos bidimen- 

s i o n a i s  devem s e r  cons t ru ídos .  

Na secção 2 def in imos a geometr ia  do análogo unid imensio-  

na1 dos modelos de v é r t i c e s  e d iscut imos a t é c n i c a  da m a t r i z  de t rans-  

f e r ê n c i a .  Na secção 3 resolvemos um modelo genera l i zado  de 6 v é r t i c e s  

e p a r t i c u l a r i z a m o s  as soluções para o modelo de S l a t e r  do KDP e para o 

modelo a n t i f e r r o e l é t r i c o  F de R ~ S ' .  Na secção 4 resolvemos o modelo de 

8 v é r t i c e s  e d iscut imos um poss íve l  diagrama de fases.  O modelo de Ta- 

kag i  (16 v é r t i c e s )  e  um modelo i ô n i c o  de 12 v é r t i c e s  para a t r a n s i ç ã o  

de fases no c r i s t a l  f e r r o e l é t r i c o  C4O4t i2  são r e s o l v i d o s  na secção 5. 

Finalmente apresentamos algumas conclusões na secção 6 .  

2. CONSTRUÇAO DOS MODELOS E DA MATRIZ 
DE TRANSFERÊNCIA 

Os nossos modelos são c o n s t i t u í d o s  por  uma cadeia dupla 

de N v é r t i c e s  na d i r e ç ã o  h o r i z o n t a l  e  M=2 v é r t i c e s  na d i reção  v e r t i c a l ,  

de acordo com a geometr ia ind icada na f i g u r a  2a. Vamos ado ta r  condi-  

ções p e r i ó d i c a s  de contorno t a n t o  na d i reção  h o r i z o n t a l  quanto na d i  re -  



Fig .2  - Na par te  (a) estã def in ida  a geometria dos nossos análogos 

unidimensionais. Na par te  (b), as condições periódicas de contorno na 

direção v e r t i c a l  evidenciam que cada v é r t i c e  está ligado aos seus v i -  

zinhos através de quatro pontes de hidrogênio. Na parte ( c )  indicamos 

graficamente os quatro valores possíveis de um estado Qi. 

ção v e r t i c a l .  Podemos então d i z e r  que cada v é r t i c e  e s t ã  e fe t i vamente  li- 

gado a qua t ro  o u t r o s  v é r t i c e s  a t ravés  de pontes de h i d r o g ê n i o  (na f i g u -  

r a  2b j á  indicamos a geometr ia do modelo com condições p e r i ó d i c a s  de 

contorno na d i  reção v e r t i c a l )  . No fundo e s t a  cadeia dupla é o gérmen do 

modelo b id imens iona l ,  que poder ia  s e r  o b t i d o  p e l a  justaposição,  ao l o n -  

go da d i reção  v e r t i c a l ,  de um número crescente de cadeias.  

A nossa t a r e f a  c o n s i s t e  em c a l c u l a r  a função canônica de 

p a r t i ç ã o  associada a estes modelos, 

onde C designa uma conf iguração de íons em toda a rede de 1 i gações de hi - 
drogênio e E ( C )  é a energ ia correspondente a e s t a  conf iguração.  O c ã l -  

c u l o  de Z f i c a  mais simples se considerarmos apenas as l i gações  de h i -  

drogênio na d i  reção h o r i z o n t a l  e designarmos por  ai o estado do par  de 

1 igações h o r i z o n t a i s  de h i d r o g ê n i o  e n t r e  os v é r t i c e s  i e i+l ( v e r  f i g u -  

r a  2) . Para qualquer  i, o estado @ é to ta lmente espec i f i cado  quando 

damos os sen t idos ,  para a esquerda ou para d i  r e i  ta ,  das setas que def i - 
nem as posições dos íons de h i d r o g ê n i o  nas 1 igações (há, por tan to ,  qua- 

t r o  v a l o r e s  d is t i ' n tos  de @ que estão ind icados na f i g u r a  2c) . Por ou- i' 



t r o  lado, um estado da rede como um todo f i c a  parcialmente especi f icado 

quando damos a sequência {O1, 02,. . . , O 3 .  Em termos destas sequências a N 
função de pa r t i ção  (2.1) pode ser e s c r i t a  como 

onde 6 f á c i l  v e r i f i c a r  que a função T(01,029 .,,,O 1 se f a t o r i z a  na f o r -  N 
ma 

Como deverá f i c a r  absolutamente c l a r o  na secção seguinte, onde apl  icamos 

o método ao modelo de se is  vér t i ces ,  um termo do t i p o  T ( @ ~ , @ ~ + ~ )  é dado 

PO r 

onde o designa uma configuração das 1 igações v e r t i c a i s ,  ao longo da co- 

luna i+l (há duas 1 igações v e r t i c a i s ,  como na f i g u r a  2 b ) ,  compatível com 

os pa r t i cu la res  valores dos estados Oi e . A energia E é dada pela o 
soma das energias das configurações de vé r t i ces  formadas pelos estados 

O. e e pela configuração v e r t i c a l  o. Na próxima secção vamos cal  - 
2 

cu la r  expl ic i tamente os valores de T ( O ~ , O ~ + ~ )  para os modelos de se is  

vé r t i ces .  

Como o estado a .  pode assumi r quatro valores, designados 
2 

por P ,  onde a = 1,2,3,4, podemos d izer  que os valores de T(Oi, Oi+,) 

constituem os elementos de uma ma t r i z  T de ordem 4x4. Esta é a chamada 

ma t r i z  de transferência, que aparece de manei ra análoga na solução do 

modelo de l s i n g l O .  Em termos da ma t r i z  de t ransferência,  a função de 

par t ição pode ser reesc r i t a  c m o  um produto m a t r i c i a l  

Levando em conta as condições per iõdicas de contorno na di reção hor izon-  

t a l ,  este produto é dado pelo t raço de (:)', ou seja 



N Z = Tr (T) = 1 ( A ~ )  
N 

- 
k 

onde $ é O késim autovalor  da ma t r i z  T. - 

A discussão da t ransição de fases que ocorre neste modelo 

cent ra l  i za-se, portanto, no estudo dos autovalores da mat r i  z  de t rans-  

ferência.  Caso haja um autovalor  máximo X , qualquer que seja a tempe- rn 
ratura,  a função energia l i v r e  por v é r t i c e  no l i m i t e  termodinâmico será 

dado por 

f ( ~ )  = l i m  - -  k T ZN Ln z = - - en irn . 
N* 2 

No entanto, se o autovalor  máximo corresponder a d i fe rentes  expressões 

algébricas em d i  referentes regiões de temperatura, a energia 1 i v r e  se 

ramif ica,  abrindo a poss ib i l idade de uma transição de fases. 

3. MODELOS DE 6 VÉRTICES 

Neste secção vamos considerar um modelo de 6 vé r t i ces  ge- 

neral  izado, com as segui ntes energias: as configurações de vé r t i ces  dos 

t ipos  (1) e (2) têm energia E ~ ,  as configurações ( 3 )  e (4)  têm energia 

E~ e as configurações (5) e (6) têm energia c 3  (ver f i g u r a  1) . Para 

= O e E2 = E~ = E > O este modelo corresponde ao análogo unidimensional 

do modelo de S la ter  para o KDP. Na real idade, quando ou forem as 

menores energias o modelo é estr i tamente f e r r o e l é t r i c o  ( ~ o i s  o estado 

fundamental corresponde a configurações de vé r t i ces  que possuem um mo- 

mento de d í p l o  e l é t r i c o ) .  Para E~ = O e = E~ = E > O este modelo 

corresponde ao análogo do chamado modelo F (que 6 estr i tamente a n t i f e r -  

r o e l é t r i c o ) .  

U t i l i zando  a def in ição (2.4)  é f ã c i  

ma t r i z  de t ransferência:  

1 constru i  r a seguinte 



onde I$ = e x p ( - e . / k ~ )  para i = 1, 2, 3.  0s elementos desta m a t r i z  de 
2 

t r a n s f e r ê n c i a  es tão  representados graf icamente na f i g u r a  3 .  Para o b t e r  

as suas expressões a l g é b r i c a s  'basta encon t ra r  as conf igurações p o s s  í - 
v e i s  de se tas  v e r t i c a i s  e c a l c u l a r  a eneqgia correspondente a cada v é r -  

t i c e .  Os au tova lo res  de (3.1) são 

Fig . 3  - Representação gráf ica da matr iz de transferência. Os elementos 

desta matr iz podem ser obtidos, a p a r t i r  de (2.4). identif icando-se as 

configurações de setas ve r t i ca is  canpatíveis com os valores dos esta- 

dos @. e $+, e escrevendo a energia de cada vér t ice.  Não se deve es- 

quecer de levar em conta as condições periódicas de contorno na d i re-  

ção ver t i ca l .  

P a r t i c u l a r i z a n d o  para o análogo do modelo de S l a t e r . d o  

KDP temos : 



E f á c i l  v e r i f i c a r  que X 3  é o menor autovalor  para qualquer v a l o r  datem- 

peratura. No entanto, para baixas temperaturas AI = X2 é o maior auto- 

va lor ,  mas para temperaturas suficientemente a1 tas X4 < que se t rans-  

forma no maior autovalor .  Temos então uma temperatura c r i t i c a  dada por 

OU seja, 

que por s i na l  corresponde S temperatura de t ransição do modelo de Sla- 

t e r  para o KDP em qualquer dimensão5. Para T<T a energ i a l i v r e  por 
C '  

v é r t i c e  é dada por 

enquanto para T>Tc temos 

Calculando a ent rop ia  a p a r t i r  das expressões da energia l i v r e ,  é f á c i l  

v e r i f i c a r  que em Te há um ca lo r  l a ten te  dado por 

Portanto, a t ransição de fases no modelo unidimensional do KDP pode ser 

c l ass i f i cada  como de pr imeira ordem. 

Par t icu lar izando agora para o análogo do modelo an t i f e r ro-  

e l é t r i c o  F obtemos: 



Ana1 isando estas expressões f i c a  c l a r o  que X4  6 o maior  a u t o v a l o r  para 

todas as temperaturas f i n i t a s .  Por tanto,  a energ ia  1 i v r e  será uma fun-  

ção per fe i tamente  a n a l í t i c a ,  dada por  

e o modelo F em uma dimensão não ex ibe  t r a n s i ç ã o  de fases.  A l i a s ,  mesmo 

em duas dimensões o modelo F ex ibe  uma t r a n s i ç ã o  m u i t o  pecul i a r  - de 

ordem i n f i n i t a  - em que a energ ia l i v r e  não é anal i t i c a ,  mas todas as 

suas der ivadas ex is tem e são bem de f  i n i d a s 7 .  

4. O MODELO DE 8 VÉRTICES 

Vamos agora es tudar  um modelo de 8 v é r t i c e s ,  d e f i n i d o  pe- 

l a s  mesmas energ ias do modelo de 6 v é r t i c e s  genera l i zado  da secção an- 

t e r i o r  com a ad ição  de uma energ ia  associada ãs conf igurações devér-  

t i c e s  dos t i p o s  (7) e (8) ( v e r  f i g u r a  1 ) .  Por tanto,  para e4+=os r e s u l -  

tados que vamos o b t e r  são i d ê n t i c o s  aos do modelo genera l  izado de 6 vér-  

t i c e s .  

A m a t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  6 dada por  

onde Ki = exp(-E ./kZ') com i = 1 , . . . , h .  Levando em conta a s i m e t r i a  em 

re lação  às duas d iagonais ,  e s t a  m a t r i z  pode s e r  f a c i l m e n t e  d iagona l i za -  

da, fornecendo os q u a t r o  au tova lo res  



Como hl>A2 e X 3 7 X 4 ,  a ex is tênc ia  de uma transição de fases deverá depen- 

der da competição en t re  os valores de X1  e X 3  em função da temperatura. 

Assim, se houver t rans ição a temperatura c r í t i c a  será dada por A I  = 
I 3 3  

OU seja, 

(K1 - K 2 l 2  = (K3 - K 4 I 2  (4.4) 

Vamos fazer uma escolha p a r t i c u l a r  de energias que corres- 

pondem fisicamente ao modelo de S la te r  para o KH2P04 com a adição das 

configurações duplamente i oni  zadas . Então temos 

E1 = 0 

E p = E 3 = E > 0  

= n E  , com n > O 

Neste caso a equação (4.4) f i c a  

Como apenas o s i n a l  p o s i t i v a  pode levar  a uma solução não t r i v i a 1 , a  tem- 

peratura de t ransição é f inalmente dada por 

E f ã c i l  v e r i f i c a r  que só existem soluções não t r i v  

.7) quando n > 2  (e que para n a ,  obtemos a temperatura de t rans 

i a i s  de 

ição do 

modelo de S la ter  para o KDP) . A ca rac te r í s t i ca  i nusi tada da solução des- 

t e  modelo é que a ex is tênc ia  da t ransição de fases depende crucialmente 

da relação en t re  as energias dos estados excitados. Para n< 2, X 3  é o 

maior autovalor  para todos os valores da temperatura e a energia l i v r e  

do modelo é uma função a n a l i t i c a .  Para n>2,  X 3  é o maior autovalor  para 

temperaturas baixas, enquanto X é o maior autovalor  para temperaturas 1 
a l tas ;  neste caso a t ransição é de pr imei ra  ordem, como pode ser v e r i -  

f i cado pelo cá l cu lo  do ca lo r  la ten te .  



Fig.4 - Diagrama de fases T contra n para o modelo de o i t o  vértices. 

As linhas tracejadas indicam os valores assintõticos da curva. 

O diagrama de fases em função de T e n está  representado 

na f i g u r a  4 -como não há um ponto c r í t i c o  p a r a T  e n  f i n i t o s ,  não é 

possível passar continuamente da fase f e r r o  para a fase p a r a e l é t r i c a ,  

como acontece nos diagramas usuais campo - temperaturas dos c r i s t a  i s 

f e r r o e l é t r i c o s .  A solução exata do modelo de 8 vé r t i ces  em duas dimen- 

sÕes8 também apresenta um comportamento pecul i ar ,  com expoentes c r í t  i - 
cos que dependem da relação en t re  as energ i as dos estados exc i tados. No 

entanto, em duas dimensões continua havendo t ransição para todos os va- 

lores de n, embora o caso n=2 represente uma especie de conf luência en- 

t r e  regiões em que as soluções são dadas por formas funcionais d i fe ren-  

tes.  

5. O MODELO DE 12 E DE 16 VÉRTICES 

Finalmente vamos considerar os análogos unidimensionais 

do modelo de Takagi para o KDP (que leva em conta todas as 16 conf i- 

gurações no entorno de cada vé r t i ce )  e de um modelo de 12 vér t ices ,  re-  

centemente proposto para expl  i car a t ransição de fases no ácido quadrá- 

t i c o  t i2C4O4 l 3 .  Nestes dois casos os análogos unidimensionais não apre- 

sentam t rans ição de fases, po i s  todos os elementos dasmatrizes detrans- 

ferência são posit ivamente d e f i n i  dos. Podemos então ap l  i c a r  o teorema 

de ~ e r r o n - ~ r o b e n i u s l ~ ,  que nos garante que sempre e x i s t e  um autovalor  

máximo que não é degenerado. 



No modelo de Takagi para o KDP, além das configurações 

neutras que já haviam s ido  consideradas por S la ter ,  devemos também l e -  

var em conta todas as configurações ionizadas. Podemos então e s c 0  l he r 

as seguintes energiâs 

E1 = 0 

E g = E 3 = E > 0  

onde c4 é a energia das configurações de vé r t i ces  duplamente ionizadas 

(que já foram consideradas no modelo de 8 vér t i ces)  e e 5  ê a energia 

das configurações de vé r t i ces  dos t i pos  (9)  a (16), que contêm apenas 

uma carga ad ic iona l ,  de s ina l  p o s i t i v o  ou negativo. Takagi tambêm su- 

põe que m > l  (pois os estados iônicos devem ser bem menos prováveis do 

que os estados que obedecem as regras do gelo)  e que n>m (po is  os esta- 

dos duplamente ionizados são ainda menos prováveis) . Fisicamente s e r i  a 

p lausível  supor que n > > r n  e escrever um modelo que i nc lu i sse  apenas 14 

configurações de v ê r t  i ces . 
A ma t r i z  de t ransferência para o modelo de Takagi é dada 

onde 



Levando em conta a s ime t r i a  com relação ãs duas diagonais, é f ã c i  1 ob- 

t e r  os seguintes autovalores 

h 4 =  A - C  ( 5 . 4 ~ )  

O autovalor  máximo para todas as temperaturas é AI, dando origem a uma 

energia l i v r e  por v é r t i c e  da forma 

A f i g u r a  5 mostra um g rã f  i c o  do ca lo r  espec i f i co  do modelo de Takagi em 

função da temperatura para vãr ios  valores de m (com n = 4m) - pode-se 

perceber que ã medida que m cresce as curvas se aproximam do ca lo r  es- 

pecrf  i c o  do modelo de S la ter .  Este é um exemplo mui to rudimentar do fe-  

nômeno de cruzamento que ocorre en t re  classes d i s t i n t a s  de comportamen- 

t o  c r í t . i co .  

O ácido quadrático, que f o i  s in te t izado nos úl t imos anos 

e cuja t ransição de fases f e r r o e l é t r i c a  tem s ido  recentemente bastante 

estudada13, apresenta 1 igações de hidrogênio dispostas em camadas, sem 

qualquer contato protônico en t re  as camadas. Portanto, ao c o n t r á r i o  do 

KDP, es te  c r i s t a l  tem um cará ter  nit idamente bidimensional sob o ponto 

de v i s t a  e s t a t í s t i c o .  Devido a res t r ições químicas, um modelo básico 

para o ácido quadrãt ico - que obedeça estr i tamente as regras do gelo - 
deve levar  em conta apenas as quatro pr imeiras configurações da f i g u r a  

1 .  No entanto, um modelo de 4 vé r t i ces  não exibe t ransição de fases, 

forçando-nos a i n c l u i r  de fe i tos  iônicos para exp l i ca r  o comportamento 

termodinâmico do ácido quadrãtico. O modelo iôn ico  mais simples e que 



- exp í-€/kT) -, 

Fig.5 - Gráfico do calor especif ico do modelo de Takagi em função de 

exp ( - E ~ T )  para vários valores de rn (com n = 4m) . Para m = 1, há 

apenas um máximo achatado. A medida que m cresce, o  máximo achatado 

caminha para a d i  re i  ta (em d i  reção a T = m) , enquanto surge um pico 

cada vez mais pronunciado no entorno da temperatura c r i t i c a  do mode- 

l o  de Slater.  

a inda é compatível com as r e s t r i ç õ e s  químicas pode s e r  descr i  t o  p e l a  se- 

g u i n t e  escolha de energ ias 

I s t o  é, apenas as q u a t r o  p r i m e i r a s  conf igurações da f i g u r a  1 ( d i v i d i d a s  

em d o i s  grupos, de energ ias O e  e>O respect ivamente) e  as o i t o  c o n f i g u-  

rações de v é r t i c e s  dos t i p o s  (9)  a t é  (16) é que devem s e r  1 e v a d a s  em 

conta.  Temos então um modelo de 12 v é r t i c e s  que pode m u i t o  bem e x i b i r  

uma t r a n s i ç ã o  de fases em duas dimensões. O análogo unid imensional  des- 

t e  modelo é d e s c r i t o  p e l a  m a t r i z  de t r a n s f e r ê n c i a  (5.2),  com as seguin-  

tes  expressões para os seus elementos 



Novamente o teorema de Perron-Frobenius garante que h; um autovalor  má- 

ximo não degenerado e que, portanto, não e x i s t e  t ransição de fases nes- 

t e  modelo unidimensional. O autovalor  máximo é X1, dado pela equação 

(5.4a1, com os valores de A,B,. . ., E dados por (5.7) . No entanto, nada 

podemos a f i rmar  sobre o modelo bidimensional, para o qual a mat r iz  de 

t ransferência no 1 im i te  terrnodinâmico é i n f i n i t a  e o teorema de Perron- 

-Frobenius deixa de ser apl  icável  . 

Ut i l izamos a técnica da mat r iz  de t ransferência para ob- 

t e r  soluções exatas de vãr ios  analogos unidimensionais dos modelos de 

vér t ices .  Devido à presença de interações duras, do t i p o  volume exc lu í-  

do, os modelos f e r r o e l é t r i c o s  de 6 vé r t i ces  sempre exibem uma t r a n s i -  

ção de fases de prime,ira ordem. Já os modelos ant i f e r r o e l é t r i c o s  de 6 
vé r t i ces  em UM dimensão possuem uma energia l i v r e  perfeitamente ana- 

1 ít ica para qualquer temperatura f i n i t a .  Neste nosso t rabalho a t ran-  

sição de fases é sempre detectada através da competição ent re  os maio- 

res autovalores da mat r iz  de t rans ferênc ia .  

Os modelos de 8 vé r t i ces  são um pouco mais r i c o s  - podem 

e x i b i  r ou não e x i b i  r t ransições de fases dependendo da relação entreas 

energias dos estados excitados. De ce r ta  forma i s t o  r e f l e t e  o compor- 

tamento mais r i c o  do modelo de o i t o  vé r t i ces  em duas dimensões. 

Os análogos unidimensional do modelo de Takagi para o KDP 

( i 6  vér t i ces)  e de um modelo iôn ico  recentemente proposto para expl i- 

car a t ransição de fases no ácido quadrát ico (12 vér t i ces)  não exibem 

transições de fases. I s t o  pode ser imediatamente constatado observando 

-se que todos os elementos da ma t r i z  de t ransferência são posi tivamen- 



t e  def in idos . Desta forma, estes 61 timos modelos estão bem prõximos do 

problema unidimensional de Is ing .  
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