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A c o n s t i t u t i v e  equation descr ib ing  the s o l i d - f l u i d  i n t e r a c t i o n  

i n  the f low o f  non-newtonian f l u i d s  through porous media and f l u i d i zed 

beds has been experimental l  y es tab l  ished. The resul  t i s a general i z a t  ion  

o f  the Forchheimer quadrat ic  equation, which i s v a l i d  f o r  a la rge c lass  

o f  f l u i d s .  

A equação const i t u t  i va  para o termo de interação só l i do- f  l u i d o  

no escoamento de f l uidos não-newtonianos é estabelecida experimenta lmen

t e  em meios porosos f i x o s  e f lu id izados.  Obtêm-se uma general ização da 

forma quadrãt ica de Forchheimer, vál ida  para uma classe ampla de f lu idos .  

1. INTRODUÇAO 

A importância do escoamento de f l u i d o s  não newtonianos em meios

porosos es tá relacionada com as técnicas de recuperação t e r c i á r i a  de pe- 

t r ó l e o  e com o processamento de soluções pol  iméricas, pol  imeros fundidos, 

emulsões e suspensões na i ndús t r i a  química e farmacêutica. 

* Trabalho apresentado no V?  Encontro sobre Escoamento em Meios Porosos, 

Rio de Janeiro, outubro de 1978. 



No escoamento l e n t o  a t r a v é s  de meios c o n s t i t u í d o s  de p a r t í c u -  

l a s  r e l a t i v a m e n t e  grandes, a p rev isão  queda de pressão-vazão t e m  s i d o  

f e i t a  de modo s a t i s f a t õ r i o  por  meio da ana log ia  cap i la r1- ' .  Neste mode- 

l o ,  a formulação pode ser  e s t a b e l e c i d a  a t ravés  de caminhos d i f e r e n t e s  a 

p a r t i r  da equação de Rabinowi tsch,  resu l tando  equações que recaem na f o r -  

ma c l á s s i c a  de Darcy, no caso de f l u i d o s  newtonianos. 

As s i  tuações que fogem a e s t e  con tex to  são consideradas de um 

modo genér i co  como "anormal idades". O p r i m e i  r o  destes casos o c o r r e  no es-  

coamento em meios de permeab i 1 idade reduz ida  quando se v e r i f i c a  p rovave l-  

mente a adsorção das longas moléculas p o l i m é r i c a s  na m a t r i z  p o r o s a g - 1 2 . ~  

anormalidade se f a z  s e n t i r  t a n t o  mais intensamente quanto menor a v e l o-  

c idade de percolação do f l u i d o .  Não se conhece a inda  uma formulação que 

l e v e  em conta os e f e i t o s  de adsorção; nes te  sen t ido ,  t a l v e z  fosse p r o-  

v e i  toso  segui r as t rad ições  do es tudo  do escoamento de f l u i d o s  po la res  a-  

t ravés  de a r g i l a s 1 3 ,  j á  que os d o i s  casos se assemelham globalmente.  

A segunda "anormal idade" se r e f e r e  ao escoamento a a1 tas  vazões 

em meios porosos, quando os chamados e f e i t o s  i n e r c i a i s  se fazem s e n t i r .  

Neste caso, o modelo c a p i l a r  - extensão para f l u i d o s  não newtonianos da 

equação de Ergun - conduz a e s t i m a t i v a s  s a t i ~ f a t Õ r i a s l ~ ' ~ ~ .  

A t e r c e  i r a  "anorma l idade" é a t r i  bu ida  aos e f e  i tos  de tensões 

normais do f l u i d o ,  genericamente associada v i s c o e l a s t i c i d a d e .  Na v e r -  

dade, nem se pode a f i r m a r  com segurança se alguma e x p e r i ê n c i a  mencionada 

na l i t e r a t u r a  comprove a e x i s t ê n c i a  de t a i s  e f e i t o s .  Exempl i f icando,  as 

anormalidades v e r i f i c a d a s  p o r  Dauben e ~ e n z i e ~  para o p o l i õ x i d o  de e t i l e -  

no Polyox WSR301 não são confirmadas, mesmo em condições mais desfavorá-  

v e i s ,  pe las  exper iênc ias  de Massarani e ~ h i  r r i o t 8 .  Do mesmo modo, s e r i a  

impossível estender  as conclusões de Marsha l l  e ~ e t z n e r ' ~  e d e  W i s s l e r  l 7  

para os resu l tados  de S i s k o v i c  e t  a2.". 

Dentro des te  quadro um t a n t o  quanto desconexo, procuramos no 

presente t r a b a l h o  apresen ta r  uma formulação mais ampla para o escoamen- 

t o  de f l u i d o s  não-newtonianos em meios porosos. O pon to  de p a r t i d a  é a 

equação do movimento do f l u i d o  t a l  como o b t i d a  da T e o r i a  de M i s t u r o s  ene- 

l a  procuramos, a t r a v é s  da anã1 i s e  dimens i o n a l  , uma forma c o n s t i  t u t i v a  do 

termo de i nte ração  f l u i  do-matr i z porosa. 



Consideramos o f l u i d o  como sendo um " f l u i d o  s imples de ~ o 1  

e o escoamento no meio poroso como sendo v i  scométr i co, o que e q u i v a l e  es-  

sencia lmente a ado ta r  o modelo c a p i l a r .  

A anã1 i s e  apresentada por  s l a t t e r y 2 \  em 1967, assemelha-se à 

nossa em seu p lano  g e r a l ,  d i f e r i n d o  substancia lmente,  no en tan to ,  n a f o r -  

ma do t ra tamento e no grau de genera l  ização dos r e s u l t a d o s .  

As l e i s  bás icas  de conservação, que formam o núc leo  da t e o r i a  

do t r a n s p o r t e  em mis tu ras ,  foram es tabe lec idas  por  ~ r u e s d e l  1 2 1  e, mais 

ta rde ,  genera l  izadas por  Kel Com base nestas equações e na expres-  

são do cresc imento da e n t r o p i a  na forma da desigualdade de Clausium-De- 

hem, d i v e r s o s  au to res  desenvolveram uma t e o r i a  de mis tu ras  capaz de des- 

c r e v e r  fenõmenos desde a d i f u s ã o  mo lecu la r  e as reações químicas, a t e  o 

escoamento em meios p o r o s o s 2 3 > 2 4 .  

Dentro da 1 i nha de i d é i a s  destes autores,  as equações de con- 

t i n u i d a d e  e do movimento do f l u i d o  podem ser  e s c r i t a s  do modo: 

= - grad p + d i v  T - m + p g  ( 2 )  

Nestas equações, E é a poros idade do meio, p e p  são respec t  ivamente a 

pressão e a densidade do f l u i d o ,  g a f o r ç a  do campo e x t e r i o r ,  t a v a r i á -  

v e l  tempo, q a ve loc idade  s u p e r f i c i a l  do f l u i d o  r e l a t i v a  a uma r e f e r e n -  - 
c i a l  f i x o  à m a t r i z  porosa, T a tensão p e c u l i a r  do f l u i d o  na m i s t u r a  e rn - - 
a f o r ç a  exerc ida  p e l o  f l u i d o  sobre a m a t r i z  porosa, e x c l u i n d o  o empuxo 

que compõe o termo de campo ex te rno .  

Como nossa a n á l i s e  é l i m i t a d a  aos sistemas em que a m a t r i z  po- 

rosa é indeformável , as equações bás icas  da f a s e  só1 i d a  não tem maior  im- 

p o r t â n c i a  e serão o m i t i d a s .  

Formularemos, em seguida, h ipó teses  cons t  i t u t  i vas  que, apesar 



de sua simpl icidade, parecem compatíveis com os resul  tados conhecidos 

mesmo em condições de escoamento a c e ~ e r a d o * ~ :  suporemos que a tensão e 

a fo rça  res i  s t  i va  - m sejam, para  wn dado sistema f tu ido  - mat r i z  porosa, 

função da velocidade s u p e r f i c i a l  q ,  - 

As funções G e f não são inteiramente a r b i t r a r i a s ,  po is  devem - - 
sa t i s faze r  à segunda l e i  da termodinâmica e ao p r i n c i p i o  da invariançaãs 

mudanças de re fe renc ia l  . No caso de ma t r i z  porosa i so t róp i ca ,  resul ta que 

estas funções devem ser iso t rõp icas  e, portanto,  devem t e r  a seguinte 

forma, segundo teoremas de representação bem conhecidos: 

O conhecimento a tua l  sobre a tensão é bastante escasso.Si1- 

va Te1 les  e ~ e r n a n d e s ~ '  ver i f i caram através de um número l im i tada  de ex- 

per iências que a, é praticamente nu lo  para f l u i d o s  newtonianos, podendo, 

no entanto, a t i n g i r  valores s i g n i f i c a t i v o s  no caso de soluções não-new- 

tonianas . Fazemos notar, no entanto, que nas apl  icações mais importantes 

o escoamento é uniforme ( q  uniforme) ou mui to se aproxima desta condi-  - 
ção, resultando das eqs. (2) e (3 )  para matr izes porosas homogêneas a e- 

quação 

que não envolve o termo da tensão. 

Este resul tado c o n s t i t u i  a forma da equação do movimento em- 

pregada indZscmm2nudcnnente, nem sempre de modo cor re to ,  na l i t e r a t u r a d e  

meios porosos. Evidencia claramente a importância da determi nação da e- 

quação c o n s t i t u t i v a  para a f o rça  r e s i s t i v a  m. 

Em relação ao escoamento de f l u i d o s  newton ianos " inertes"  ã 

ma tr i z porosa, um número substancia l  de exper iências rea l  i zadas desde o 



t raba lho p ione i ro  de Darcy, em 1856, ind ica  que a forma quadrát ica de 

Forchheimer se v e r i f i c a  corretamente2', 

onde é a viscosidade do f l u i d o ,  k a permeabilidade e c um f a t o r  adimen- 

s iona l  ambos dependendo somente das propriedades geométricas da ma t r i z  

porosa. A forma 1 inear da eq.(8), 

c o n s t i t u i  a famosa l e i  de Darcy, v á l i d a  

t e  l en to  em meios porosos. 

(3) 

para o escoamento suficientemen- 

Passemos, em seguida, ao escopo p r i n c i p a l  do t raba lho que é o 

estabelecimento da equação c o n s t i t u t i v a  de para f l u i d o s  não newtonia- 

nos. Vamos a d m i t i r  que o f l u i d o  pertença 2 classe ampla dos f l u i d o s  sim- 

ples de No1 1 e suponhamos que o escoamento no meio poroso se ja  visco&- 

t r i c o l g ,  o que equivale a adotar  o modelo c a p i l a r .  

No escoamento v iscométr ico a tensão nos f l u i d o s  simples é de- 

terminada por t r ê s  funções mater ia is  ~ ( 1 )  , úI (1) e õ2(A) , onde 1 é a  ta-  

xa de distensão. A p r imei ra  determina as tensões c isalhantes e as duas 

ú l  timas as tensões normais, 

E possível demonstrar que 

e, assim, se estas funções possui rem t rês  derivadas continuas na origem, 

são vá1 idas as equações : 



A base do modelo capilar proposto reside na suposição de que 

as propriedades mecânicas de fluido que determinan a função material f, - 
eq. ( 4 ) ,  sejam suas três funções viscométricas . Mais expl ici tamente, su- 
poremos para a eq. (6) que 

onde d. são parâmetros geométricos da matriz porosa com dimensões de can- 
2 

primento e A* é um valor caracterist ico da taxa de distensão a ser deter- 

minado. Sendo A* uma grandeza cinemãtica, & 1 ici to supor que dependa ape- 

nas da geometria e da velocidade 

O teorema fundamental da análise dimensional permite escre- 

ver para as eqs . (1 2) e (1 3) : 

onde or; = dz/do, i = I,. .. .,n. Sendo 



r e s u l t a  das eqs. (101, (11) e (15) 

e da eq. (9) 

Este Ü l  t imo resu l tado corrobora o conhecimento comum de que a 

permeabilidade depende exclusivamente da morfo logia da m a t r i z  porosa, 

quando o f l u i d o  6 i n e r t e  em relação ã mat r iz .  

Tomando a permeabilidade como um dos parâmetros geométricos, 

que caracterizam a ma t r i z  porosa, obtemos das eqs. (14) e (15) 

onde @i = di/& , i = I,. . . ,n 
Finalmente, em ana 

., e R 6 f a t o r  geométrico. 

l o g i a  ã forma quadrãt ica de Forchheimer, eq. 

(8), e em concordãncia com esta mesma forma na redução para f l u i d o s  new- 

tonianos, resu l t a  da eq. (18) 



sendo c, e c2  fa tores  geométricos. 

Este resul tado,  inser ido  na equação do movimento, eq . ( 7  ) , 
permite estabelecer a re lação pressão e velocidade no escoamento de f l u i -  

do simples de No11 através de ma t r i z  indeformãvel. Leva em conta, numa 

mesma expressão, os denominados e f e i t o s  i n e r c i a i s  , através do número de 

Reynolds 

e os e f e i t o s  de tensões normais, através dos números de Deborah 

Fazemos notar  ainda que o mesmo resul tado c o n s t i t u i  uma gene- 

ra l ização daqueles obt idos por d iversos autores para o escoamento s u f i -  

cientemente lento1-' e para o escoamento a vazões d i f e r e ,  

no entanto, no va lo r  do expoente do número de Deborah em relação ao re- 

sul  tado de weissler17:  segundo este autor, teríamos ~ e :  na eq.(20). Po- 

de-se v e r i f i c a r  também que a formulação proposta não leva em conta e f e i -  

tos  de interação f ís ico-química en t re  o f l u i d o  e a supe r f í c i e  da ma t r i z  

porosa. 

A u t i  1 ização da eq. (20) na previsão das var iãve is  de escoa- 

mento impl i ca  no conhecimento prév io  das t rês  funções mater ia is  T (1) , 
u,(X) e u2(h)  e dos c inco fatores geométricos k, Q ,  c, cl e c2.  

Quanto 5s funções mater ia is,  as duas pr imeiras podem ser es- 

tabelec idas experimentalmente através de técnicas bem conhecidas2'; a de- 

terminação da t e r c e i r a  & complexa e duvidosaz9. Estima-se que o, assuma, 

para uma dada taxa de distensão, valores uma ordem de grandeza ma i o r e s  

que 0 2 .  

Entre os fa tores  geomêtricos, k e c podem ser determinados a- 

través de experiências simples conduzidas com f l u i d o s  newtonianos, ou 

mesmo estimadas por meio de correlações c lássicas como as de Kozeny-Car- 

man para a permeabilidade 



e a de Ergun ou, de modo mais preciso, através da eq. (24), para o f a to r  

C 27,  

onde D é uma dimensão c a r a c t e r i s t  i ca  da ma t r i z  porosa de f i n ida  através 
P 

da supe r f í c i e  espec i f i ca  a da pa r t í cu la ,  v 

e t é a tortuosidade, cu jo  va lo r  é de aproximadamente 2,s. 

De out ro  lado, os fa rores  Q, cl e c2 só podem ser determinados 

através de experiências com f l u i d o s  não-newtonianos, já que a eq. (20) 

mostra que estes são e1 iminados da formulação quando tratamos de f l u i d o s  

newtonianos. Analisando o modelo c a p i l a r  proposto por Christopher e Mid- 

dleman2 possivelmente o mais bem sucedido para descrever o escoamen to  

l en to  em meios porosos, chega-se à conclusão que 

s ign i f i cando  que para meios granulares, quando a porosidade é da ordem 

de 0,4, o va lo r  de Q deve se aproximar de 0,9. Não dispomos de qualquer 

indicação sobre a forma dos coef ic ien tes  cl e c2.  

3. ANÁLISE EXPERIMENTAL E CONCLUSÕES 

A va 1 idade da formulação proposta pode ser anal isada através 

de medidas de vazão e queda de pressão no escoamento de f l u i dos  não-new- 

ton ianos ern s i  stemas p a r t i  culados. A anã1 i se requer também o conhecimen- 

t o  prév io  das propriedades da ma t r i z  porosa e das f u n ç õ e s  m a t e r i a i  do 

f l u i d o .  



O - ESCOAMENTO L E N T O  [ exps l a 14 ) 

0 -  ESCOAMENTO ALTAS VAZOES (exps 15 a 21 . - ESCOAMENTO L E I T O  F L U I D I Z A D O  [exps 2 2  e  2 3  ) 

- - --  - 

L 
10' 

GRADIENTE 

F I G .  I - E S C O A M E N T O  DE FLUI DOS NAO N E W T O NI A N O S  E M  S I S T E M A S  P A R T I C U L A D O S  
C O M P A R A Ç A O  E N T R E  OS G R A D I E N T E S  D E  P R E S S Ã O  TEÓRICO ( e q . 2 0 )  

E  E X P E R I M E N T A L .  





vl (continuação) 
P m 

- - 

Concentração 

Experiência 
Poros idade 

Meio Poroso c(%) 

Permeabilidade Fator c 

kícm2 1 (eq .24) 

Número de Reynolds 

Re (eq. 21 ) 
Pol ímetro sol. aquosa 

(%) 

Areia arti- 
ficialmente 
consolidada 

Areia arti- 
f icialmente 
consolidada 

Na t roso 1 
250 H 

Natrosol 
250 H 

Areia arti- 
ficialmente 
consol idada 

Areia arti- 
ficialmente 
consol idada 

Natrosol 
250 H 

Pol yox 
WSR - 301 

~reia arti- 
ficialmente 
consolidada 

Areia arti- 
ficialmente 
consol idada 

V i stanex 
4,2 

(em x i 1 eno) 

4,2 
(em xi leno) 

NM-L 1 00 
(4) 

V i s tanex 
NM-L 100 

( 1 )  - Hidroximetil celulose, produto da Hoechst do Brasil Química Farmecêutica S.A. 
(2) - Polióxido de etileno, produto da Union Carbide do Brasil 
(3) - Hidroxietil celulose, produto da Hercules Incorporated 
(4) - Pol i-iso-buti leno, produto da Comércio e Indústria I retama 
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A comparação e n t r e  os resu l tados  fo rnec idos  p e l a  formulação e 

os dados exper imenta is  p roven ien tes  dos sistemas re lac ionados  nas tabe-  

l a s  1 a 3 é f e i t a  na f i g u r a  1 . Podemos c o n s t a t a r  que para os  110 pontos 

exper imenta is  o desv io  médio e n t r e  os g rad ien tes  de pressão t e ó r i c o  e ex-  

per imenta l  é i n f e r i o r  a 10%, quando admitimos para o parãmetro R da eq. 

(20) a forma 

n = o , g G  . 

As e x p e r i ê n c i a s  foram conduzidas com f l u i d o s  de d i f e r e n t e s  naturezas per-  

colando, numa l a r g a  f a i x a  de vazões, a t r a v é s  de meios f i x o s ,  na m a i o r i a  

consol idados,  em l e i t o s  f l u i d i z a d o s .  Espera-se para es tes  f l u i d o s  que os 

e f e i t o s  de tensão normal sejam desprez Íve is  e, p o r t a n t o ,  a formulação l e -  

va em conta somente os e f e i t o s  de tensão c i z a l h a n t e .  

~ a u b e n ~ '  apresenta r e s u l  tados de algumas exper iênc ias  conduzi - 
das com f l u i d o s  para os qua is  f o i  p o s s í v e l  medi r  as funções m a t e r i a i s  T 

e o . Anal isando os r e s u l t a d o s  à l u z  da eq. (20) , chegamos 3 conclusão 
1 

que para a e x p e r i ê n c i a  n? 18 daquele a u t o r  (escoamento de s o l u ç ~ o d e c o a -  

g u l a n t e  Polyox, T = 2,602X dina/cm2, o, = 1 , 5 6 2 1 l ~ ~ ~ ~  dina/cm2, em 

meio de k - 1,6 x 10-' cm2 e E = 36,2%), o parãmetro cl da eq.(20) tem 

o v a l o r  2,81. Notamos que e s t e  v a l o r  é p ra t i camente  o mesmo que o de c 

est imado p e l a  eq. (24) . 
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