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The ideas which l e d  Erwin Schrgdinger t o  h i s  d iscovery  o f  

wave mechanics a r e  exposed i n  t h i s  paper i n  a pedagogical manner. We 

hope that: the  m a t e r i a l  presented may be u s e f u l l y  employed i n  in t roduc-  

t o r y  courses o f  quantum mechanics, which a r e  usual l y  o f f e r e d  i n  the  

l a s t  year o f  t h e  undergraduate cu r r i cu lum.  

Apresentamos neste a r t i g o ,  de uma manei r a  d i d á t i c a ,  as i d é i a s  

que levaram Erwin Schrgdinger à descoberta da mecânica m d u l a t ó r i a .  Es- 

peramos que o presente t r a b a l h o  possa s e r  u t i l i z a d o  em cursos d e i n t r o -  

dução à mecânica quânt ica,  que usualmente são dados no q u a r t o  ano de 

bacharelado em F í s i c a .  

Os passos dados por  Heisenberg, com o i n t u i t o  de t r a n s f o r -  

mar a velha mecânica q u â n t i c a  numa t e o r i a  sem contradições i n t e r n a s  e 

que culminaram com o estabelec imento da mecânica de matmzes,  são mui- 

t o  bem re la tados  num 1 i v r o  t e x t o  de ~ o m o n a ~ a l  (Procuramos c i t a r  re fe-  

rênc ias  f a c i l m e n t e  acess íve is  e, de p re fe rênc ia ,  de cunho d idã t i co ) .No  

en tan to ,  'o mesmo não se pode d i z e r  sobre o nascimento da m e c â n i c a  on- 

d u t a t ó r i a .  Talvez porque no p r i m e i  r o  t r a b a l  ho2 de Schr8dinger sobre o 

assunto, a equação que l e v a  seu nome f o i  prat icamente pos tu lada  semne- 

nhuma j u s t i f i c a t i v a .  Assim, os l i v r o s  t e x t o s  usuais3,  dão m u i t o  pouca 

motivação, sacando, por  assim d i z e r ,  a equação de Schrgdinger, do vã- 

CUO . 



O presente t rabalho pretende fechar esta lacuna de uma ma- 

nei ra  d i dãt ica, f a c i  lmente enxertável num curso i n t rodu tõ r i o  de mecâ- 

nica quântica. E óbvio que não temos nada de novo para contar .  A l iás ,  

o presente a r t i g o  pode ser considerado uma versão detalhadamentecomen- 

tada do segundo trabalho' de Schr8di nger sobre mecânica ondul atÓr i a .  

Alguns antecedentes h i  s t Ó r  icos, essenciais para compreender 

a motivação de ~ c h r 8 d i n g e r  são resumidos a segui r .  Como é bem sabido, 

a apl icação da mecânica newtoniana s in te t i zada  pela equação de Hamil- 

t on -~acob i  5 ,  5 est ru tura  atômica (complementada pela e l e t r o d i  nâmi ca  
I 

c lássica) , não pôde fazer sent ido da s i  tuação experimental6. No entan- 

to, através de introdução de postulados ad ic iona is  (as regras de quan- 

t i  zação de Bohr-Sommerfeld) f o i  possível in t roduz i  r uma ce r ta  ordemnos 

dados experimentais: por meio de um a l t o  virtuosismo, um conjunto de 

regras inconsistentes (a veZhe rnecâzica &tica) f o i  apl icado a um 

grande número de fenômenos com admirável sucesso. Notemos que a t e o r i a  

de Hami l ton-Jacobi se prestava tão bem ã implementação deste esquema, 

que poderíamos pensar que f o i  inventada para i s t o .  Em c o n s e q u ê n c i a ,  

sentia-se que a nova teo r i a  deveria, de alguma maneira, incorporarcer -  

tos conceitos da t e o r i a  de Hamilton-Jacobi a reduzir-se a esta no ca- 

so l i m i t e  em que a constante de Planck A = 1,05 x l ~ - ~ ~  erg  sec pu- 

desse ser desprezada. 

Um out ro  dado h i s t õ r i c o  importante & o seguinte: em 1828 

Hami 1 ton descobriu7 s 8  uma analogia formal en t re  o movimento de um pon- 
-+ 

t o  de massa sob a ação de um potencia l  ~ ( r )  e a propagação de ra ios l u -  
-+ 

minosos num meio com Índice de refração n(r) no l i m i t e  da Ót ica geomé- 

t r i c a .  ~ l i ã s ,  f o i  esta analogia que insp i rou  Hamilton a desenvolver a 

sua versão da mecânica. Na época este f a t o  f o i  considerado uma cur io-  

sidade, mas scnr8dinger se colocou a seguinte questão: supondo que a 

analogia seja o re f l exo  de uma unidade mais fundamental da natureza, 

somos levados a fazer a esta pergunta: se a Ót ica  geométrica é o l i m i -  

t e  da ó t i c a  f í s i c a ,  quando o comprimento de onda A da l uz  tende a zero, 

qual 6 a teo r i a  que possui a mecânica Newtoniana como l i m i t e ?  O qua- 

dro abaixo i l u s t r a  a situação. 



ó t i c a  geométr ica 
de uma p a r t í c u l a  

Õ t i c a  f í s i c a  L 
Respondendo e s t a  pergunta é que schr8d inger  f o i  levado à 

descoberta da mecânica quân t i  ca em sua forma ondulatória. Por razões 

d i d á t i c a s  expomos sucintamente na Seção 2 a t e o r i a  de Hami l ton- Jacobi ,  

p a r t i n d o  da formulação de Lagrange da mecânica. Na Seção3deduzimos as 

l e i s  p r i n c i p a i s  da Õ t i c a  geométr ica, a p a r t i r  das equações de Maxwell 

e a Seção 4 contém a exposição das i d é i a s  de ~chrb ld inger ,  a p a r t e  p r i n -  

c i p a l  des te  a r t i g o .  Inc lu imos ainda, como extensão n a t u r a l  das i d é i a s  

apresentadas, a formulação da mecânica quânt fca f e i t a  por  Feynman. 

Acreditamos que o presente a r t i g o  deve ser  i n t e l  i g i v e l  para 

alunos que tenham completado o t e r c e i r o  ano de bacharelado em F í s i c a .  

As re fe rênc ias  dadas foram, na m a i o r i a  das vezes, esco lh idas  com o pon- 

t o  de v i s t a  d i d á t i c o  em mente. 

2. A TEORIA DE HAMILTON-JACOBI 

In t roduzimos nes ta  seção alguns conce i tos  que serão u t i l i -  

zados poster iormente5.  

Supomos conheci da a formulação Lagrangeana da mecâni ca c l ã s -  

s i ca , onde especi f i canos um s i  s tema de coordenadas genera 1 i zadas q 
1' 

q2, ...,q,. Seja ~(q;,q.) a energ ia  c i n ê t i c a  do sistema em função das 
3 dqi 

coordenadas genera l izadas q e das ve loc idades genera l izadas @.= r ; i z t 
i = 1,2, ... n. Suponhamos que as f o r ç a s  possam ser  der ivadas de um po- 



t e n c i a l  de modo que a  energ ia  t o t a l  do sistema s e j a  conservada. 

As equações de Newton são equ iva len tes  às equações de Lagrange 

onde L(q,,q2, . . .q,; 41,42,. . .4,) = .I - é a  chamada Lagran- 
3 1 -t -t 

geanado s is tema.  Para um p a r t í c u l a  i s t o  é óbv io ,  j á  que L = - m 2 -  ~ ( r )  2 
e  

Como T(qi,q .) é uma função quadrá t i ca  de 4 (2.1) c o n s t i t u i  um s í s t e -  
3 i' 

ma de n equações de 2a. ordem em t. AI ternat ivamente podemos reduzi  r 

(2.1)  a  um sistema de 2n equações de I a .  ordem em t ,  i n t r o d u z i n d o o s  

momentos conjugados 

e  a  energ ia  t o t a l  p . ) ,  expressa em termos das coordenadas e  mo- 
i' J 

mentos genera l izados,  é 

Aqui usamos 

av 
(T é uma função homogênea de 2a. ordem em Q i ! )  e - = O de modo que 

%i 

As equações de Hami I ton  são deduzidas ca lcu lando g 

( o  í n d i c e  q  i n d i c a  que os q ' s  são 

manti  dos constantes) 



- - Gi 

e ana 1 ogainente 

Reunindo, obtemos as 2n equações de I a .  ordem em t 

As equações (2.1) e (2.7) podem também ser obtidas como so- 

luções de problemas variacionais. E através destes que historicamente 

f o i  desenvo,lvido o paralelismo entre mecânica e ó t i ca  geométrica e es- 

tes resultados inspiraram schrl)dinger a c r i a r  sua mecânica ondulatõria.  



Calculamos p r ime i  r o  a va r iação  de / C p dq onde por  uma va- 
j i i' 

r i a ç ã o  6qi das coordenadas genera l izadas entendemos o seguinte:  consi-  

dere o sistema i n i c i a l m e n t e  no ponto q a p a r t i r  do q u a l d e s c r e v e a t r a -  
ia 

j e t ó r i a  + ( t ) ,  dada p e l a  so lução de (2.1) ou (2.7): a t r a j e t ó r i a  r e a l .  

Considere agora uma t r a j e t ó r i a  i n f i n i t e s i m a l m e n t e  v i z i n h a  ( t r a j e t ó r i a  

v i r t u a l )  dada por  Gi(t) = qi(t) + 6qi(t). Como os 6q . ( t )  são a r b i  t r á -  
Z 

r i o s ,  c, .( t)  em gera l  não v a i  s a t i s f a z e r  as equações de movimento (2 .1 )  

ou (2.7) .  Notemos que, como dqi e 6qi são i n f i n i t e s i m a i s  6(dq.) 
Z Z 

(Ref . l O ) .  I s t o  posto,  segue-se que 

Mas de (2.3) temos que 

de modo que 

onde os i n d  i ces a e f i nd i cam momentos e var iações de coordenadas no i n i -  

c i o  e no f i n a l  da t r a j e t ó r i a ,  respect ivamente. 



Se as variações 6q são vinculadas a se anularem rios instan- i 
tes iniciais e finais 2 se as trajetórias virtuais e reais possuírem a 

mesma energia, implicandoque óq = óqif = ó H =  0, obtemos o princípio ia 
da ação mínima 

n 
C p d q  = O  ou 6 /  2 5 d t = O  i j 

(2.10) 
j= I 

para variações cotsrminais e da mesma energia. (A segunda ve'rsão segue- 

-se de (2.4) ) . 

Para s istemas que não conservam energia (2.10) pode ser gene- 

ral izado da seguinte maneira. Consideremos a variação da ação /L dt l1 

A variação S J H d t  é devida a dois termos: 

(i) 16Hdt devido à variação de energia entre a trajetória real e vir- 

tua l 

( i i )  a quantidade (H 6 t - R  6 t) oriunda da variação temporal entre f f  a a 
trajetÓrias.real e virtual nos pontos terminais. Consequentemente temos 

Se sujeitarmos a trajetória virtual a ser cotemrina2 no espaço e tempo, 
mas não fazendo nenhuma restrição quanto ã energia, obtemos 

que é conliecido como princzpio de HdZton, que pode ser enunciado da 

seguinte rnanei ra: um sistema se move de m a  configuração a outra, de t u 2  



nameira que a variação da integral I Ldt tomada ao Zongo da trajetóma 

real e da virtuaZ, cotemina2 no espaço e no tempo com a trajetotoz+.z real, 

seja zero. Em outras palavras, I Ldt & estacionár ia.  

As equações de Euler correspondentes ao problema var iac io -  

na1 (2.13) são exatamente as equações (2. I ) ,  que valem então mesmo que 

o sistema não seja conservativo. Uma vantagem da formulação (2.13) so- 

bre a (2.1) é a seguinte: (2.13) é independente do p a r t i c u l a r  sistemade 

coordenadas escolhi  do. Segue-se que as equações (2 .1  ) va 1 em também, 

qualquer que se ja  o sistema de coordenadas generalizadas escolhidas. 

Da l e i  de variação da ação (2.12) podemos obter  as derivadas 

de S 2 I L dt em relação às coordenadas i n i c i a i s  e f i n a i s :  

as - = -  

aqia pia 

Se o sistema f o r  conservativo, temos 

Subs t i t u  i ndo nesta equação as equações (2.14) obtemos duas equações d i - 
ferenc ia is ,  su f ic ien tes  para determinar S (por integração):  

(Note que H é quadrãt ico em pi, de modo que o s ing l  negativo em (2.14b) 

é i rre levante)  . 

Não vamos provar aqui que a integração de (2.15) r e a l m e n t e  

determina S, este é um problema n ã o- t r i v i a l .  Hamilton observou que a 

determinação de S equivale à resolução das equações de movimento. As e- 

quações (2.15) devem ser u t i  l izadas da seguinte manei ra: integrêmo-las 

para obter  S ,  que 6 t ratada como função das coordenadas i n i c i a i s  q f i- i a  
xas, dos pontos f i n a i s  var iáve is  q e da energia E. Em v i r t ude  de (2. 

i f 
14a) podemos der ivar  S em relação a (n-1,) das coordenadas i n i c i a i s  f i- 

xas e igua lar  o resul tado a constantes (os momentos i n i c i a i s  p .  ), ob- za 



tendo assim ( n - I )  equações nas v a r i á v e i s  q if ' Estas equações contêm 

(2n- 1 ) constantes ( q  ia, pia;i = 1,2,. . . ,n-1 e E) e def inem a t r a j e t õ r i a  

do sistema. Note que, como a energ ia  t o t a l  E é dada, não podemos espe- 

c i f i c a r  a r b i t r a r i a m e n t e  todos os q 
i a  

e pia, i = 1,2 ,..., n-1, n ,  por  i s s o  

derivamos somente em re lação  a (n-1) das q Finalmente as re lações 
i a '  

(2 .  lhb)  são automaticamente s a t i s f e i t a s  por  causa de (2.15b) e permitem 

encon t ra r  os momentos em qualquer  pon to  da t r a j e t ó r i a .  

Jacobi desenvolveu a t e o r i a  de Hami l ton e mostrou, em p a r t i -  

c u l a r ,  que as constantes ocorrendo em S não precisam ser  necessariamen- 

t e  as coordenadas i n i c i a i s  e que das equações (2.15) una só é s u f  i c i e n -  

t e  para determinar  S: 

as H(-, q.) = E 
34; J 

Quando o sistema não f o r  conservat ivo,  a energ ia  t o t a l  não 6 

constante e, ao invés dela,  o tempo t e n t r a  em jogo .  P a r t i n d o  da equa- 

ção (2.12) vamos i n t  roduzi  r a fwzção p r i n c i p a l  de Hami l ton  W 5 / L  dt, on- 

de W é  considerada como função dos pontos f i n a i s  v a r i á v e i s  q e do tem- 
i f 

po t espec i f i cando  o 1 i m i t e  s u p e r i o r  da i n t e g r a l .  Ao invés de (2.14) t e -  

mos agora de (2.12) 

e o análogo da equação (2.16) f i c a  

Esta ú l t i m a  chama-se equação de Hamil ton-Jacobi.  Jacobi provou quequal -  

quer  i n t e g r a l  completa dessa equação, i s t o  é, uma i n t e g r a l  contendotan-  

t a s  constantes a r b i  t r á r  i a s  quantas v a r i á v e i  s independentes ( ( w t l )  nes te  

caso: t,qi;.i =1,2, .. .,n) pode s e r  usada. Uma constante é s i m p l e s m e n t e  

adi  t i v a  e a solução completa de (2.18) será da forma 

onde A e i = 1,2, ..., n são constantes.  Para usar  e s t a  i n t e g r a l  com- 

p l e t a ,  provamos que as der ivadas de W em re lação  5s constantes a tam- 
i 

bérn são constantes, ;.e. 



que ê o teorema de Jacobi .  De fa to ,  

Por o u t r o  lado, derivamos (2.18) em r e  lação a a .  obtemos 
7. 

aw j ã  que somente - = p depende de a Lembrando agora a equação de 
aqi i i' 

Hami 1 t o n  (2.7b) 

vemos que o lado  d i r e i  t o  de (2.21) 6 i g u a l  ao esquerdo de (2.221, ou se- 

j a  

e os B2 são realmente constantes ao longo da t r a j e t ó r i a  r e a l .  

Os momentos são dados por  

e podemos, a t ravés  de (2.24), num c e r t o  i n s t a n t e  t e1 iminar  a s n  cons- 

tan tes  a em f a v o r  de q,. = q7:(to) . E1 iminado f3 de (2.20) i sa i 

obtemos as equações de m o v i m e ~ t o  em f u n ~ ã o  de q 
i a '  Pia s u b s t i t u i n d o  os 

va lo res  de a e 6 .  em (2.20). i z 

Para dar um pouco de v i d a  a e s t e  esquema, calculamos os n í -  

v e i s  de energ ia  do átomo de h id rogên io ,  segundo o procedimento da ve lha 



.mecânica quântica. Usamos a formulação r e l a t i v í s t i c a ,  mas semspin. Nes- 

t e  caso a energia t o t a l  E medi da a p a r t i  r da energia de repouso me2 6 

Em coordenadas polares planas r, 8, a velocidade v do e l e t r o n  é dada 

escrevendo-se a energia c iné t i ca  em termos dos momentos p r e p e :  

A equação de Hamilton-Jacobi f i c a  

Separando as var iáve is  

obtemos 

onde al 6 uma constante de separação. 

A solução de (2.28) é 

e (2.29) clã 

As condições de Bohr-Sommerfeld são introduzidas pondo 



A equação (2.32) é u t i l i z a d a  para e l i m i n a r  a em f a v o r  denl.  
1 

In t roduz indo  (2.30) em (2.32) dá 

Para c a l c u l a r  (2.31) devemos o b t e r  os va lo res  r e r e n t r e  os qua is  r 
o 1 

v a r i a ,  quando o e l e t r o n  descreve sua Órbi  t a .  A i n t e g r a l  se estende de 

r0  + r1 + rO. Nos extremos rO e r1 , p se anula. Anulando o i n t e g r a n d o  r 
de (2.31), para o b t e r  as r a i z e s  r. e r l ,  obtemos para a i n t e g r a l  (2.31) 

o v a l o r  

que, igualado a n2h, determina E em função de n e n 
1 2 '  

a2 I-+- 11 

(n, + Jn: - a') * 

onde usamos (2.34) e in t roduzimos a constante de e s t r u t u r a  f 

m e r f e l d  a = e2/?zc. 

i n a  de Som- 

Expandindo (2.35) em po tênc ias  de a - l / c  obtemos os n í v e i s  

de Bohr. Como dissemos no i n í c i o ,  e s t e  c á l c u l o  demonstra, po r  sua sim- 

p l i c i d a d e  (Não precisamos c a l c u l a r  t r a j e t ó r i a s !  Tente fazê- lo!),  que a 

t e o r i a  de Hamil ton-Jacobi realmente e r a  um ins t rumento m u i t o  adequado 5 

implementa~ão das regras (2.32) e (2.33) . 

A propagação de ondas e let romagnét icas num meio d e s c r i t o  pe- 

l o  í n d i c e  de ref ração n($) (além da posição n (g )  pode também depender da 

f requência, mas não exp l  i c i  tamos e s t a  dependência) é determi nada p e l a  e- 

quação de onda 



onde A é o laplaceano 

e representa qualquer componente do campo e l é t r i c o  ou magnético. Supon- 
- iw t  

do que f v a r i e  harmonicamente com o tempo f = f ( ~ , ~ , z ) e  obtemos de 

(3.1)  

wn 2s 
A f +  k2f = O ,  k = - 

c = X  (3.2) 

onde A é o c:omprimento de onda. A Ót ica  geométrica é o l i m i t e  quando po- 

demos desprezar o caráter  ondu la tór io  da luz e f a l a r  somente dera ios  lu-  

minosos, i .é:. , quando A + O ou se ja ,  quando podemos desprezar o compri- 
' 

mento de onda em relação 5s dimensões carac ter ís t icas  do sistema Õ t  i co  . 
A + O quer d izer  k + e neste caso a equação (2.2) degenera em k2f = 0.  

Apesar d isso podemos ex t ra i  r informações da equação (3.2)  , supondo que a 

forma da soYução seja a seguinte 

Enquanto f á uma função variando rapidamente com a posição (porque ko-) , 
podemos admiti r que a amplitude A e o eiconal  Ji sejam funções de var ia -  

ção Zentu com x,y e z .  Introduzindo (3.3) em (3 .2)  obtemos 

onde os termos indicados por .... não se tornam i n f i n i t o s  com k o  + m . 
(3.4) impl ica que (3.2) é s a t i s f e i t a  aproximadamente se A e Ji s a t i s f i z e -  

rem 

onde n é o índice de refração. Segundo a equação (3.3)  as superf íc ies Ji 

= c t e  são as superf i c i es  de fase constante de f ,  ou se ja ,  as f rentes de 
+ 

' onda são dacilas petas superfi 'cies $ = cte, cujas normais, dadas por V$ , 

255 



rep resen tm as direções dos r a i o s  Zwrtinosos. Em ge1.a 1 n ( x  ,y , z )  nãoé tons- 

tante e os ra ios  serão curvos. 

Num meio homogêneo n = cte,  a solução mais simples de (3.5a) 

e 

= n ( w  + 0y + yz) com a2 + fi2 + y2 = 1 (3.6) 

As f ren tes  de onda são planos e os ra ios  são 1 inhas retas pa- 

ra le las  ã direção 

% = (na,n~,r~y) (3.7) 

A solução gerai  de (3.5a) é obt ida  par t indo de uma super f í-  

c i e  a r b i t r á r i a  e construindo uma famí l ia  de super f íc ies  ( f ren tes  deondas) 
-+ 

vizinhas, com espaçamento i n f i n i t e s i m a l  dado por ( I ~ $ l ) - l  = n-l. 

Até agora usamos somente a equação de onda (3.1), que, por 

sua vez, decorre das equações de Maxwell, mas podemos obter  mais i n f o r -  

mação usando estas úl t imas.  Sejam os campos 8 e 3 variando harmonica- 

mente 

i?(P,t) - ~ ~ ( 8 e - ~ ~ ~  (3.8a) 

3 ( f  , t )  = 30($,t)e-iY't (3.8b) 

-f 
Numa região 1 i v r e  de cargas e correntes ( p  = 0, J = 0) as equa- 

ções de Maxwel 1 são (em unidades gauss i anas) 

Usando o ansatz (3.3) para Bo e : 

em (3.9) obtemos 
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No 1 i m i t e  k, ,  + - obtemos de (3.11) 

Somente as equações (3.12) são in te ressan tes ,  j á  que (3.13a) 

e (3.13b) podem s e r  o b t i d a s  daquelas por  m u l t i p l i c a ç ã o  e s c a l a r  com %JJ. 
+ 

O sistema (3.12) para as s e i s  incógn i tas  e e admi te so lução n ã o - t r i -  

v i a 1  somente? se o determinante se anu la r .  S u b s t i t u i n d o  o v a l o r  de 2 de 

(3.12b) em (3.12a) obtemos 

Usando (3.13a) resu 

(?$I 
que é a equação (3.5a). 

Podemos a i nda ca 1 cu l a  r as médias tempora i s das densidades de 

energ ia  e l é t r i c a  < u  > e magnética < u  > 
e m 

+* * 
onde e e % são os comp 1 exos conjugados de e $. Usando e e % t i  radas 

de (3.12a) e (3.12b) respect ivamente, r e s u l t a :  



A média temporal do ve tor  de Poynting < S  >,é usando (3.10) e 

+ -+ <3> =-<+>v$ .c (<. > + <um>)v$ 
n2 n2 e 

-+ 
De (3.5a) segue-se que V$/n é um vetor  u n i t á r i o  

Se usarmos a velocidade v da l uz  no meio v = c/n resu l tapa-  

onde < u> = u > + < u > é a densidade de energia média t o t a l  . A equação 
e m 

(3.20) d i z que a média do vetor de poyn&ng tem a direção da normal 2s 

frentes de onda e é igual ao produto da densidade média de energia e da 

velocidade v. Vemos que a energia é transportada ao longo dos ra ios  com 

a velocidade v. 

-+ 
Vamos ainda escrever a equação dos ra ios .  Seja r ( s )  o vetor  

posição de um ponto P num r a i o  considerado com função do comprimento de 
-+ -+ 

arco s doarco ,  então s = dr/ds é um vetor  u n i t á r i o  na direção do r a i o  
-i 

que, por sua vez, é dado por V$/n ou seja 

que é a equação procurada. Vemos de (3.12) que os campos e l é t r i c o  e mag- 
+ 

né t i co  e e 7: são perpendiculares ao r a i o  em todós os pontos. 

A equação fundamental para os ra ios  (3.21) descreve o compor- 

tamento destes através do e i  conal $. Podemos, no entanto, deduzi r uma e- 

quação d i f e renc ia l  que governa a propagação d8s ra ios ,  usando somente o 



índ ice  de i-efração n ( x , ~ , z ) .  De fa to ,  derivando (3.21) em relação a sob-  

temos : 

OU seja, 

que 6 a forma. vetoria2 da equação diferencia2 para os raios.  Em pa r t i cu-  

la r ,  se o m i o  f o r  homogêneo, n é constante e (3.22) dá 

-+ -t 
ou seja, r = as + $ e os ra ios  são r e t i l í n e o s .  

A ó t i c a  geométrica desenvolvida a té  aqui se r e s t r i n g i u  a 

estudar as consequências da equação (3.5a) e abrange a área t rad i c i ona l-  

mente chamada de Õ t i  ca geométrica, i .e., quando o comprimento de onda f o r  

suficientemente pequeno, o t ransporte de energia pode ser represetando 

por meio de um modelo hidrodinâmico, especi f icado pela função escalar  J i .  

Poderíamos, no entanto, obter  certas propriedades geométricas das ampl i - 
tudes e R a p a r t i  r das equações (3.12) . Como, no entanto, proprieda- 

des de polar ização não são importantes para compreender o nascimento da 

mecânica ondulatór ia,  e las não serão consideradas aqui. 

Para ressa l t a r  a analogia ent re  ó t i c a  geométrica e mecânica, 

vamos complementar a formulação d i f e renc ia l ,  usada a té  aqui, por uma des- 

cr ição i n teg ra l ,  i s t o  6 ,  por meio de p r i nc íp ios  var iac iona is .  Mostremos 

que o p r i n c í p i o  de Fermat é equivalente à equação (3.22). Este p r i n c í -  

pio,  também conhecido sob o nome de p r i n c í p i o  do caminho Õt ico  (dado por 

I nds) mínimo, pode ser enunciado da seguinte maneira: a traje tór ia  real 

entre dois ,pontos P1 e P:, , ,sep&ia por wn raio  ZwnZnoso, é ta2 que 



é estacionÚAo, OU seja, 

IpP2 n d s  = O  

1 

Como 

a equação acima pode ser  e s c r i t a  

Para mostrar  que (3.25) impl i ca (3.22) , lembremos que as equações de Euler, 

que são condições necessárias para que 

são 

Apl icando (3.26) ao caso (3.25) obtemos 

OU se ja,  

enquanto que a equaçao 
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segue-se da i den i i  dade 

As equações (3.28) são idênt icas equação (3.22) . Concluindo, podemos 

d izer  que o conteúdo t rad i c i ona l  da Ót ica  geométrica 6 equivalente ao 

p r i n c i p i o  de Fermat. Este ainda pode ser formulado de uma maneira elegan- 

te, int roduzindo um espaço não-euclidiano com elemento de l i nha  dado por 

(3.24) é equivalente a d izer  que os raios  lwninosos se propagam ao Zongo 

de geod&icas no espaço acima. Veremos que schr;dinger lançou mão de um 

espaço euc l id iano semelhante. 

4. O NASCIIMENTO DA MECÂNICA ONDULATÓRIA 

A ana l og i a Ótica geométrica-mecânica de uma partZcuZa pode 

ser revelada comparando de um lado o p r i n c i p i o  de Fermat (3.24) 

com o p r i n c í p i o  de Hami 1 ton para o caso em que a energia % conservada 

(2.10) (a luz  é monocromática:) 

De (4.1) e (4.2) concluímos que m a  part.icula sob ação de um 

potencial Vfx,c,y,zl, move-se na espaço segundo a mesma t ra je tór ia  que um 

raio  de Zuz fmonocromÚtical n m  meio de &dice de refração n f x ,  y,zl pro- 

porcional a JE-v(x,y, z ) .  Afim de desenvolver um pouco mais esta analogia, 

comparamos a equação de Hami 1 ton-Jacobi (2.16) para uma p a r t  i c u l a  



com a equação (3.5a) 

Consequentemente, ident i f icamos o eiconal  J, com a ação S: 

de modo que as frentes de onda correspondeni a superfGies de ação Scons- 

tantes.  Na t e o r i a  de Hamilton-Jacobi o momento é de f i n ido  por 

+ + 
p = vs (4.6) 

e comparando esta equação com a equação dos ra ios  (3.21) resu l t a  a corres 

pondênc i a 

& +  
n s = n - + p  

as (4.7) 

Enquanto na mecânica dizemos que a p a r t  Í cu la  se propaga perpendi cularrnen- 

t e  ãs super f íc ies  de ação constante (equação (4.6)) em Ót ica geométrica 

os ra ios  são ortogonais ãs f ren tes  de onda. Notemos ainda que as f lechas 

na equação (4.5) não podem ser substi  tu idas por igualdades, j á  ,que J, tem 

dimensão l /ko = cT/2n enquanto S tem dimensão de ação. 

Ressaltemos, no entanto, uma di ferença fundamental en t re  as 

duas formulações. Enquanto a relação v = c / n  mostra que, na ótica, ave- 

locidade de fase ; inversamente proporc iml  ao Zndice de refração, con- 

c l  uimos de (4.7) que a velocidade da particula é diretanente proporcio- 

nal a n. Em p a r t i c u l a r ,  no vácuo (n=l). a velocidade de fase das f ren tes  

de onda é igua l  a c, enquanto que v-cte corresponde a uma força nula e a 

t r a j e t ó r i a  da p a r t í c u l a  é uma re ta  com velocidade a r b i t r á r i a .  (~ependen- 

do das condições i n i c i a i s  pode, inc ludive,  ser nula.  Nesta caso a re ta  

se degenera num ponto). 

Até aqui nossa analogia Ótico-mecânica envolveu somente uma 

pa r t í cu la .  Ela f o i  desenvolvida de uma maneira mais reveladora por Schro- 

dinger4, lançando mão do espaço não-eucl ideano ao qual aludimos no f i n a l  

do cap i t u lo  3. 



Consideremos o problema geral  da mecânica de sistemas conser- 

vat ivos,  descri t a  pela equação de Hami 1 ton-Jacobi (2.18) 

onde W, a fi111ção p r i n c i p a l  de Hami 1 ton, 6 a i n teg ra l  / ( T - V ) &  ao longo 

da t r a j e t ó r i a  (no espaço de configuração!) do sistema considerado como 

função da posição f i n a l  e do tempo. Como a energia t o t a l  E 6 constante 

podemos i ntrciduzi r a ação s(qi) pondo 

Levando (4.9) na equação (4.8) , resul  t a  

Jã que av/aqi = as/aqi podemos conservar w em (4.1 O) . 

Consideremos agora o espaço de configuração como não-eucli- 

deano13 , o que permi t i  r i  estender nossa analogia a sistemas mecânicos; 

a correspondência operará no espaço de configuração do sistema e também 

faremos ó t i c a  geométrica neste espaço. 

Seguindo Schr8di nger4 introduzamos o seguinte eleniento de 1 i - 
nha não-euclideano 

Como teremos (que d i s t i n g u i r  cuidadosamente as grandezas covariantes de 
i contravariantes, escrevemos o ve tor  contravar iante dq com índ ice  supe- 

r i o r  em confo~rmidade com a notação usual . I ndicamos ainda por !?' a ener- 

g i a  c i n ê t i  ca esc r i  t a  em função das coordenadas e velocidades general i za- 
i 

das. Já que T ê quadrát ico em 4 (4.1 1) é uma forma quadrática em dq" . 
Uma representação suficientemente geral  para ? i 

de modo que podemos escrever (4.11) sob a forma 



com 

k 
é um v e t o r  c o n t r a v a r i a n t e ,  enquanto pk = a w / a o  é sua r e ~ r e s e n t a ç b  co- 

v a r i a n t e .  A re lação  e n t r e  os d o i s  é 

i 
pk = gkip = h$ ili = h$ 4 

k 
(4.15) 

onde usamos (4.14) , Podemos usar também (2.2) , ou s e j a  

A energ ia  c i n é t i c a  e s c r i t a  em termos de p 
- 

k e 

O g r a d i e n t e  de uma função e s c a l a r  W é o v e t o r  c o v a r i a n t e  de 

componentes 

n 
( ~ e m b r e  que d~ = vkhidsk e que d s k  = (hldpl. , , .,hndg ) .) O quadrado de (4. 

17) é 

onde gki 6 d e f i n i  do p o r  

Resul ta  

Com (4.20) podemos esc rever  a equação de Harni l t on- Jacob i  da segu in te  f o r -  

ma 



Qual é a velocidade de propagação das super f íc ies  W = cte ? 

De (4.9) temos 

De (4.21) segue-se que a velocidade v de propagação das super f íc ies  W=cte 

k 
Devido à equação pk = aW/aq as t r a j e t ó r i a s  do sistema são ortogonais às 

super f íc ies  L' = cte. 

Como no caso de uma p a r t í c u l a  podemos ver através do p r i n c í -  

p i o  de Fermat, que ra ios luminosos no espaço de configuração se propagam 
i 

ao longo das mesmas t r a j e t ó r i a s ,  desde que o índ ice  de refração n ( q  ) se- 

j a  proporcional a m. De fa to ,  o p r i n c í p i o  de Hamilton impl ica o p r i n -  

c í p i o  de Fernnt 

onde usamos c!s = &? d t .  (4.23) é equivalente ao p r i n c í p i o  de Fermat, j á  

que l / v  = n/c. Novamente f i c a  evidente a discrepância en t re  a velocidade 

de fase v (4.22) e a velocidade u do ponto representat ivo do sistema me- 

cânico no espaço q, ob t i do  de (4.1 l )  

ou seja, u - l / v .  Fica, pois, c l a r o  que o parale l ismo en t re  Ót ica  e mecâ- 

n i i a  não é mui to e s t r e i t o .  Não aparece nenhum dos conceitos importantes da 

ó t ica ,  como cxmprimento de onda, ampl i tude, frequência e a forma da onda: 

são noções que não possuem analogia na mecânica. W representa a fase das 

ondas, enquanto o s ign i f i cado  das outras noções permanece obscuro. 



A essas a1 turas schr8dinger observa o seguinte. Se todo este 

parale l ismo serve somente para ajudar a nossa in tu ição,  a f a l t a  de uma a- 

nalogia mais e s t r e i t a  não nos i nqu ie ta r i a .  A mecânica c láss ica  no espaço 

q t e r i a  como análogo uma ó t i c a  f í s i c a  bastante p r im i t i va .  Es taú l t ima f ra-  

cassa quando o comprimento de onda da l uz  não f o r  desprezível em relação 

a todas as dimensões da t r a j e t ó r i a .  Podemos, no entanto, abraçar ou t ro  pon- 

t o  de v i s ta ,  incentivados pelos resultados surpreendentes que o desenvol- 

vimento de unta mecânica ondu la tór ia  proporciona: talvez o fracasso daóti-  

ca geométrica, em situações em que o comprimento de onda da luz  não pode 

ser desprezado, tenha como analogia o fracasso da mecânica clássica no 

tratamento de fenômenos atÔmicos, onde os eletrons percorrem trajet%as 

com dimensões mu?:to pequenas e curvaturas grandes. Neste caso será preci- 

so procurar m a  mecânica ondulatória e o caminho mais natural para i s t o  é 
o desenuoZvimento da iragem hamiltoneana da mechica clássica. Façamos en- 

tão a hipótese que o desenvolvimento co r re to  da analogia precedente nos 

conduza a considerar as ondas da mecânica ondulatória como puramente se- 

noidais . 
Esta hipótese é a mais simples, mas é a r b i t r á r i a .  A fase do 

seno será, naturalmente, indent i f i cada c m  W. A a rb i t ra r iedade consiste 

em d izer  que a fase do seno 6 uma função linear de W. Como o argumento 

do seno deve ser adimensional, enquanto W tem dimensão de ação, introdu- 

zamos una constante universaE, i. e., independente não só da energia corno 

tamb& do sistema considerado. Podemos escrever esta constante na f o m  

2a/h. O f a t o r  dependente do tempo será então da forma 

2a (4.9) 2a i se.(- W + cons t )  = sen(- a E t  + - ~ ( q  ) + const) (4.25) h h 

de onde t i  ramos a frequência das ondas 

de uma manei r a  perfeitamente natura l .  De poder da frequência, podemos de- 

terminar o comprimento de onda usando (4.22) 

A relação en t re  a velocidade de fase e a frequência 



dá a l e i  de d ispersão destas ondas. Daí, seguindo M. de B r o g l i e  podemos 

c a l c u l a r  a ve loc idade de grupo u 
9 

De (4.27) temos 

OU se ja,  

que é, p o r  ccmparação com a equação (4.24) , exatamente a ve loc idade do pon- 

t o  r e p r e s e n t a t i v o  do sistema no espaço q. No caso de uma p a r t i c u l a ,  temos 

a i nda 

Comparando com (4.27) r e s u l t a  ( lembre que ds = & dq. Em (4 .  

30) voltamos a medi r X em cent ímetros: )  

que 6 a re lação  e n t r e  comprimento de onda e o momento o b t i d o  por  L. de 

Brogl  i e .  Neste ponto ~ c h r G d i n ~ e r ~  d i s c u t e  a const rução de um pacote de 

ondas no espaço q por  superposição de ondas p lanas monocromãticas. Esta 

discussão pode s e r  resumida da segu in te  manei ra .  A menos da constante h- l ,  

W representa a fase da função de onda. Suponhamos que temos ã nossa dispo- 

s i ç ã o  não apenas um Ünico sistema de ondas, mas um conjunto cont&uo, de- 

f i n i d o  p e l a  var iação de c e r t o s  parâmetros ai. Neste caso, as c o n d  i çÕes 

3W/3ai = c te  s i g n i f i c a m  que os sistemas de ondas v i z i n h o s  este jam em fase. 

As equações 3W/3a. = cte  determínam, então, o lugar  geomêtr ico de concor- 
7, 

dância de fase, que será um ponto para um número su f i c ien temente  grande de 

equações. Lembrando as equações (2.20) , (2.24) , (2 .  25) e i dent  i f i c a n d o  as 

constantes o. com as do mesmo nome da equação (2.19) , chegamos à concl  u- i 



são que o Zugar geométrico onde wn certo conjunto de sistemas de onda de- 

pendentes de n parârnetros es tá  em fase, se move segundo as mesmas Zeisque 

o ponto representado no espaço q do sistema clãssico correspondente. 

i I 

Prosseguindo a e laboração da t e o r  i a  o n d u l a t ó r i a ,  Schrodi nger 

é levado a a t r i b u i r  um s i g n i f i c a d o  f í s i c o  ã propagação daquelas ondas com 

um concomitante abandono de conce i tos  mecânicos, E n a t u r a l ,  então, subs- 

t i t u i r  a equação de Hamil ton-Jacobi po r  uma equação de ondas no espaço q. 

Já conhecemos a velocidade de fase das ondas, dada p e l a  equa- 

ção (4.22). A equação de propagação mais simples que se pode escrever  se- 

r á  

onde A 6 o Laplaceano e + uma c e r t a  função de onda. Para um sistema com 

mais de uma p a r t í c u l a  + serã função de p e l o  menos 6 v a r i á v e i s ,  e.g. $ ( l )  
-f 

e r(2)  para duas p a r t í c u l a s .  Este f a t o  causou grande dor  de cabeça a 

schr8d inger  (e  ou t ros )  dev ido à d i f i c u l d a d e  de i n t e r p r e t a r  um fenômeno on- 

d u l a t õ r i o  num espaço de 6 ou mais dimensões. Usando (4.22) na equação a c i -  

ma, obtemos: 

Mas e s t a  não pode ser  a equação c o r r e t a ,  p e l o  menos por  do is  mot ivos:  

i )  como as ondas são monocromãticas ( i .e . ,  dependem do tempo 

na forma e 2sivt ) não podemos p e r m i t i  r o aparecimento s imul tâneo da cons- 

t a n t e  E e de der ivadas temporais; 

i i) se considerarmos d o i s  sistemas i so lados  com energ ias  El 
e E2, a energ ia  do sistema composto será E = El + E 2 .  Se e $2 são as 

funções de ondas dos sistemas "1" e "2" , e l a s  devem s a t i s f a z e r  a equação 

(4.32) com energ ia  E1 e E2 respect ivamente. Mas então + = não s a t i s -  

f a r á  a equação (4.32) com E = E1 + E2 devido ã maneira não l i n e a r  com que 

E e n t r a  na equação15 

Usamos en tão  a equação (4.25) para e1 im inar  as der ivadas tem- 

pora i s  de (4.32) , obtendo 



que é a famosa equação de ~ c h d d i n ~ e r  para processos estucion&-ios. Note 

que o Laplaceano deve ser calculado com a métr ica não-eucl ideana (4.13) . 
Para um pa r t í cu la  obtemos 

Parece um piisso t r i v i a l  estender esta equação para processos não-estacio- 

nários, com dependência temporal a r b i t r ã r i a .  Jã que, no caso estacionã- 

r i o ,  a dependência temporal é do t i p o  e- +iEtfi temos: 

E1 iminado E$ da equação (4.33) obtemos (o s'inal oposto dá a 

equação complexo conj ugada) 

que é a equtzção de ~chródinger para fenômenos com dependência temporatar- 

bi trária .  No entanto, ~ c h r g d i  nger levou muito tempo para descobri r esta ge- 

neral ização simples. O problema é que a equação (4.36) é a primeira equa- 

ção da ~ & i c a  com coeficientes imagi&ios. Em consequência 4 é necessa- 

riamente umi3 função complexa e não pode descrever um fenômeno ondu la tõr io  

rea l  acompanhando, por exemplo, um e le t ron  no espaço real  . 4 também sa t i s-  

faz a equaçiio rea l  

que é a equação da placa elástica, e durante alguns meses schr8dinger pen- 

sou que (4.:37) fosse a equação correta.  

Esperamos que o paciente l e i t o r  tenha t i r a d o  algum prove i to  

chegando a t &  aqui . Antes de terminar gostaríamos de expor uma outra ma- 

nei  ra  de fazer Õtica fzsica no espago q devi da a ~ e ~ n m a n l ~ .  

Para isso, recordamos a equação de Hami 1 ton-Jacobi (4.21) e 

seu anãlogo Ótico, que é a equação (3.5a). O método para obter  umasolução 

geral destas equações, descri t o  logo apõs a equação (2.7) , nada mais é do 



que o princTpio de iiuyghens em sua formulação p r i m i t i v a .  Lembremos que a 

formulação r i g o r o s a  é de ~i rchho f f17  e somente por  meio de h ipóteses apro- 

x imat i vas  sobre as condições de contorno chegamos ao pr incíp iodeHuyghens.  

Este Ü l t i m o  permi te  a determinação dos campos e let romagnét icos em qualquer 

ponto do espaço, a  p a r t i  r do conhecimento dos campos numa s u p e r f í c i e  F . 
Como o conhecimento de der ivadas p r i m e i r a s  não é necessár io  nesta cons- 

trução, a  propagação é do t i p o  difusão, enquanto a formulação d e K i r c h h o f f  

é equ iva len te  a uma equação de onda, envolvendo der ivadas segundas notem- 

po. Notando que a equação de schr8dinger  é de p r i m e i r a  ordem em a/at, va- 

mos construir m a  Ótica no espaço q util izando o princípio de Huyghens 

primitivo, que d i z :  considere todos os pontos de m a  frente de onda i n i-  

c ia l  @ í q .  ) como centros emissores de onda secundárias. A nova p e n t e  de 
2 1 

onda é a enooZtÓria das ondas secundárias. Já sabemos que a fase das ondas 

é dada por 

Somando sobre todos os pontos da f r e n t e  i n i c i a l  com a fase apropr iada,  ob- 

temos 

i / n  j t 1 2 L  íq ,  01 dt 

$<qi,> = I e dqi1)dqii (4.38) 

onde a i n teg  ração 

é f e i  t a  ao longo da t r a j e t õ r i a  r e a l  . A genera l  i zação quân t i  ca de (4 . 38) 
dev ida a Feynrnan, c o n s i s t e  em d i z e r  que devemos cons idera r  em (4.38) não 

somente a t r a j e t ó r i a  r e a l  que s a t i s f a z  as equações de movimentoc lãss icas,  

mas devemos somar sobre todas as t r a j e t ó ~ a s ,  ligando fqi t com Cqi2, 
1 

onde N é um f a t o r  de normalização. Note que, no 1 i m i t e  c l & s i c o  em que 

PI -t O, o  expoente o s c i l a r ã  v io lentamente,  as c o n t r i b u i ç õ e s  à i n t e g r a l  em 

dqil cancelando-se, a  menos que o expoente se ja  e s t a c i o n á r i o ,  i s t o  é, que 



que é a equãção (2 .13) .  Uma das vantagens da formulação de Feynman é a 

s imp l i c idade  com que se obtém o l i m i t e  c l ã s s i c o .  A d e f i n i ç ã o  da soma ( i n -  

t e g r a l )  sobre as t r a j e t ó r i a s  é um problema matemático a t é  h o j e  em aber to .  

A equ iva lênc ia  (a menos de tecnica2idade.s mutemáticus) e n t r e  a formulação 

usual e a de Feynman é demonstrada na Ref . ( l b ) .  

E um prazer  agradecer as animadas discussões sobre o assunto 

com os meus colegas R.C.T. da Costa, L.G. de F r e i t a s  e R.L.LoboeSi Iva F?. 
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