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The ideas which led Erwin Schr8dinger to his discovery of
wave mechanics are exposed in this paper in a pedagogical manner. We
hope that: the material presented may be usefully employed in introduc-
tory courses of quantum mechanics, which are usually offered in the

last year of the undergraduate curriculum.

Apresentamos neste artigo, de uma maneira didatica, as idéias
que levaram Erwin SchrGdinger a descoberta da mecanica ondulatéria. Es-
peramos que o presente trabalho possa ser utilizado em cursos deintro-
dugdo a mecanica quantica, que usualmente sdo dados no quarto ano de

bacharelado em Fisica.

1. INTRODUGAO

Os passos dados por Heisenberg, com o intuito de transfor-
mar a velha mecanica quantica numa teoria sem contradicdes internas e
que culminaram com o estabelecimento da mecanica de matrizes, Sa0 mui-
to bem relatados num livro texto de Tomonagal (Procuramos citar refe-
réncias facilmente acessiveis e, de preferéncia, de cunho didatico).No
entanto, o mesmo ndo se pode dizer sobre o nascimento da meednzea on-
dulatdria. Talvez porque no primeiro trabalho? de Schr8dinger sobre o
assunto, a equacdo que leva seu nome foi praticamente postulada semne-
nhuma justificativa. Assim, os livros textos usuais3, d&o muito pouca
motivagdo, sacando, por assim dizer, a equacdo de Schrodinger, do va-

Cuo.
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0 presente trabalho pretende fechar esta lacuna de uma ma-
neira didatica, facilmente enxertavel num curso introdutorio de meca-
nica quantica. E obvio que ndo temos nada de novo para contar. Alias,
o0 presente artigo pode ser considerado um versdo detalhadamente comen-

tada do segundo trabalho' de SchrBdinger sobre mecanica ondulatdria.

Alguns antecedentes histdricos, essenciais para compreender
a motivacdo de SchrBdinger sdo resumidos a seguir. Como € bem sabido,
a aplicagcdo da mecanica newtoniana sintetizada pela equagdo de Hamil-
ton-Jacobi®, & estrutura atémica (complementada pela eletrodinamica
classica) , ndo pode fazer sentido da situagao experimentlale. No entan-
to, através de introducédo de postulados adicionais (as regras de quan-
tizacao de Bohr-Sommerfeld) foi possivel introduzir uma certa ordemnos
dados experimentais: por meio de un alto virtuosismo, un conjunto de
regras inconsistentes (a velha mecanica quantica) foi aplicado a um
grande niamero de fendmenos com admiravel sucesso. Notemos que a teoria
de Hamilton-Jacobi se prestava tdo bem & implementagdo deste esquema,
que poderiamos pensar que foi inventada para isto. En consequéncia,
sentia-se que a nova teoria deveria, de alguma maneira, incorporar cer-
tos conceitos da teoria de Hamilton-Jacobi a reduzir-se a esta no ca-
so limite em que a constante de Planck % = 1,05 x | ~ erg see pu=

desse ser desprezada.

Um outro dado histdrico importante € o seguinte: en 1828
Hamil1ton descobriu’»8 uma analogia formal entre o movimento de um pon-
to de massa sob a agdo de um potencial V(») e a propagagdo de raios lu-
minosos num meio com indice de refracdo n(-zt) no limite da 6tica geomé-
trica. Alids, foi esta analogia que inspirou Hamilton a desenvolver a
sua versdo da mecanica. Na época este fato foi considerado uma curio-
sidade, mas Schrodinger se colocou a seguinte questdo: supondo que a
analogia seja o reflexo de um unidade mais fundamental da natureza,
somos levados a fazer a esta pergunta: se a Otica geométrica & o limi-
te da Otica fisica, quando o comprimento de onda A da luz tendea zero,
qual é a teoria que possui a mecanica Newtoniana como limite? 0 qua-

dro abaixo ilustra a situacao.
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Mecé@nica Newtoniana analogia de L .
¢ 9 Otica geométrica

de uma particula Hami 1 ton

? Otica fisica

Respondendo esta pergunta € que Schrb’dinger foi levado a
descoberta da mecanica quantica em sua forma ondulatéria. Por razbes
didaticas expomos sucintamente na Secdo 2 a teoria de Hamilton-Jacobi,
partindo da formulacdo de Lagrange da mecanica. Na Segac 3 deduzimos as
leis principais da Otica geométrica, a partir das equacbes de Maxwell
e a Secdo 4 contém a exposicdo das idéias de SchrBdinger,a parte prin-
cipal deste artigo. Incluimos ainda, como extensdo natural das idéias

apresentadas, a formulacdo da mecanica quantica feita por Feynman.

Acreditamos que o presente artigo deve ser inteligivel para
alunos que tenham completado o terceiro ano de bacharelado em Fisica.
As referéncias dadas foram, na maioria das vezes, escolhidas com o pon-

to de vista didatico en mente.

2. ATEORIA DE HAMILTON-JACOBI

Introduzimos nesta secdo alguns conceitos que serdo utili-

zados posteriormenteS.

Supomos conhecida a formulagdo Lagrangeana da mecanica clas-

sica, onde especificamos un sistema de coordenadas generalizadas a;
. . . S . A0 A

Tys-evsqy- Seja T(qi,qj) a energia cinética do sistema em fun(;aodqias

coordenadas generalizadas qi e das velocidades generalizadas Z[i= F

i =1,2,...n. Suponhamos que as forcas possam ser derivadas de um po-
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tencial V(qi), de modo que a energia total do sistema seja conservada.

As equacdes de Newton sfo equivalentes as equacbes de Lagrange

i=1,2,...,n (2.1)

onde L(q,,d,,..-q,; 571’279"--57n) = T(qi,c'zé) - V(g € a chaTadj Lagrin—
geana do Sistema. Para um particula isto € 6bvio, ja que L=—2-rmJ2- v(7)

e
d oL _ > _ oL _ _ 3
> - ->
dt dr or 3r

Como T(q7.,6{3.) é uma funcdo quadratica de Zyi, (2.1) constitui un siste-
ma de »n equagBes de 2a. ordem em t. Alternativamente podemos reduzir
(2.1) a um sistema de 2n equagGes de la. ordem em t, introduzindoos

momentos conjugados
p. = =, i=1,2,...,n (2.2)

e a energia total H(qi .p!.j), expressa em termos das coordenadas e mo-

mentos generalizados, €

n
H=T+V=2T-(7-v) = L pg.-1L (2.3)
, 7
=1
Aqui usamos
n ‘BT
2= I 5 4
i=1 g
. . . v _
(7 € uma funcdo homogénea de 2a. ordem em &.!) e o = 0 de modo que
* 7
n n n
27 = 3 M@: g Ly = 1 pag. (2.4)
. . 1 . , 7 s 1%
=1 3q7. =1 8q7: =1

As equagGes de Hamiliton sdo deduzidas calculando?

0H _ [9H

_ B R . ~
eyl —Bp. (o indice q indica que os g's sao
7 1}q

mantidos constantes)



(2-3) BZIj aL
= 3]1: + ; pJ Bpi q apt q
(2.2) YA A
; 3gq4| - 9L 34y
= §;+ 2 [a—q’] [ap.] L [aq] {ap
J J q v q J J q ¢
= qi

e analogamente

B [aH] (2;3) 3 p. (ﬁl] - {3_['_]
qu aq"; . J \3q. 3q .

p Jg=1 p v’'p
R AN
=4 N " 3G F)
g 9By Vagly g W5lq Vylp
(2.1) . s
San ) % [ ) B
id 3q,4, dt (39 ; 3, q 3q, p
-2 %) T[]
= P;3q.) T iPiGq.,
J ¢ aqip Lo i 9 %p
= - pi

Reunindo, obtemos as 2n equacgdes de la.

M,
api (2

qu

As equagdes (2.1) e (2.7) podem também ser obtidas

lugdes de problemas variacionais. E através destes

que

(2.5)

(2.6)

ordem en ¢

(2.7a)

(2.7b)

como SO-

historicamente

foi desenvolvido o paralelismo entre mecéanica e O0tica geométrica e es-

. . LA S . A - .
tes resultados inspiraram Schrodinger a criar sua mecanica ondulatoria.
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Calculamos primeiro a variacédo de f § pl dqi. onde por umava-
riagao 6q1: das coordenadas generalizadas entendemos o seguinte: consi-
dere o sistema inicialmente no ponto G, 2 partir do qual descreve. a tra-
jetoria qi(t), dada pela solugcédo de (2.1) ou (2.7): a trajetéria real.
Considere agora uma trajetéria infinitesimalmente vizinha (trajetéria
virtual) dada por g.(t) = qi(t) + 6qi(t). Como os sqi(t) sdo arbitra-
rios, g.(t) em geral ndo vai satisfazer as equagdes de movimento (2 .1)

ou (2.7). Notemos que, como dq, e g, sdo infinitesimais 6(dqi) =d(6qi)

(Ref.10). Isto posto, segue-se que
(2.2)
8§ /I p.dg. =f>:6§—€'-dq.]
. Yt . 3G . J ]
J J - d ’
oL 3L
=5 z{s [%.—)dq + 25— 8(dq.)
J day) g day I
I
3L . oL 1 3L
=f2{d~—.——J<'q,at+d(—.-—6q|—d[.}5q.}
. N ] oy . 3y .
b LBQJ g 7J) a;) 3
(2.1) (
oL | . 3L 3L
= [ {6 —~} g.dt + d[—.— aq;] - 8g .dt) (2.8)
i Bayta 8q; 4 3q; d
Mas de (2.3) temos que
s 3L 3L 3L L .
6H=Z{q6{.—]+—-6c'{——~— - =5 6.1
! . 3 . . 3 .
FERREARCL P i 9 3q; TJ a; 9
3L oL
=z {q.s{". ]— }
g9 a5 8qy e

de modo que
3L

an 6qi}+ 84 dt}

6f2p.dq.=f{2d[
J J
Z(pjf 89 p - Py 8a:,) + FOH dt

‘ (2.9)

onde os indices a ef indicam momentos e variagbes de coordenadas noini-

cio e no final da trajetéria, respectivamente.
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Se as vari agdes qu sdo vincul adas a se anul aremrics instan-
tes iniciais e finais =2 se as trajetérias virtuais e reais possuirem a
nesna energi a, i nplicandoque éqia = qu‘.f = 84 = 0, obtenos o principio
da acdo ninina

deqJ. =0 ou &8s 27 dt =0 (2. 10)

para variagdes coterminais € da nesna energia. (A segunda versdo segue-
-se de(2.4) ).

Para sistemas que ndo conservamenergia (2 10) pode ser gene-
re izado da seguinte maneira. Considerenos a variagdo da agdo /I dt 1!

(2.4) {(2.9)
§f/Ldt = §7(27 - H)dt = 5f{>;pj51j ~H}dt =
PR
= . 8g.. - p. 8q. SH - 8§ fH dt 2.11
Lp;p8ase = Py Qg ) */ dt JH d (2.11)

J

A variag8o ss4 4t ¢ devida a dois ternos:

(i) seH dt devido a variacdo de energia entre a trajetéria real e vir-
tual

(ii) a quantidade(erf t - RaGat) oriunda da variacdo tenporal entre
trajetorias real e virtual nos pontos terninais. Consequentenente tenos

- . 8q., - p. 6q. §Hdt - J6HAL -
§SLdt 5 (pJquJf paaqua) + [8Hdt - JE&HAt
(Hfsft - Haéat) =
T P R T CRL)

Se sujeitarnos a trajetoria virtual a ser coterminal NO espago € tenpo
mas ndo fazendo nenhuna restri¢do quanto & energia, obtenos

§/rdt = 0 (2.13)

gue € conliecido cono prineipio de Hamilton, que pode ser enunciado da
seguinte rmard ra wn sistema Se nove de wna configuragdo a outra, de tal
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maneira que a variacdo da integral s Ldt tomada a0 Zongo da trajetiria
real e da virtual, coterminal NO €spago € NO teMpo comatrajetéria real,
seja zero. En outras palavras, | Ldt € estacionaria.

As equagoes de Euler correspondentes ao problema variacio-
nal (2.13) sdo exatamente as equacdes (2.1), que valem entdo mesmo que
0 sistema ndo seja conservativo. Uma vantagem da formulagdo (2.13) so-
bre a (2.1) € a seguinte: (2.13) € independente do particular sistemade
coordenadas escolhido. Segue-se que as equagdes (2.1 ) valem também,

qualquer que seja o sistema de coordenadas generalizadas escolhidas.

Da lei de variacdo da acdo {2.12) podemos obter as derivadas

de S =1 L dt en relacdo as coordenadas iniciais e finais:
;'S =- (2.14a)
9 pia
25 (2.14b)

Sqgp  Pif
Se o sistema for conservativo, temos

Substituindo nesta equagdo as equagdes (2.14) obtemos duas equagbes di-

ferenciais, suficientes para determinar S (por integragao):

35
H(————— . = F 2.
(aqif , q,/f.) (2.15a)
s
H . = F 2.
(aqia , qw) (2.15b)

(Note que H € quadratico em p;» de modo que o sinal negativo em (2.14b)

é irrelevante) .

Nao vamos provar aqui que a integracdo de (2.15) realmente
determina S, este € um problema ndo-trivial. Hamilton observou que a
determinagdo de S equivale a resolugcdo das equagbes de movimento. As e-
quacgdes (2.15) devem ser utilizadas da seguinte maneira: integrémo-las
para obter S, que € tratada comoc fungdo das coordenadas iniciais qiafi-
xas, dos pontos finais variaveis qi e da energia E. Em virtude de (2.
tha) podemos derivar S em relacdo a (n-1) das coordenadas iniciais fi-

xas e igualar o resultado a constantes (os momentos iniciais _pia)’ ob~
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tendo assim (n-1) equagbes nas variaveis qif' Estas equacdes contém
(2n-1) constantes (qia’ pia;i =1,2,...,n~1 e E) e definem a trajetdria
do sistema. Note que, como a energia total E é dada, n&o podemos espe-
cificar arbitrariamente todos os 4z, © pin,i =12,...,m~1,Nn, porisso
derivamos somente en relagdo a (n-1) das Ug- Finalmente as relacdes
(2. 14b) sdo automaticamente satisfeitas por causa de {2.15b) e permitem

encontrar os momentos em qualquer ponto da trajetéria.

Jacobi desenvolveu a teoria de Hamilton e mostrou, em parti-
cular, que as constantes ocorrendo en S nédo precisam ser necessariamen-
te as coordenadas iniciais e que das equacdes (2.15) yma s6 é suficien-

te para determinar S:

H(E_ . q) =E (2.16)

Quando o sistema ndo for conservativo, a energia total ndo é

constante e, ao invés dela, o tempo t entra em jogo. Partindo da equa-
¢do (2.12) vamos introduzir a fungao principal de Hamilton W = S L dt,on-
de W & considerada como funcdo dos pontos finais variaveis qif e do tem-
po t especificando o limite superior da integral. Ao invés de (2.14) te-

mos agora de (2.12)

oW oW W
= -p., = =p.,., —-=-E'(t) (2-]7)
aqia ia aqif. f’ 3t
e o anéalogo da equacdo (2.16) fica
W W
H(@,qj,t) +-a—t—0 (2.]8)

Esta Gltima chama-se equagdo de Hamilton-Jacobi. Jacobi provou que qual-
quer integral completa dessa equagdo, isto &, uma integral contendo tan-
tas constantes arbitrarias quantas varidveis independentes ({n+l) neste
caso: t,qi;.i =1,2,...,n) pode ser usada. Uma constante é simplesmente

aditiva e a solugdo completa de (2.18) sera da forma
W=1r(q,,q, seeesq3E30 50, ,...,ozn) + A (2.19)

onde 4 e ;s 1 =1,2,...,n sdo constantes. Para usar esta integral com-
pleta, provamos que as derivadas de W em relagdo as constantes a tam~

bém sdo constantes, i.e.
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e = Bso 2 =12,...,n (2.20)

que & o teorema de Jacobi. De fato,

n
W y _ 9 LV
(Ba.) —3-7;-(811. vz
7 T

4. (2.21)
g=1 J

Buiaqj

d
dt

Por outro lado, derivamos (2.18) em relagao aa, obtemos

7
3 2 3H %W
— (=) + 2 =5 =0 (2.22)
aai 3t =1 Bpj quaai

- av ~

fa que somente 5 = P depende de g Lembrando agora a equagdo de

Hamilton (2.7b) *

PO
i~ op.
] P
vemos que o lado direito de (2.21) é igual ao esquerdo de (2.22), ou se-

ja

=-——.=0 (2.23)

e os B. sdo realmente constantes ao longo da trajetéria real.

Os momentos sao dados por
Py =5 s i=1,2,...,m (2.24)
e podemos, através de (2.24), num certo instante t

0 eliminar asy cons-

tantes g em favor de Oy, = qi(to). Eliminado Bi de (2.20)

P 3ty00,) 6

EEP =P

d

(2.25)

obtemos as equacdes de movimento em fungao de 9%, B a substituindo os

valores de a e 87: em (2.20).

Para dar un pouco de vida a este esquema, calculamos os ni-

veis de energia do dtomo de hidrogénio, segundo o procedimento da velha

252



.mecanica quantica. Usamos a formulagdo relativistica, mas semspin. Nes-

te caso a énergia total E medida a partir da energia de repouso me? &

2
E =me? (1- v2/c2)"1/2 _ g2 —i— (2.26)

Em coordenadas polares planas r, 8, a velocidade V do eletron é dada

escrevendo-se a energia cinética an termos dos momentos P, &Py *

p2
2m (pr+r2

A equacdo de Hamilton-Jacobi fica

2 2
me? + (-gg)z+—l- (g—‘g)z=-l (E + me? + & (2.27)
P2 o2 r
Separando as variaveis
5(r,0) = S;(r) + 5,(e)
obtemos
dsl
—L = a (2.28)
de
2 1 2 2
me? 4 (—2) + 2 o~ (E+ me? + &) (2.29)
rZ e r
onde a, € uma constante de separagio.
A solugdo de (2.28) é
S = 0 2.30
RS (2.30)

e (2.29) ca

5 = fdr{ (028 4222 mamey + B 23t (231
2 2 1 g2 re? e?

As condi¢cbes de Bohr-Sommerfeld sdo introduzidas pondo

2w ds
Py ds = f -1 dp = nlh (2.32)
' o do
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ds
o 2 _ (2.33)
%prdr—[%- dr = nzh

A equacdo (2.32) & utilizada para eliminar a, em favor den
Introduzindo (2.30) em (2.32) da

1

n. h
o =——=n_7 (2.34)
i 27 !

Para calcular (2.31) devemos obter os valores rO e r1 entre o0s quais I
varia, quando o eletron descreve sua Orbita. A integral se estende de
r, >+ r, + r,. Nos extremos r, e r, , p, se anula. Anulando ointegrando

1

de (2.31), para obter as raizes r, e »r

0 1 obtemos para a integral (2.31)

o valor

o { - ((!2 _ é)l/Z - ez(E + mcz)
e? a2 (-E2 /o2 -~ 2mE) 1/2

que, igualado a nzh, determina E em funcdo de nl e n,:

1
— z
E=mcz{L| + ( o’ J -1 (2.35)

7 a
n, +/n? - 3

onde usamos (2.34) e introduzimos a constante de estrutura fina de Som-

merfeld a = e%/Ac.

Expandindo (2.35) em poténcias de a = 1/¢ obtemos os niveis
de Bohr. Como dissemos no inicio, este calculo demonstra, por sua sim-
plicidade (N&o precisamos calcular trajetdrias! Tente fazé-lo!), que a
teoria de Hamilton-Jacobi realmente era um instrumento muito adequado &

implementacao das regras (2.32) e (2.33) .

3. AS LEIS DA OTICA GEOMETRICA"

A propagacao de ondas eletromagnéticas num meio descrito pe-
lo indice de refragdo n(») (além da posi¢do n(») pode também depender da
frequéncia, mas ndo explicitamos esta dependéncia) &€ determinada pela e-
quacdo de onda

Af_ﬁa_Zf =0 (3.1)

e? 32
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onde A é o laplaceano
2 2 2
A= ——B + _a + _B
3x2  9y? 3z

e f representa qualquer componente do campo elétrico ou magnético. Supon-

do que f varie harmonicamente com o tempo f = f(x,y,z)e—zwt obtemos de
(3.1)
2p — - 2—8-
Af+ kf—O, k = c ) (3.2)

onde A é o comprimento de onda. A Otica geométrica € o limite quando po-
demos desprezar o carater ondulatdrio da luz e falar somente de raios lu-
minosos, i.e., quando A + 0 ou seja, quando podemos desprezar o compri-
mento de onda en relacdo as dimensdes caracteristicas do sistema &tico.
A + 0 quer dizer k » = e neste caso a equagdo (2.2) degenera an k*f = 0.
Apesar disso podemos extrair informacbes da equacdo (3.2), supondo que a
forma da solug3o seja a seguinte

kot (,y,2) -

fle,y,2) = A(x,y,z)e , kg == = % (3.3)

Qle

Enquanto f & uma funcédo variando rapidamente com a posicdo (porque ko-»o) ,
podemos admiti r que a amplitude A e o eiconal ¢ sejam fungBes de varia-

cdo lenta com x,y e z. Introduzindo (3.3) en (3.2) obtemos

of + 12 = - K302 0 (B2 4 (B2 K7,

2
ko
+ 25k fT3 80 + T(loga) %] + ... (3.4)
onde os termos indicados por .... ndo se tornam infinitos com ko > o,

(3.4) implica que (3.2) é satisfeita aproximadamente se A e § satisfize-
rem

()2 = n2(z,y,2) (3.5a)

V(loga).Vy = - % Ay (3.5b)

onde n é o indice de refracdo. Segundo a equagdo (3.3) as superficies
= cte sdo as superficies de fase constante de f, ou seja, as frentes de

' onda s&@o dadas petas superfietes ¥ = cte, cujas normais, dadas por W
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representam as diregoes dos raios luminosos. Em geral n(x,y,2)na0é tons-
tante e os raios serdo curvos.

Nm meio homogéneo n = cte, a solugdo mais simples de (3.5a)

v=nlex+By+tyz) ocom aZ+pg2+y2=1 (3.6)

As frentes de onda s&o planos e os raios séo linhas retas pa-

ralelas 3 direcéo

Vo = (na,n8,ny) (3.7

A solugdo gerai de (3.5a) é obtida partindo de uma superfi-
cie arbitraria e construindo uma familia de superficies (frentes de ondas)

vizinhas, com espacamento infinitesimal dado por (|¥y])~! = »71.

Até agora usamos somente a equacdo de onda (3.1), que, por
sua vez, decorre das equacGes de Maxwell, mas podemos obter mais infor-
mac¢do usando estas Ultimas. Sejam os campos Z e % variando harmonica-

mente

B@,0) - B, (et (3.8a)
B0 = B, 1e ™™ (3.8b)

Numa regido livre de cargas e correntes (p =0, 3:0) as equa-
¢6es de Maxwell sdo (em unidades gaussianas)

¥ x ft? + zk e_E” =0 (3.9a)
¥ x ﬁ kKl =0 (3.9b)
0 0
V- (eE‘o) = (3.9¢)
V. (uﬁo) =0 (3.9d)
Usando o ansatz (3.3) para Zf,zo e ﬁo :
ey
7:70 ='e>e7, 0 (3.10a)
R
Bo=te ° (3.10b)

an (3.9) obtemos
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Vo xh+es=-Vx4t (3.11a)
kO
%xZ-uZ=7f—$xZ (3.11b)
0
Sy = % (Z-Vioge + ¥-3) (3.11¢)
0
By = = (BeFlogu + T-3) (3.11d)
%
0
No limite k,, + « obtemos de (3.11)
VoyxZ+ec=0 (3.12a)
Fpxo-uh=0 (3.12b)
e V=0 (3.13a)
7.% =0 (3.13b)

Somente as equagdes (3.12) sdo interessantes, j& que (3.13a)
e (3.13b) podem ser obtidas daquelas por multiplicagdo escalar com 'V*w.
0 sistema (3.12) para as seis incdgnitas e e % admite solugcdo nao-tri=-
vial somente? se o determinante se anular. Substituindo o valor de % de
{3.12b) em (3.12a) obtemos

TRIh - 2@ + 2 =0 (3.14)

Usando (3.13a) resulta

(V)2 = n?(x,y,2) = ue
que é a equacgdo (3.5a).
Podemos ainda calcular as médias temporais das densidades de

energia elétrica <ue > e magnética <u,>

<u>=-— 2.2, <y > = N (3.15)

16T 167w

5%
e

*
% ~ . > -> .
onde 8 e % sdo os complexos conjugados de e e %. Usando e e Z tiradas

de (3.12a) e (3.12b) respectivamente, resulta:
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i > >
<u > =<u > = _]a (e xh)-vy (3.16)

A média temporal do vetor dePoynting<S >€ usando (3.10) €
(3.12b)

B> =% Re BAY =1 @ - G (3.17)
8w 87y :

ou com (3.13a) e (3.15)
<% = §§<ue>_€¢ = ;— (<u,>+ <um>)$¢ (3.18)

De (3.5a) segue-se que Vo/m & um vetor unitario

> _ Ty Ve
8§ = _}? = ——-—_) (3-]9)
[ve]
Se usarmos a velocidade V da luz no meio V = e¢/n resultapa-
ra (3.18)
<3 =v<u> s (3.20)

onde <y> = <ue> + <um> é a densidade de ‘energia média total. A equagéo
(3.20) diz que a média do vetor de Poynting tem a direcdo da normal ds
frentes de onda e é igual ao produto da densi dade média de energia e da
velocidade v. Vemos que a energia € transportada ao longo dos raios com

a velocidade V.

. ~ . L

Vamos ainda escrever a equagdo dos raios. Seja r{s) o vetor

posicdo de un ponto P num raio considerado com fungdo do comprimento de
x> > . - . ~ .

arco s do arco, entdo s = dr/ds é un vetor unitario na direcdo do raio

. > .
que, por sua vez, € dado por Vy/n ou seja

R
n Yy (3.21)

ds

que € a equacdo procurada. Vemos de (3.12) que os campos elétrico e mag-

- . > ~ . . -
nético & e 7 sdo perpendiculares ao raio en todos os pontos.

A equacdo fundamental para os raios (3.21) descreve ocompor-
tamento destes através do eiconal $. Podemos, no entanto, deduzir um e-
quacédo diferencial que governa a propagacéo dos raios, usando somente o
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indice de i-efracdo n(x,y,2). De fato, derivando (3.21) em relacdo a sob-

temos
4 (n%) -4 @ =L (%) -
& < (%) & .Gy - )%rv*zp-v)(%) -
- o ¥ [0 = o Tn2)
ou seja,
4 %) = ¥n : (3.22)

que € a forma vetorial da equagdo diferencia2 para os raios. Em particu-
lar, se o meio for homogéneo, n € constante e (3.22) da

2+
% =0 (3.23)
£

. <> . ~ .
ou seja, T =3s + 5 e os raios sdo retilineos.

A O0tica geométrica desenvolvida até aqui se restringiu a
estudar as consequéncias da equacdo (3.5a) e abrange a area tradicional-
mente chamada de 6tica geométrica, i.e., quando o comprimento de ondafor
suficientemente pequeno, o transporte de energia pode ser represetando
por meio de un modelo hidredinamico, especificado pela fungdo escalar ¢.
Poderiamos, no entanto, obter certas propriedades geométricas das ampli -
tudes ¢ e % a partir das equagbes (3.12) . Como, no entanto, proprieda-
des de polarizacdo ndo sdo importantes para compreender o nascimento da

mecanica ondulatoria, elas ndo serdo consideradas aqui.

Para ressaltar a analogia entre Otica geométrica e mecéanica,
vamos complementar a formulagdo diferencial, usada até aqui, por uma des-
cricdo integral, isto &, por meio de principios variacionais. Mostremos
que o principio de Fermat € equivalente a equacgdo (3.22). Este princi-
pio, também conhecido sob o nome de principio do caminho 6tico (dado por
/ nds) minimo, pode ser enunciado da seguinte maneira: a trajetoria real
entre dois ,pontos P, e P, , seguida por wn raio luminoso, & tal que

P
[ nds
Py
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€ estacionario, QU S€ja,

PZ
Gf nds =0 (3.24)
Pl

Como

(@2 @2

a equacdo acima pode ser escrita

2
o7 nlen) JED2 e @21 an -0 (3.25)

%y

Para mostrar que (3.25) implica (3.22) , lembremos que as equagles de Euler,

que sdo condigdes necessarias para que

5[ Flx,y,2)dz = 0

séo
F d OF _ 3 _d F _
= - < -=0 5 =0 (3.26)
a(z-z-) 3(2%)
Aplicando (3.26) ao caso (3.25) obtemos
Bn[dxz dyy 2 12 4 [ "% ] )
— |52+ (D) +l_l -5 =0 (3.27a
ox | 'dz dz dz —dx, 2 dy, o 1/2
szg) + G2+ 1]
B 4y
n
22 de)z :I v d dxy 2 Zz 2 72| ° (3.275)
_[(35) + G2+ 1]
ou seja,

a dxy _ On
s (n __ds) = (3.28a)
2,y _3n
R (n O 5y (3.28b)

enquanto que a equagao
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dzy _ 9n
= (n 5 T 9 (3.28¢)

segue-se da iden tidade

@2y @z v (@2,

As equagbes (3.28) sdo idénticas a equagdo (3.22) . Concluindo, podemos
dizer que o contetdo tradicional da Otica geométrica € equivalente ao
principio de Fermat. Este ainda pode ser formulado de uma maneira elegan-

te, introduzindo un espaco ndo-euclidiano com elemento de linha dado por
4% = nds = n(de? + dy? + da2)V/2 (3.29)

(3.24) é equivalente a dizer que 0S raios luminosos Se propagam ao longo
de geodésicas noO espago acima. Veremos que Schr'c;dinger lancou mdo de um

espaco euclidiano semelhante.

4. ONASCIIMENTO DA MECANICA ONDULATORIA

A analogia Otica geométrica-mecénica de wma particula pode

ser revelada comparando de un lado o principio de Fermat (3.24)
§ fnds =0 (4.1)

com o principio de Hamilton para o caso an que a energia € conservada

(2.10) (a luz é monocromatica:)

SSrdt =0 ymtdt=6 ym |32 E =512 [} de =

H 2

1]

8 I%VE ~Vx,y,2) ds =0 (4.2)

De (4.1) e (%.2) concluimos que ma particula sob agao de um
potencial V(z,y,z), move-se no espaco segundo a mesIMa trajetoria que um
raio de Zuz (monocromatica) mum meio de indice de refracdo n(x,y,z) pro-
porcional a W Afim de desenvolver um pouco mais estaanalogia,
comparamos a equagdo de Hamilton-Jacobi (2.16) para uma particula

1 35

7 5% + (%5‘)2 + (327 + Vizy,z) = E
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ou
(¥8)2 = 2m (E-V) (4.3)
com a equacdo (3.5a)

F)2 = n2 (4.5)
Consequentemente, identificamos o eiconal § com a acdo S:
¥ — 3 (4.5a)

n2 ——  2m(E-V) (4.5b)

de modo que as frentes de onda correspondem a superficies de acdo S cons-

tantes. Na teoria de Hamilton-Jacobi o momento & definido por

r = VS (4.6)
e comparando esta equagao com a equacgdo dos raios (3.21) resulta a corres
pondéncia
s B3
neEngG P (4.7)

Enquanto na mecanica dizemos que a particula se propaga perpendicularmen-
te &s superficies de acdo constante (equacdo (4.6)) em Otica geométrica
os raios sdo ortogonais as frentes de onda. Notemos ainda que as flechas
na equagdo (4.5) ndo podem ser substituidas por igualdades, j& que ¥ tem

dimensdo 1/k, = ¢I/2w enquanto S tem dimenséo de agé&o.

Ressaltemos, no entanto, uma diferenca fundamental entre as
duas formulagbes. Enquanto a relagdo V = ¢/n mostra que, Na o6tica, ave-
locidade de fase 3 inversamente proporeional a0 indiece de refragao, con-

cluimos de (4.7) que a velocidade da particuta é diretamente Proporcio-
nal a n. Em particular, no vacuo (n=1). a velocidade de fase das frentes
de onda € igual a c, enquanto que v=ete corresponde a uma forga nula e a
trajetéria da particula € uma reta com velocidade arbitraria. (Dependen-
do das condi¢cbes iniciais pode, includive, ser nula. Nesta caso a reta

se degenera num ponto).

Até aqui nossa analogia Otico-mecéanica envolveu somente uma
particula. Ela foi desenvolvida de uma maneira mais reveladora por Schro-
dinger?, lancando mdo do espacgo ndo-euclideano ao qual aludimos no final

do capitulo 3.
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Consideremos o problema geral da mecanica de sistemas conser-

vativos, descrita pela equagado de Hamilton-Jacobi (2.18)

W

F v i, Wy, 7(g,) = 0 (4.8)

1’ qu

onde W a fungao principal de Hamilton, é a integral f{T-V)dt ao longo
da trajetoria (no espaco de configuracdo!) do sistema considerado como
funcdo da posicdo final e do tempo. Como a energia total E € constante

podemos introduzir a acéo S(qi) pondo
W=-FEt+S5(q,) (4.9)
Levando (4.9) na equacdo (4.8), resulta

27(q,» ;’%; =2 (B-7) (4.10)

Ja que BW/aqi = BS/aqi podemos conservar W em (4.1 0).

Consideremos agora o espacgo de configuragcdo como nao-eucli-

13 , 0 que permitira estender nossa analogia a sistemas mecanicos;

deano
a correspondéncia operara no espago de configuragdo do sistema e também

faremos 6tica geométrica neste espaco.

Seguindo Schrddinger® introduzamos o seguinte elemento de ti-

nha nao-euclideano
ds? = 2T(q%, %) at? / (4.11)

Como teremos que distinguir cuidadosamente as grandezas covariantes de
contravariantes, escrevemos o vetor contravariante dqi com indice supe-
rior en conformidade COM a notacéo usual. Indicames ainda por T a ener-
gia cinética escrita an fungéo das coordenadas e velocidades generaliza-
das. J4 que T & quadratico em z;' (4.11) é ura forma quadratica en dg* .
Uma representacdo suficientemente geral para T &
. . n X .
27(q", &) = z re") (@)? | (h.12)
J=

de modo que podemos escrever (4.11) sob a forma
ds? = g dq* dq’ (4.13)
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com

g?:j = Gij h; (h.14)

8W/aqk ¢ sua representagao co-

6[‘7 € un vetor contravariante, enquanto Py
variante. A relagdo entre os dois &
[

Py = 9P = ki M &

k
h72< 4 (4.15)

onde usamos (4.14), Podemos usar também (2.2) , ou seja

oL a7 2 .1
p,=—x = —7 = h q
1 BZZ’L 3(']7/ 7

T 721 2 o2 721 2 .2 7 (4.16)
Y n2 h‘ ) = n2 p2 = 27(q%,p,) 4,16

=1 J =1 Py ge1 4 k
0 gradiente de uma fungdo escalar W € o vetor covariante de

componentes
i BW
VW = (5— =% ) CRY)]
k hy aqt? 75;

k
(Lembre que dW = V.Wds” e que dSk (h dq s ,,.,hndqn).) 0 quadrado de (4.
17) e

(VW) 2 =V W, ng (4.18)
ki . -
onde g e definido por
; k
gk7, gij = 67- (.19)
Resulta
F "2 2 Z
(V)2 = 1t #n.%2 p%=21(¢", p,) (4.20)
g=1 9 T k

Com (4.20) podemos escrever a equagdo de Hamilton-Jacobi da seguinte for-

ma

(@) 2 = 2(E-7) (4.21)
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Qual é a velocidade de propagacdo das superficies W = cte ?
De (4.9) temos

-Edt + dS = 0
ou

dg* _ o 3"

dt E 5

De (4.21) segue-se que a velocidade VvV de propagacao das superficies W=cte

v = —L {4.22)

Y2(E -7)

Devido a equag&o Py = aW/qu as trajetdrias do sistema sdo ortogonais as

superficies ¥ = cte.

Como no caso de um particula podemos ver através do princi-
pio de Fermat, que raios luminosos no espago de configuracdo se propagam
ao longo das mesmas trajetorias, desde que o indice de refracédo n(d) se-
ja proporcioral a M. fato, o principio de Hamilton implica o prin-
cipio de Fermat

t + ‘
151 zszt;=5J 2§dt=5J_fﬁds= [/_(_T_ZELdsgfé
E F F E )
t, ty
(4.23)

onde usamos ds = V2T dt. (4.23) & equivalente ao principio de Fermat, ja
que 1/v = n/e. Novamente fica evidente a discrepancia entre a velocidade
de fase v (4.22) e a velocidade u do ponto representativo do sistema me-
canico no espago g, obtido de (4.11)

u = % = V27 = V2(E-7) (b.24)

ou seja, u =~ 1/v. Fica, pois, claro que o paralelismo entre Otica e meca-
nica ndo é muito estreito. N&o aparece nenhum dos conceitos importantes da
6tica, como comprimento de onda, amplitude, frequéncia e a forma da onda:
sdo nogdes que ndo possuem analogia na mecanica. W representa a fase das

ondas, enquanto o significado das outras nog¢des permanece obscuro.
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A essas alturas Schrb‘dinger observa o seguinte. Se todo este
paralelismo serve somente para ajudar a nossa intuicdo, a falta de uma a-
nalogia mais estreita ndo nos inquietaria. A mecéanica classica no espago
g teria como analogo uma 6tica fisica bastante primitiva. EstaGltima fra-
cassa quando o comprimento de onda da luz ndo for desprezivel an relagédo
a todas as dimensdes da trajetdria. Podemos, no entanto, abracar outro pon-
to de vista, incentivados pelos resultados surpreendentes que o desenvol-
vimento de uma mecanica ondulatéria proporciona: talvez o fracasso daoti-
ca geométrica, en situagBGes an que o comprimento de onda da Zuz ndo pode
ser desprezado, tenha como analogia o fracasso da mecanica classica no
tratamento de fendmenos atdmicos, onde 0s eletrons percorrem trajetérias
com dimensdes muito pequenas e curvaturas grandes. Neste caso sera preci-
SO procurar wma mecanica ondulatéria e o caminho mais natural para isto é
0 desenvolvimento da imagem hamiltoneana da meednica classica. Fagamosen-
tdo a hipdtese que o desenvolvimento correto da analogia precedente nos
conduza a considerar as ondas da mecanica ondulatéria como puramente se-

noidais.

Esta hipdtese é a mais simples, mas € arbitraria. A fase do
seno serd, naturalmente, indentificada com W A arbitrariedade consiste
en dizer que a fase do seno € uma funcédo linear de W Como o argumento
do seno deve ser adimensional, enquanto W tem dimensdo de acdo, introdu-
Zamos wna constante universal, i .e., independente ndo s6 da energia 0omo
também do sistema considerado. Podemos escrever esta constante na forma

2n/h. O fator dependente do tempo serd entdo da forma

sen(zﬁ W+ const) (5.9) sen(- —27} Et+ ZT;T S(qi) + const) (4.25)

de onde tiramos a frequéncia das ondas
v=1% (4.26)

de um maneira perfeitamente natural. De poder da frequéncia, podemos de-

terminar o comprimento de onda usando (4.22)

= - h (4.27)
V2(E-V)

>
[
<

A relacdo entre a velocidade de fase e a frequéncia
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v = hv (4.28)
V2(hv = 1)

da a lei de dispersido destas ondas. Dai, seguindo M. de Broglie podemos

calcular a velocidade de grupo vg

p =dn _dv
g EE d()\’l)

De (4.27) temos
- d 1
alx~)/dv = & [V2(hv= /K] = ——
dv V2(Z-7)
ou seja,

vg = Y2(E - V) (4.29)

que €,por ccmparacdo com a equagdo (4.24) , exatamente a velocidade do pon-
to representativo do sistema no espago g. No caso de uma particula, temos

ainda

Comparando com (4.27) resulta (lembre que ds = /m—dq. B (4.

30) voltamos a medir A em centimetros:)

(4.30)

>
]
iR RN

que é a relacdo entre comprimento de onda e o momento obtido por L. de
Broglie. Neste ponto Schrgdinger“ discute a construcdo de un pacote de
ondas no espago g por superposic¢ao de ondas planas monocromaticas. Esta
discussdo pode ser resumida da seguinte maneira. A menos da constante K1,
W representa a fase da funcdo de onda. Suponhamos que temos & nossa dispo-
sicdo ndo apenas um Unico sistema de ondas, mas um conjunto continuo, de-
finido pela variacdo de certos parametros a. Neste caso, as condigoes
sW/aa_L. = cte significam que os sistemas de ondas vizinhos estejam em fase.
As equagles 3W/3a7: = cte determinam, entdo, o lugar geométrico de concor-
dancia de fase, que serda um ponto para um namero suficientemente grande de
equacbes. Lembrando as equagdes (2.20) , (2.24) , (2. 25) e identificando as

constantes o com as do mesmo nome da equacdo (2.19) , chegamos a conclu-
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sdo que O lugar geométrico onde wm certo conjunto de sistemas de onda de-
pendentes de n parametros estd an fase, se move segundo as mesmas Zeisque
0 ponto representado no espacgo g do sistema classico correspondente.

il
Prosseguindo a elaboragédo da teoria ondulatoria, Schrodinger
€ levado a atribuir un significado fisico & propagagdo daquelas ondas com
un concomitante abandono de conceitos mecéanicos, E natural, entdo, subs-

tituir a equacao de Hamilton-Jacobi por uma equacdo de ondas no espacgo (.

Ja conhecemos a velocidade de fase das ondas, dada pela equa-
¢80 (4.22). A equagdo de propagagdo mais simples que se pode escrever se-
ra

2
po - 228 g (4.31)

v2 32
onde A € o Laplaceano e ¢ uma certa fungao de onda. Para un sistema com
mais de uma particula ¢ serd funcdo de pelo menos 6 variaveis, e.g. ;(I)

- .

e r{2) para duas particulas. Este fato causou grande dor de cabeca a
Schrgdinger (e outros) devido & dificuldade de interpretar un fendmeno on-
dulatdrio num espaco de 6 ou mais dimensGes. Usando (4.22) na equagdo aci-

ma, obtemos:

Ad J2E - W) 8% 0 (4.32)
£2 at2

Mas esta nao pode ser a equagado correta, pelo menos por dois motivos:

i) como as ondas s&o monocrométicas {i.e., dependem do tempo
2mivt = . . . R
na forma € ) ndo podemos permitir o aparecimento simultaneo da cons-

tante E e de derivadas temporais;

ii) se considerarmos dois sistemas isolados com energias E,
e E,, a energia do sistema composto sera E = B, * E,. Se ¢ e ¢ sdoas
funcbes de ondas dos sistemas ''1'' e "2", elas devem satisfazer a equagdo
(4.32) com energia E, ek, respectivamente. Mas entdo ¢ = ¢,9, nao satis-
fara a equacdo (4.32) com E = E1 + E2 devido @ maneira ndo linear com que

F entra na equagaol®

Usamos entdo a equacdo (4.25) para eliminar as derivadas tem-

porais de (4.32) , obtendo
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%2

5 A+ (E-V)p =0 (&.33)

que é a famosa equacdo de Schrddinger para processos estacionarios. Note
que o Laplaceano deve ser calculado com a métrica ndo-euclideana (4.13).

Para un particula obtemos

SR @3y =
(-5, (N2 +7Vie =Ep (4.34)

Parece un passo trivial estender esta equagdo para processos nao-estacio-

narios, com dependéncia temporal arbitraria. J3 que, no caso estaciona-

rio, a dependéncia temporal é do tipo eﬂEt/ﬁ temos:
=+ 77 9%
Bg = + ih = (4.35)

Eliminado E¢ da equacdo (4.33) obtemos (o s'inal oposto da a

equacgdo complexo conjugada)
CE e vy elgh = in 20 (4.36)

3t

que € a equagao de Schrbdinger para fendmenos com dependéncia temporal ar-
bitraria. No entanto, Schrddinger levou muito tempo para descobrir estage-
neralizagdo simples. 0 problema é que a equagdo (4.36) € a primeira equa-
cdo da Fisieca com coeficientes Zmaginarios. En consequéncia ¢ € necessa-
riamente uma fungdo complexa e ndo pode descrever un fendmeno ondulatorio
real acompanhando, por exemplo, un eletron no espaco real. ¢ também satis-

faz a equagao real

2 2
asvenDeasv-mbn-o (4.37)

7 ~ z - n,,
que é a equacdo da placa elastica, e durante alguns meses Schrodinger pen-

sou que (4.37) fosse a equagdo correta.

Esperamos que o paciente leitor tenha tirado algum proveito
chegando até aqui. Antes de terminar gostariamos de expor uma outra ma-

neira de fazer ética fisica NO espago q devida a Feynmanl®,

Para isso, recordamos a equacdo de Hamilton-Jacobi (4.21) e
seu analogo Otico, que € a equacdo (3.5a). O método para obter umasolugao

geral destas equagbes, descrito logo apds a equagdo (2.7) , nada mais € do
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que o principio de Huyghens em sua formulagdo primitiva. Lembremos que a
formulacdo rigorosa € de Kirchhoffl7 e somente por meio de hipdteses apro-
ximativas sobre as condicdes de contorno chegamos ao principio de Huyghens.
Este Gltimo permite a determinacdo dos campos eletromagnéticos em qualquer
ponto do espago, a partir do conhecimento dos campos numa superficie %.
Como o conhecimento de derivadas primeiras ndo é necessario nesta cons-
trucdo, a propagacdo é do tipo difusdo, enquanto a formulacéo de Kirchhoff
é equivalente a uma equacgdo de onda, envolvendo derivadas segundas no tem-
po. Notando que a equacdo de Schrgdinger ¢ de primeira ordem em 3/3%, va-
mos construir wna Otica no espaco q utilizando o principio de Huyghens
primitivo, que diz: considere todos os pontos de wna frente de onda ini-
cial ¢(q7;1) coTD centros emissores de onda secundarias. A nova frente de
onda & a emvoltdria das ondas secundarias. Ja sabemos que a fase das ondas
é dada por
AT
7 L L{q,q) dt .

1
Somando sobre todos os pontos da frente inicial com a fase apropriada, ob-

temos
z

i/h leL(q,q)dt

¢o(q,,) = J e ¢(q; )da,, (4.38)
onde a integracao
ta
J olq, &dt
131
é feita ao longo da trajetdéria real. A generalizagdo quantica de (4 .38)
devida a Feynman, consiste em dizer que devemos considerar em (4.38) néo
somente a trajetéria real que satisfaz as equagdes de movimentocldssicas,
mas devemos somar sobre todas as tragjetérias, ligando (qil’tl) com (q{?,
t Jou seja
2 . t2
</h ft L dt

1 1

¢{q. ,t ) == ) e olq. .t )da. (4.39)
22 U trajet. o

onde N & um fator de normalizacdo. Note que, no limite classico em que
% + 0, o expoente oscilara violentamente, as contribuicdes a integral em

ch7.1 cancelando-se, a menos que 0 expoente seja estacionario, isto &, que
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[ ra -,
13}

que € a equsgao (2.13). Uma das vantagens da formulacdo de Feynman é a
simplicidade com que se obtém o limite classico. A defini¢cdo da soma (in-
tegral) sobre as trajetdrias € um problema mateméatico até hoje em aberto.
A equivaléncia (a menos de tecnicalidades matemdticas) entre a formulacgéo

usual e a de Feynman € demonstrada na Ref.(16).

E un prazer agradecer as animadas discussdes sobre o assunto

com os meus colegas R.C.T. da Costa, L.G. de Freitas e R.L.Lobo eSilva P
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(A 7
3a at
92 92q.

aq. q7-_
8(dg;) = 8(z= dt) = 3¢3a dt da = aast da dt = d(aq,)
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