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We study the asymptotic behaviour o f  e l a s t i c  form fac tors  by apply ing 

Callan-Symanzik equations t o  the c o e f f i c i e n t  funct ions i n the l ight- cone 

expansion o f  the product o f  two operators. Instead o f  studying s p e c i f i c  

models o f  hadrons which make the inhomogeneous mass term i n  the Callan-

Symanzik equations n e g l i g i b l e  we attempt t o  concentrate on the general 

condi t ions under which the power law behaviour con t ro l l ed  by the anoma-

lous dimensions o f  the f i e l d  operators i s obtained. 

Estudamos o comportamento ass in tó t i co  de fatores de forma e lás t i cos  a p l i -  

cando as equações de Cal l an-Symanzi k as funções coef ic ien tes  da expansão 

no cone de l uz  do produto de dois operadores. Em lugar deestudar modelos

específicos de hadrons que fazem o termo inomogêneo de massa das equa- 

ções de Cal lan-Sumanzi k desprezível, concentramo-nos nas condi ções ge- 

r a i s  sob a quais o comportamento t i p o  potência controlado pelas dimen- 

sões anômalas dos operadores de campo é o b t i  do. 

As técnicas de relações de dispersão (d i  spersion re la t i on )  , geralmente 

empregadas no estudo dos fa tores  de forma, implicam no conhecimento do 

comportamento assi n t ó t ico destes úl timos. Este f a t o  motivou sobremanei r a  

o desenvolvimento de novos meios para a aná l ise  deste comportamento. Vá- 

r i a s  ten ta t ivas  foram realizadas com o a u x í l i o  de métodos j á  apl icados 

com ê x i t o  em outras áreas, entretanto,  nenhum destes trabalhos produziu 
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resul  tado d e f i n i t i v o .  Por exemplo, a apl  i cação da equação Cal lan-Syman- 

z i  k1 a este problema2'3 conduz ao resul tado experimental somentts naqueles 

casos em que o lado d i r e i t o  da equação é desprezível. Ainda quts estacon- 

dição seja vá l ida  em vár ios  modelos teór icos,  em geral e l a  não 6 verda- 

de i ra .  

As reações inc lus ivas ,  t a i s  como o espalhamento i ne lás t i co  lepton-nucle- 

on, podem ser estudadas supondo-se predominância das singularidades exis-  

tentes sobre o cone de luz.  No caso dos fatores de forma ou de outrospm- 

cessos exclusivos, não ex i s te  prova geral da val  idade da hipótese ante- 

r i o r ,  contudo, o comportamento ass in tó t i co  dos fatores de forma 6 ainda 

controlado por estas singularidades4. Em nosso estudo estamos interessa- 

dos apenas no comportamento ass in tó t ico ,  portanto, j u s t i f i c a - s e  a adoça0 

do r e f e r i d o  resultado. 

O produto de operadores de campo pode ser expandido na vizinhança do co- 

ne de l uz  em função de outros operadores. Neste t rabalho estudemosocorn- 

portamento das funções coef ic ien tes ,  provenientes desta expanséo, nocaso 

em que os campos o r i g i n a i s  descrevem pa r t í cu las  sobre a camada de massa 

(mass shel I )  em i nteração com uma corrente.  

A amplitude que descreve a interação de duas par t ícu las  externcis com uma 

corrente pode ser decomposta em partes escalares, invar iantes deLorentz, 

chamados fa tores  de forma e lás t i cos .  ca l  lan5 e coleman6 mostraram que a 

expansão a pequenas d is tânc ias  de W i  lson7 cont ro la  o l i m i  t e  q2 -+ ( q  = 

quadri-mmentum carregado pela corrente)  dos fatores de forma na região 

de Eucl ides q2 = - (q; + q 2 ) .  Para a região f i s i c a  de Minkowski 6 neces- 

s á r i o  estudar diretamente o l i m i t e  do cone de luz .  

No l i m i t e  ass in tó t i co  os fatores deyforma e as funções coef ic ien tes  da 

expansão no cone de l uz  podem ser relacionadas. Nosso t rabalho procura 

estabelecer que res t r ições gerais são impostas a estas funções pelaequa- 

ção Callan-Symanzik quando se t rabalha nesse l i m i t e .  

Na seção 2, revemos a expansão do produto dos operadores no cone de l u z  

que 6 uma general i zação da expansão a pequenas distâncias e também apre- 

sentamos a equação de Callan-Symanzik para funções de n pontos. 



A seção 3 é consagrada ao desenvolvimento do comportamento assi ntótico 

dos fatores de forma no 1 imite procurado. O resultado obtido é que este 
comportamento é regulado pelas dimensões anômalas dosoperadores envolvi- 

dos na expansão do cone de luz, principalmente pela dimensão mais baixa do 

operador bilocal encontrado. 

A expansão de Wilson do produto de operadores a pequenas distâncias pode 

ser generalizada para o caso do cone de luz (Brandt e preparatas) tendo 

a seguinte forma: 

onde 

são operadores bi locais regulares em x=y e O são os operadores lo- 
VI.. .vn 

cais que aparecem na expansão a pequenas distâncias. Os coeficientes fw 

são funções (c-números) contendo todas as singularidades do cone de luz. 

A expansão é suposta vá1 i da no sentido fraco, isxo é, entre o sa&ich de 

estados defini dos. 

Os operadores bi locais 0'") possuem dimensão d que pela anil ira dimen- 
n 

sional da eq. (2) satisfazem a seguinte relação 

onde d. 6 a dimensão do operador local e i o número de índices de Lorentz 
Z 

no operador local. O M s t  de um tensor 6 igual à sua dimensão menos o 

número de índices de Lorentz, logo, todos os operadores locais que apa- 

rcem em ( 2 )  possuem o mesmo tw2st, cujo valor coincide com a dimensão do 

bi local. 



As singularidades dos coef ic ientes ~ , C ( X - ~ )  são determinadas pelas s i -  

metrias exatas e quebra de s imetr ias da teor ia ,  sendo a mais importante 

a Invar iânc ia  de escala. 

Uma transformação de escala s i g n i f i c a  uma transformação nas coordenadas 

espaço-tempo x, do seguinte t ipo :  

Estas transformações definem um grupo e I-parâmetro U(X) t a l  que os ope- 

radores 0 (x) se transformam como: 

onde d é de f i n ido  como a dimensão de escala de campo 0. A dimn!ião dees- 

cala em geral não coincide com a dimensão canônica c ,  i s t o  é, o operador 

O tem dimensão M' em unidades de massa M; a coincidência ocorre para cam- 

pos 1 ivres.  A d i ferença ent re  a dimensão de escala e canânica e chamada 

dimensão anômala: 

Apl icando a transformação de escala em ambos os lados da eq. (1) obtemos: 

Os coef ic ientes fn serão singulares se dA+db-tdn sendo, portanto,. os ope- 

radores b i  loca is  de menor dimensão os mais importantes. A equaçâio Cal lan 

-Symanzi k essencialmente determina a variação que ocorre nas teor ias  de 

campo com massas, devi da ã mudança na escala de mornentwn . Esta equação, 

para grandes momentos do tipo-espaço, se reduz ã forma d i fe renc ia l  das e- 

quações do grupo de renormal ização de Gel 1 ~ann-LOW~.  

Para uma função gera 1 r(n) com n-pernas, mul t i p l  i c a t  ivamente renormal i - 
zada, a equação Cal lan-Symanzik é: 



com 

sendo e.X, respectivamente, a massa e constante de acoplamento 

mal izadas e é a função com inserção A correspondente à 
A 

gência da corrente de escala da teoria. 

(9) 

renor- 

diver- 

Esta equação, claro, depende do modelo dinâmico utilizado para descre- 

ver a interação na função r ( n ) .  No entanto,. podemos manter um tratamento 
geral sem particularizar para um dado modelo, permitindo na equação vá- 

rios termos de massa correspondente às diversas part Ículas e vários ter- 

mos @ para as diversas constantes de acoplamento X do modelo. Com esta 

general i zação a equação será : 

onde empregamos a convenção de soma sobre Índices repetidos. 

3. COMPORTAMENTO ASSINT6TICO 

Seja uma função de 3-pernas correspondente a duas partículas de momen- 

tos p1 e p2 sobre o mass-shel l interagindo com uma corrente J. Conside- 

remos o caso em que a corrente pode ser vetorial ou axial-vetorial e as 

partículas bosons ou fermi ons . 

A funsão vértice = <o\J(o) IPIP2in>, pode ser escrita da seguinte 

forma, apl icando o esquema L S Z ~ O  para contrai r as duas partículas: 



onde g é o campo da pa r t í cu la  e o índ ice  A ind ica  que o elemento de ma- 

t r i z  deve ser considerado "amputado", i s t o  6 ,  sem os propagadores nas 

pernas externas. 

Consideremos, agora, a f u q ã o  no l im i te  em que os pontos x1  e x  se 
2 

acham sobre o cone de luz:  

Neste l i m i t e  admitiremos que o produto dos campos g(x1)+(x2) na e q . ( l l )  

tem uma expansão do t i p o  do cone de 1 uz (eq. (1 ) )  

Introduzindo esta expansão na eq. 

onde o termo da identidade 6 nulo 

ra  as seguintes var iáve is  do cone 

vem : 

(11)  obtemos: 

f (X -X )T*<o~J(o)o(x ,x ) ) l : s A  (14 )  
1 1 2  1 2  

poís <O IJ(O] Io> = O.  Transformando pa- 

de luz,  

P = P 1  + P2 

9 = P 1  - P2 



Substituindo na equação anterior vem 

iqx- t ipx  li1 
r ( 3)  = J~~x-&x+s  "n f f , ( x z ) ~ * < o ( ~ ( o )  E X- ... X- o (x+)  1°>A. 
45 n=O 'i. "n 

Supondo a série uni formemente convergente podemos trocar a ordem da soma 

pela integral:  

Mas 

onde f(q2) 6 a transformada de Fourier de f (xz) e tambêm: 
1 

é a f u n ~ á o  I ' ( ' )  correspondente ã corrente J com a inser- onde r0 
P1...Un 

$50 do operador O " ... uno 
1 

Temos então 



O va lo r  ass in tó t i co  do f a t o r  de forma que é a pa r te  escalar  invar ian te  

de ri:) está relacionado com o comportamento de f(q2) como mostra a Úl-  

tima equação. O l i m i  t e  ass in tõ t i co  q2 + m no espaço dos momentos equiva- 

l e  ao l im i te  do cone de l uz  22 + O, do espaço das configurações . No que 

segue omitimos o índ ice  (as) ficando, entretanto,  subentendido que as ex- 

pressões têm s ign i f i cado  neste l imi te. 

Consideremos a equação de Cal lan-Symanzik para a função v é r t i c e  em estu- 

do. 

De acordo com a eq. (1 0) temos: 

A corrente J é suposta conservada ou parcialmente conservada. 

Uma equação análoga à eq. (22) pode ser deduzida para a função com i n -  

serção A: 

(1) 6 :  A equação Cal lan-Symanzi k para a função r0 
Fi ...vn 

1 

onde escrevemos y dimensão ahõmala do operador b i l o c a l  O(X-,X.~) em lu -  o' 
gar da dimensão anômala de O po is  e las  são iguais,  já que a d i f e -  ...v, 

1 
rensa en t re  esses operadores é um produto de 3 ~ "  cu jâ  dimensão anômala é 
nula. A dimensão do b i l o c a l  O que coincide com o Wst de O é que 

Fi .'.Vn 
possui s i gn i f i cado  f í s i c o  relevante. 1 



Subst i tu indo as equações (22) e (24) em (23) vem: 

Como a equação Cal lan-Symanzi k é 1 i near temos : 

Usando a equação (25) obtemos: 

Escolhendo o conjunto de operadores OFil...,,l l inearmente independente,as 

funções r serão 1 inearmente independentes, o que impl i ca  que cada o yl.. .vn 
termo da se r i e  an te r i o r  deve ser nulo; como i s t o  deve ocor rer  para qual-  

quer n in f in i tamente  grande, temos: 



A solução desta equação com y '  = 2y4 - yo , é: 

onde c = dimensão canônica de f ( q 2 )  
f 

onde 

dx' 
L =  B . ( x ' . )  com A '  ( h  t )  = h  para t = O  dt 3 3 i i' j 

Se os vários termos 6 .  possuem zeros: 
I 

com 

Temos, então: 

onde os y são calculados em h = X f. 
j j 



Este 6 o nosso resul tado p r i n c i p a l :  o comportamento ass in tõ t ico  da trans- 

formada de Four ier  dos coef ic ien tes  na expansão no cone de l uz  é regula- 

do pelas dimensões anômalas dos campos da teo r i a .  

Podemos ainda expressar este resul tado em termos das dimensões de escala 

dos operadores: 

Ou, transformando para o espaço das configurações, temos: 

4. CONCLUSAO 

Na terce i  r a  seção mostramos que a introdução da hipõtese de expansão no 

cone de luz  regula o comportamento ass in tó t i co  dos fatores de forma em 

termos das dimensões de escala destes operadores. A forma deste compor- 

tamento 6 determinada pela equação de Cal lan-Symanzi k. O tratamento u t  i - 
l i zado é bastante geral e i n c l u i  fa tores  de forma de qualquer p a r t í c u l a  

representada por um campo (fermion ou boson) interagindo com uma corren- 

t e  escalar, v e t o r i a l  ou a x i a l - v e t o r i a l  . A interação é considerada também 

num n íve l  gera 1 . 

Na expansão a pequenas d is tânc ias  tratamos somente com operadores loca is  

e as transformadas de Four ier  podem ser efetuadas faci lmente.  No 1 im i te  

do cone de l uz  encontramos operadores b i l o c a i s  cu ja  transformada de Fou- 

r i e r  para o espaço dos momentwrl 6 complicada pela mistura das var iáve is  

do cone de luz; entretanto,  a d i f i cu ldade  pode ser contornada expandindo 

-se estes operadores numa sê r i e  i n f i n i t a  de operadores loca is ,  como & u- 

sual na expansão do cone de luz.  



O resul tado ob t i do  é que o comportamento ass in to t i co  é da seguinte forma: 

Nesta expressão d é a dimensão de escala cuja par te  anômala deve ser ava- 

l i ada  num ponto f i x o  do espaço das constantes de acoplamento; 4 é o cam- 

po associado à p a r t í c u l a  e O o operador b i l o c a l  proveniente do cone de 

luz.  Este resul tado é análogo ao obt ido  no 1 im i te  de pequenas d is tânc ias  

( M )  sendo que neste Ú I  timo caso em lugar de do temos d que é a d i -  
Oi 

mensão de escala do operador loca l  O Na verdade, os dois resultados i' 
coincidem na aproximação ma i s importante, pois , nesta s i  tuação, o opera- 

dor loca l  mais s i g n i f i c a t i v o  6 o de menor dimenszo e o va lo r  destadimen- 

são coincide com o seu tw is t  (número de índices de Lorentz nulo) que é a 

dimensão do b i l o c a l  0. 
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