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W study the asymptotic behaviour of elastic form factors by applying
Callan-Symanzik equations to the coefficient functions in the light-cone
expansion of the product of two operators. Instead of studying specific
models of hadrons which make the inhomogeneous mass term in the Callan-
Symanzik equations negligible we attempt to concentrate on the general
conditions under which the power law behaviour controlled by the anoma-

lous dimensions of the field operators is obtained.

Estudamos o comportamento assintotico de fatores de forma elasticos apli-
cando as equacdes de Callan-Symanzik as fungfes coeficientes da expanséo
no cone de luz do produto de dois operadores. HEn lugar deestudar modelos
especificos de hadrons que fazem o termo inomogéneo de massa das equa-
¢des de Callan-Sumanzik desprezivel, concentramo-nos nas condig¢fes ge-
rais sob a quais o comportamento tipo poténcia controlado pelas dimen-

sdes anémalas dos operadores de campo € obtido.

1. INTRODUGAO

As técnicas de relacdes de dispersdo (dispersion relation) , geralmente
empregadas no estudo dos fatores de forma, implicam no conhecimento do
comportamento assintotico destes Ul timos. Este fato motivou sobremaneira
o desenvolvimento de novos meios para a analise deste comportamento. Va-
rias tentativas foram realizadas com o auxilio de métodos ja aplicados

com éxito an outras areas, entretanto, nenhum destes trabalhos produziu

* Trabalho financiado an parte pelo CNPg e FINEP.
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resultado definitivo. Por exemplo, a aplicacdo da equagdo Callan-Syman-

zik! a este problemaZ’3 conduz ao resultado experimental somente naqueles
casos en que o lado direito da equagédo € desprezivel. Ainda que esta con-
digdo seja valida em varios modelos teéricos, em geral ela ndo € verda-

deira.

As reagbes inclusivas, tais como o espalhamento ineldstico lepton-nucle-
on, podem ser estudadas supondo-se predominancia das singularidades exis-
tentes sobre o cone de luz. No caso dos fatores de forma ou de outros pro-
cessos exclusivos, ndo existe prova geral da validade da hipotese ante-
rior, contudo, o comportamento assintético dos fatores de forma € ainda
controlado por estas singularidades®. En nosso estudo estamos interessa-
dos apenas no comportamento assintotico, portanto, justifica-se a adogdo

do referido resultado.

0 produto de operadores de campo pode ser expandido na vizinhanca do co-
ne de luz en fungdo de outros operadores. Neste trabalho estudamos o com-
portamento das fungdes coeficientes, provenientes desta expansido, no caso
@n que 0s campos originais descrevem particulas sobre a camada de massa

(mass shell) en interagdo com uma corrente.

A amplitude que descreve a interagao de duas particulas externcis com uma
corrente pode ser decomposta en partes escalares, invariantes delorentz,

chamados fatores de forma elasticos. Callan® e Coleman®

mostraram que a
expansdo a pequenas distancias de Wilson? controla o limite g2 + « (q =
quadri-momentum carregado pela corrente) dos fatores de forma na regido
de Euclides g2 = - (qi + qz) . Para a regido fisica de Minkowski € neces-

sario estudar diretamente o limite do cone de luz.

No limite assintético os fatores des/forma e as fungdes coeficientes da
expansao no cone de luz podem ser relacionadas. Nosso trabalho procura
estabelecer que restricdes gerais sdo impostas a estas fungdes pelaequa-

¢do Callan-Symanzik quando se trabalha nesse limite.

Na secdo 2, revemos a expansdo do produto dos operadores no cone de luz
que é uma generalizagdo da expansdo a pequenas distancias e também apre-

sentamos a equacdo de Callan-Symanzik para fungdes de n pontos.
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A secdo 3 2 consagrada ao desenvol vi nento do conportanmento assint6tico
dos fatores de forma no Tinte procurado. O resultado obtido é que este
conportanento é regul ado pel as di nensées anbénal as dosoper ador es envol vi -
dos na expansdo do cone de luz, principal mente pela di mensdo nai s bai xa do
operador bilocal encontrado.

2. EXPANSAO NO CONE DE LUZ E EQUAGAO DE CALLAN-SYMANZIK

A expansdo de WIson do produto de operadores a pequenas di stancias pode
ser general i zada para o caso do cone de |uz (Brandt e Preparata®) tendo
a seguinte forna:

. {n)
Alz) B(y) (x—_—.)z-y2)—>0 fnlzx-y)z_'lo (z,y) m

onde

=) ! u ..
O(n) (x,y) = z (e-y) 1 (z-y) 2... (x-y)% Oin)...u. (z+y)  (2)

=0 1 (2

séo operadores b locais regul ares emgs=y € 01(1”) " s8o os oper adores lo-
1oty

cai s que aparecem na expansdo a pequenas distancias. G coeficientes 5
sdo funcdes (c-nineros) contendo todas as singul ari dades do cone de |uz.
A expansdo e suposta valida no sentido fraco, isto £, entre o sandwichde
estados defini dos.

. A (1))
0s operadores bilocais 0
sional da eg. (2 satisfazema seguinte rel acédo

possuem di nensao dn que pela analise- dimen-

d =d. -+% (3)

onde di € a dinensdo do operador local e < 0 nimero de indices deLorentz
no operador local. O twist de umtensor € igual a sua dinensdo nenos o
ninero de indices de Lorentz, logo, todos os operadores locais que apa-
rcemem (2) possuemo nesno twist, cujo val or coincide coma di nensdo do
b I ocal .
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As singularidades dos coeficientes fn,:(x-y)z_'[ sao determinadas pelas si-
metrias exatas e quebra de simetrias da teoria, sendo a mais importante

a Invariancia de escala.

Uma transformacédo de escala significa uma transformacdo nas coordenadas

espaco-tempo X, do seguinte tipo:
z + A (%)

Estas transformacgdes definem un grupo e 1-parametro U(}) tal que os ope-

radores 0 (x) se transformam como:

vty oz uy = 3% op) (5)

onde d é definido como a dimensio de escala de campo 0. A dimens3o de es-
cala em geral n3o coincide com a dimensdo candnica ¢, isto é, o operador
0 tem dimensdo ¥ em unidades de massa M a coincidéncia ocorre para cam-
pos livres. A diferenca entre a dimenséo de escala e candnica & chamada

dimensdo andmala:

Y= d-~e (6)

Aplicando a transformacdo de escala en ambos os lados da eq. (1) obtemos:

(-d,-d+d ) /2
A B n 7)

Gs coeficientes fn serdo singulares se dA"'db"dn sendo, portanto,. o0s ope-
radores bilocais de menor dimensdo os mais importantes. A equagZo Callan
-Symanzik essencialmente determina a variagdo que ocorre nas teorias de
campo com massas, devida & mudanca na escala de momentum. Esta equago,
para grandes momentos do tipo-espaco, se reduz a8 forma diferencial dase-
quacles do grupo de renormalizagao de Gell Mann-Low?®.

(n)

Para uma fungcdo geral T com n-pernas, multiplicativamente renormali~

zada, a equacgdo Callan-Symanzik €:

B0 & ony0lr™e,,.p) = itMpy,p) @
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com

B =ux e y() = gui (9)

sendo u e-A, respectivanente, a massa e constante de acopl anento renor-
nal i zadas e rén) é a funcéo r(”) com insercdo a correspondente 3 diver-
géncia da corrente de escala da teoria

Esta equacdo, & claro, depende do nodel o dinanico utilizado para descre-
ver aiMma@onafmwa)Hm.PbeMaMo“pwamsnwna um trat anent o
geral sem particul arizar para umdado nodel o, pernitindo na equagdo va-

rios termos de massa correspondente as diversas particulas e varios ter-
ms ¢ para as diversas constantes de acopl amento » do nodel 0. Com esta
general izagdo a equacdo sera:

3 3 (n) .. (n)
l‘mj-%;"'skﬁk——n{]rn =7’I‘A (10)

onde enpreganos a convencdo de soma sobre indices repetidos.

3. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Seja una funcdo de 3-pernas correspondente a duas particulas de nomen-
tos p, e p, sobre o mass-shel 1 interagindo comuna corrente J. Conside-
remos 0 caso emque a corrente pode ser vetorial ou axial-vetorial e as
particul as bosons ou ferm ons.

A funcao Vértice F(3) = <0]J(0) |p,p,in>, pode ser escrita da seguinte
forma, aplicando o esquena L$z10 para contrai r as duas particul as:

r(3)

]

<OlJ(D)|plp2in>

7 + 7
Py¥y T TP,T,

fd”xld“xze T*<0]J(0)¢(m1)¢(x2)i0>A ()
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onde ¢ € 0 campo da particula e o indice A indica que o elemento de ma-
triz deve ser considerado "amputado’, isto &, sem os propagadores nas
pernas externas.

(3)

Consideremos, agora, a fungao T no fimite an que os pontos x ex2 se

1
acham sobre o cone de luz:

lim r(g) — I‘(g) (12)
) as
(xl-xz) >0

Neste limite admitiremos que o produto dos campos ¢(m1)¢(x2) na eq.(11)

tem uma expansdo do tipo do cone de luz (eq. (1))

¢(x1)¢(x2) (m fo(xl-xz)ﬁfl(xl-acz)O(xl.xz) $... (13)
1 2

Introduzindo esta expansdo na eq. (11) obtemos:

ip x +ip
r(3) Id%z dtx e 11
a 1 2

X
. 2 2 fl(xl—xz)T«o|J(0)0(x1,x2) |o:>A (14)

onde o termo da identidade & nulo pois <0]J{0}}0> = 0. Transformando pa-

ra as seguintes variaveis do cone de luz,

= + — +
s xl x2 P= pl p2
(15)
xr =x - X = -
- 1 9 q pl p2
vem:
(3) . a iqx_ ipac+
Te =/dzd'z_e e fl(x_)T*<olJ(0)0(x+,x_) IO>A (16)
0 operador bilocal O(x, ,x_), conforme a eq.(2), € dado por
© L un
O(_,z,) = = = leeeg "0 (=) . (7
n=0 F1ootn
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Substituindo na equacédo anterior vem

iqx_+ipx ® W u
'r, @)Ta<07(0) JEINES "Q,
Nn=

I“gg) = Jd'x_d*z+e o .ur{‘”+) l°>A'
(18) .

Supondo a série uniformemente convergente podemos trocar a ordem da soma
pela integral:

(3 o " iqx_ ) pl W ipx,
r,. = I, Jd'z_e fl(.'c_)x_ vz dz.e T*<°'J(0)0u1.--nn(x+)'0>A'
(19)
Mas
iqx_ W B n iqx_
Jd'z_e fl(xf)m_ Lz "= 1’—3— L2 — fd'z e - 7, (x2)
3 ! aq
7
1 9 3
=y Ty fdd) (20)
q 3q
onde f{g?) € a transformada de Fourier de fl (x2) e também:
ipa 1
fdme *racold(0)0 @)os, =t ) (21)
+ U oeeol o+ A 0
] 1 n ul...un
onde I‘él) € a fungao I‘(l) correspondente @ corrente J com a inser=-
H ool
1 n
¢ao do operador Ou ot
1 n
Temos entao
(3) 2 % 9 2y (1)
3=z ... = fler,". (p) (22)
as n=0 H un u "
3g 1 3q 17" n
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0 valor assintdtico do fator de forma que € a parte escalar invariante
de I';:) esta relacionado com o comportamento de f(g?) como mostra a Ul-
tima equacdo. 0O limite assintdtico g2 + « no espaco dos momentos equiva-
le ao limite do cone de luz xf + 0, do espacgo das configuracdes. No que
segue omitimos o indice (as) ficando, entretanto, subentendido que as ex-
pressdes tém significado neste limite.

Consideremos a equacdo de Callan-Symanzik para a funcédo vértice an estu-
do.

De acordo com a eq. (10) temos:

d 35 _ (3) _ ;.(3) '
- J

A corrente J & suposta conservada ou parcialmente conservada.

Uma equacdo analoga a eq. (22) pode ser deduzida para a fungdo com in-

sercéo A
o N
B3 S - N B (») (24)
3q 3q 177"
1 -
A equagdo Callan-Symanzik para a fungéo FC(? ) e:
H ...1
1 n
m, 2 + B, (1) 2y I'(()l) = irilé (25)
I om, an, 2] % ...u Oy m
J k 177 n 177"

onde escrevemos Yo dimensdo ahdmala do operador bilocal O(x_,x_._) em lu-

gar da dimensao anémala de Ou " pois elas sdo iguais, ja que a dife-
1 Pn
u

renga entre esses operadores € um produto de x cuja dimensdo anomala &

nula. A dimensdo do bilocal O que coincide com o twist de Ou u éque

possui significado fisico relevante. 1 n
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Substituindo as equacdes (22) e (24) em (23) vem:

«© %3 1
P AN Lo figtriH (p) =
amJ. axk n=0 3q 1 3q n LERRR
iz % 3 L2 - 7la 2)1"(1) (26)
n=0 3q 1 aq Moty

Como a equagdo Callan-Symanzik € linear temos:

° (1) :
D, o iR Fn.i—+ek(x>i_-2y¢]f(q2)+

-0 © u woLd
n=0 ul “oHy, 5q 1 8q n amj axk
o R 1
b3 B e s ) ey 1Y () -
n=0 5q 1 3q n - ij Bkk ul...un
® n
P B2 o)) () (27)
n=0 aq 1 aq " ul...un
Usando a equacdo (25) obtemos
PP i3 3 a 3 _ 2
I T, {p) o T M et Bk(K) ST 2y v, flg?) =0
n=0 | B T} 1 n J k
3q dq - (28)

Escolhendo o conjunto de operadores 0 linearmente independente, as

.'u”

funcdes I'é 1) serdo linearmente mdependentes, oque implica que cada
Hyeoolly,

termo da serie anterior deve ser nulo; como isto deve ocorrer para qual-

quer n infinitamente grande, temos:
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3 3
m,=——+ 8, () — -2y + v |f(g?) =0
[*7 K a8 0}

A solucdo desta equacdo com y' = 2y, = y_, €:

2 t
Jo(q?_) = (qz)cf/ f(n)()\l j)exp[_ I dtlYl()‘lj)]

0

onde c, = dimensdo candnica de T (g?)

f

o
[

—;— en (g?/m?)

onde

A
= ' (haey = . =
aT—l = 83.()\'3.) com A J(hJ t) h¢7 para =0

Se os varios termos Bj possuem zeros:

f =
BJ.(AJ. ) =0
com
ZF = dima,
d Frw Y
Temos, entéo:
[ep-vT/2
2. =f
flg?) ~ (€-)
m2

Ec -2y +Y]/2
£(g?) ~ (ﬂg) £oev

m

onde os ¥ sdo calculados an )‘j = ljf-

(29)

(30)

(31

(32)

(33)
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Este € o nosso resultado principal: o comportamento assintético da trans-
formada de Fourier dos coeficientes na expansdo no cone de luz é regula-

do pelas dimensbes andbmalas dos campos da teoria.

Podemos ainda expressar este resultado an termos das dimensfes de escala

dos operadores:

[—2d§ +dg] /2

2
F(@») ~ () (34)
m2
Ou, transformando para o0 espac¢o das configuragcdes, temos:
os - £l
(35)

Flz?) ~ (2)

4. CONCLUSAO

Na terceira secdo mostramos que a introducdo da hipétese de expansdo nho
cone de luz regula o comportamento assintético dos fatores de forma em
termos das dimensdes de escala destes operadores. A forma deste compor-
tamento € determinada pela equacdo de Callan-Symanzik. O tratamento uti-
fizado é bastante geral e inclui fatores de forma de qualquer particula
representada por um campo (fermion ou boson) interagindo com uma corren-
te escalar, vetorial ou axial-vetorial. A interacdo é considerada também

num nivel geral.

Na expansao a pequenas distancias tratamos somente com operadores locais
e as transformadas de Fourier podem ser efetuadas facilmente. No limite
do cone de luz encontramos operadores bilocais cuja transformada de Fou-
rier para o espago dos momentum € complicada pela mistura das variaveis
do cone de luz; entretanto, a dificuldade pode ser contornada expandindo
-se estes operadores numa série infinita de operadores locais, como € u-

sual na expansdo do cone de luz.
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0 resultado obtido & que o comportamento assintotico é da seguinte forma:

-d, + (1/2)d
(q2/m2) © 0

Nesta expressdo d € a dimensdo de escala cuja parte andomala deve ser ava-
liada num ponto fixo do espago das constantes de acoplamento; ¢ & o cam-
po associado & particula e O o operador bilocal proveniente do cone de
luz. Este resultado € analogo ao obtido no limite de pequenas distancias
(x+0) sendo que neste Gltimo caso en lugar de do temos doi que € a di-
mensao de escala do operador local Oi' Na verdade, os dois resultados
coincidem na aproximagdo mais importante, pois, nesta situacdo, o opera-
dor local mais significativo € o de menor dimensac e o0 valor desta dimen-
sdo0 coincide com 0 seu twist (nimero de indices de Lorentz nulo) que € a

dimensdo do bilocal 0.

REFERENCIAS

1. C. G. Callan, Phys. Rev. D2, 1541 (1970), K. Symanzik, Commun Math
Phys 18, 227 (1970).

G. C. Marques, Phys. Rev. D9, 386 (1974).

S. Shei, Phys. Rev. D11, 164 (1974).

R. Chanda, C. Ryan, Nucl. Phys. B40, 573 (1372).

C. 6. Callan, Phys. Rev. DS, 3202 (1972).

S. Coleman, Dilatations, 1971 International Summer School of Physics

o o s W

" Ettore Majorana'.

7. K. G Wilson, Phys. Rev. 179, 1499 (1969).

R. A. Brandt, G. Preparata, Nucl. Phys. B27, 541 (1971).

9. M. Geil-Mann, F.E. Low, Phys. Rev. 95, 1300 (1954).

10. H. Lehmann, Nuovo Cimento 1, 205 (]955a); K. Symanzik, Nuovo Cimento
2, 425 (1955b); W.Zimmermann, Nuove Cimento 6, 319 (1957).

®©

515



