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A simple newtoniana non r o t a t i n g  cosmological model i s  proposed using 

expansion modi f ied func t ions  and Raychaudhuri's equation i s obtained.  

The app  i c a t i o n  o f  i t t o  the supercluster  o f  Coma Berenicae shows t h a t  

the d i s t r i b u t i o n  o f  matter  produces a v a r i a t i o n  o f  about 280% i n  the 

r e d s h i f t  i n  compare t o  the i s o t r o p i c one. 

E proposto, neste t rabalho,  um modelo cosmológico newtoniano não isó- 

t ropo e não g i  rante mediante o uso das funções de expansão modificadas, 

obtendo-se como equação de evolução a equação de Raychaudhuri. A sua 

apl  icação ao superagloramerado de Coma Bereni cae revela que a d i s t r i b u i  - 
ção de matér ia produz uma var iação de aproximadamente 280% no r e d s h i f t ,  

re lat ivamente à d i s t r i b u i ç ã o  i so t róp i ca

As ten ta t i vas  i n i c i a i s  visando u t i l i z a r  a t e o r i a  newtoniana da g r a v i t a -  

ção para a obtençao de modelos cosmolõgi cos se chocaram com a d i  f i c u l -  

dade de que, dentro de t a l  t eo r i a ,  um universo e s t á t i c o  se r i a  necessa- 

riamente vazio. '  .lã no f i n a l  do século passado foram propostas algumas 

modificações na l e i  da gravi  tação newtoniana cujos e f e i  tos somente se- 

r iam apreciáveis a grandes d is tânc ias ,  e por ou t ro  lado, mais recente- 

mente, os trabalhos de O .  tieckmann e E .  ~ c h ü c k i n ~ * ' ~  conduzi ram ao es- 

tabelecimento t e õ r i  co mais preciso,  dentro deste contexto, das noções de 

homogeneidade e i so t rop ia ,  deixando entrever a ampla poss ib i l idade & s e  

elaborar modelos cosmolÕgicos em t e o r i a  newtoniana. 

* Postal  address: Departamento de F ís i ca  e Química, Centro de Estudos 

Gerais, Universidade Federal do E s p í r i t o  Santo, V i t ó r i a  ES.  



De um modo g e r a l  a Cosmologia Newtoniana c o n s t i t u i  uma aproximação bas- 

t a n t e  v á l i d a  das t e o r i a s  r e l a t i v i s t i c a s ,  sendo dotada, além do mais, de ' 

um enorme poder h e u r i s t i c o  (é sabido que uma e s f e r a  i s o l a d a  no i n t e r i o r  

de um f l u i d o  i s ó t r o p o  e homogêned, onde se possa desprezar  a pressão 

face  à dens idade de energ ia,  tem comportamento compat íve l  com o 

que p revê  a f í s i c a  newtoniana. 

Vamos denominar de modelo cosmolÕgico newtoniano a toda so lução para as 

funções p, p ,  @ e vi das equações 

+ A = 47Gp (8' é o tensor  de Kronecker e 3 (31 
i n d i c a  a der i vada  p a r c i a l )  

onde i , j , k ,  e t c .  var iam de 1 a 3, 4 6 a cons tan te  cosmolÓgica. As com- 

ponentes covar ian tes  e c o n t r a v a r i a n t e s  dos ve to res  ou  tensores são, nes- 

t e  caso, i g u a i s ,  e n t r e t a n t o ,  usamosa notação acima para f a c i l i t a r  o uso 

da convenção d e E i n s t e i n .  Admit iremos, além do mais, que as grandezas 

envo lv idas  pe las  equações acima são i n v a r i a n t e s  em forma f u n c i o n a l  r e l a -  

t ivamente 5s transformações e n t r e  s is temas co-móveis, o u s e j a ,  i n v a r i a n -  

t e s  f r e n t e  ao grupo de transformações de Heckmann e Schücking. Esta i n -  

v a r i â n c i a  t o r n a  o modelo compat ive l  com o P r i n c i p i o  Cosmólogico. Mode- 

l o s  correspondentes aos fo rnec idos  p e l a  T e o r i a  da R e l a t i v i d g d e  Geral j á  

foram o b t i d o s  e estudados d e n t r o  da p e r s p e c t i v a  newtoniana: E ins te in- De 

S i t t e r ,  Lemai t re ,  Godel, e t c .  

No que  segue apresentaremos um modelo newtoniano não- i sÔt ropo mediante 

. o uso apropr iado  das funções de expansão, obtendo-se uma expressão para 

o p o t e n c i a l  e equações de evolução compat íve is  com o que fornece a Re- 

l a t i v i d a d e  Gera l .  Uma e s t i m a t i v a  numérica para a va r iação  do r e d s h i f t  

f o r n e c i  da p e l o  modelo parece se adaptar  " grosso modo1' aos levantamentos 

recentemente efetuados em t o r n o  do superaglomerado de Coma Berenicae.  



2. EQUAÇ6ES DE CAMPO E DE EVOLUÇAO 

O substratwn cosmolÓgico 6. representado in ic ia lmente  como um f l u i d o  per-  

f e i t o .  Seja v i (d, t )  a velocidade de um ponto qualquer deste f l u i d o ;  o 

P r i n c í p i o  Cosmolõgico permite dar a es ta  y,elocidade a expressão, 

onde a.. são as componentes de um tensor de segunda ordem a seremdeter- 
$3 

minadas. 

As equações do mv imento  ( I )  e (2) são as equações c lãss icas  da f l u i d o-  

dinâmica e podem ser  esc r i t as  envolvendo grandezas cinemãticas mais 

acessíveis à observação : expansão, d i  s torção e rotação. Desmembrando 

a. .  em suas partes s imé t r i ca  e an t i ss imé t r i ca  e tendo em conta as d e f i -  
zJ - 

niçoes usuais dos tensores de expansão e de rotação, temos 

Por ou t ro  lado o tensor de expansão pode ainda ser desrnembrado como, 

ij 
onde O = 6 O é o t raço  do tensor de expansão e O . .  6 o tensor de dis- 

i j 23 
torção e representa deformação a v01 ume constante, sendo dotado por tan to  

de t raço  nulo, 

Finalmente, a velocidade de um ponto a r b i  t r ã r i o  do f l u i d o  cosmolÕgico se 

escreve, 

Todavia, vamos considerar neste t rabalho apenas modelos a rotação nula.  

Por ou t ro  lado o cará ter  t enso r i a l  das equações nos permite escolher em 

cada re fe renc ia l  co-móvel um sistema de coordenadas que melhor se adap- 



t e  à anã1 i se do modelo proposto. E c1 aro  que as coordenadas c o - k v e i  s Mo 
naturamente adotadas como consequência da i nva r i ânc ia  imposta mais a c i -  

ma; adicionalmente vamos usar o sistema co-móvel cujos eixos sejam co- 

l i neares às d i  reções p r i n c i p a i s  da expansão. Assim sendo, suponhamos que 

zfk) sejam as componentes de t rês  auto-vetores da distorsão,  então, 

onde a são os auto-valores correspondentes. E imediato que d 
( k )  

t i  t u i  também um conjunto de auto-vetores da expansão, 
(k)  =Ons- 

1 
onde + são OS respect ivos auto-valores . Por ou t ro  lado ( 6 ) i m -  

p l  i ca  que, 

Vamos d e f i n i  r em segui da as funções de expansão%di f i cadas ~ ~ ( t )  

onde a.  são t a i s  que: h. = o. e ~ ( t )  é o f a t o r  de escala ou r a i o  de u- 
'L 'L 'L 

n iverso .  De (9), tomando igua l  a ze 

f i n i ç ã o  de 2: 

e ainda, 

o a constante de integração da de- 

t )  = ~ ~ ( t )  

onde 0, t r aço  do tensor de expansão, é o escalar  de expansão. 

A def in ição (9) permi t e  escrever 



Ài(t) 
V =-  x (sem soma nos Índices i) 

i (12) 
i q t )  

o que fornece por meio de integração imediata, 

$ = A . ( t ) x t  (sem soma nos índices j )  
3 

(13) 

onde os xJ são as coordenadas co-móveis de um ponto qualquer do f l u i d o  

cosmolÓg i co. Usando as coordenadas co-mõve i s e admi t i  ndo compos i ção de 

velocidade ga l i leana,  a t roca de impulsos luminosos en t re  dois observa- 
i 

dores co-móveis e a1 inhados segundo a d i  reção n , permi t e  comparar os pe- 

riodos de emissão e recepção respectivamente At e At2: 
1 

Esta re lação fornece uma expressão para o redshi f t d i  recional  , 

Desta fÔrmula obtemos uma expressão aproximada para o recishif t d i  rec io -  

na1 por unidade de d is tânc ia ,  

Finalmente, levando (12) em ( I ) ,  tendo em mente o re fe renc ia l  adotado e 

ainda mediante o uso de (10) e (1 I ) ,  obtemos a expressão para o poten- 

c i a l  e as equações que descrevem a evolução do modelo, 

p ~ 3 ( t )  = constante 



onde (18) e (19) são obt idas de (2) e ( 3 ) .  

Consideremos, por o u t r o  lado, a aceleração t o r a l  atuante sobre uma par-  

t i c u l a  qualquer, ai = v .  + a .@, onde 
Z 2 

Ca 1 cu 1 ando a .a temos, 
i 

Desmembrando os termos em que aparecem derivadas pa rc ia i s  da velocidade 

em suas partes s imét r ica  e ant iss imét r ica ,  mu l t i p l i cando  o resul tado 
i j por 6 e tendo em conta as def in ições já mencionadas da expansão, d i s -  

torsão e rotação, 

. . 1 " 
onde o' = i oZJu w2 = .qzJ3w A equação (20) assim ob t i da  é a co- i j ij' 
nhecida equação de Raychaudhuri. 

Desta forma,a equação obt ida  mais acima (19) 6 a equação de Raychaudhuri 

e s c r i t a  no sistema de coordenadas adotado. 

A fórmula para o r e d s h i f t  d i rec iona l  por unidade de d i s tânc ia  (16) a l i -  

ada à equação (19) permite uma apl icação imediata no que concerneã d is -  

t r i  buição de galáxias recentemente levantada6 no superaglomerado de Co- 

ma Bereni cae. Neste levantamento percebe-se a concentração das ga lãx i  as 

(segundo seus redshi f t s )  segundo do is  e ixos pre ferenc ia is .  Admitindo-se 

que i s t o  se deva expansão anisotrópica,  vamos associar  a d i  reção p r i  n- 



c i p a l  correspondente a a ao e i xo  pre ferenc ia l  maior, com o > O .  Para 
1 1 

um observador (co-móvel) s i  tuado neste e i xo  o redsh i f t  por uni  dade de 

d i s tânc ia  pode ser esc r i  to, 

onde X ê um parâmetro que depende de (O ,o ,o ) e z 6 o r e d s h i f t  isÓ- 
1 2  3 O 

t ropo.  A comparação de (21) com (161, para i = 1 ,  resu l ta ,  

Por o u t r o  lado, a nu1 idade do t raço da d is torsão admite a solução 

o = o = a0 com a < 0, constante 
2 3 

(23) 

Subst i tu indo u em função de o e o na equação (19) e com o aux í l  i o  de 
1 2 3 

(23), fazendoA = 0, temos 

Tomando a equação (24) no i ns tan te  t = t e tendo em conta os valores 
O 

pO E 3 . 1 0 - ~ ' k ~ . r n - ~ ;  H 5.1 o-"s-' e G 2 6 , 6 .  10-"kg-'m3 s - ~ ,  o segun- 
o 

do termo do segundo membro sendo inexpressivo d ian te  do pr imei ro ,  temos, 

onde fizemos , 

é o fa to r  de desaceleração. ~ n f i m  a nos fornece o va lo r  1 = 1,44. Por 

ou t ro  lado se o observador ao qual es tá  associada a fórmula (21) r e a l  i- 

zar duas observações diametralmente opostas, ou se ja  uma na di reção do 



cent ro  do superaglomerado e out ra  no sent ido  oposto, podemos ca l cu la r ,  

4. CONCLUSAO 

Mostramos que a analogia e n t r e  a Cosmologia R e l a t i v í s t i c a  e a Newtonia- 

na 6 estendida aos modelos não- isotrõpicos e através do uso de funções 

de eXpansão modif icadas obtemos com muita simpl ic idade um modelo não 

isõ t ropo e não g i r a n t e  (um estudo de modelo semelhante j á  f o i  f e i t o  r i -  

gorosamente dentro do contexto da Re la t iv idade Geral mediante o uso do 

formal ismo das tetradas e onde se e x t r a i  soluçÕes análogas 5s apresen- 

tadas aqui) . 

Este t rabalho 6 ainda uma consequência dos assuntos debatidos por oca- 

s ião  da passagem do Dr. S.  Kichenassamy pela Universidade Federal do Es- 

p í r i t o  Santo. Ao P ro f .  Kichenassamy d i r i j o  meus agradecimentos. 
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