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In the present work we show that Darcy's equation represents a simplified form of the
equation of motion for the fluid flowing through a porous medium. The simplifications
concern the elimination of the acceleration, the divergence of the extra stress terms,
and the assumption o existence of a linear form in the velocity for the resistiveforce
the fluid exerts upon the solid. We show that this hypothesis may not be valid for all
anisotropic media. In some instances, measurements of directional resistivity suggest
existence of the resistivity tensor, leaving entirely open the question of symmetry. In
connection with this important question, we suggest an experimental scheme for the
determination o the antisymmetric part of this tensor. We conclude that materia
symmetries is the only macroscopic concept that imposes restrictions on the form o
the resistivity and extra stress tensors.

Mostramos neste trabalho que a equagdo de Darcy representa uma forma simplificada
da equagdo do movimento do fluido escoando através de um meio poroso. As sim-
plificacdes envolvem a eliminagdo dos termos de aceleracdo, da divergéncia da tensdo
extra e a suposi¢do de existéncia de uma forma linear na velocidade para a forga resis-
tiva que o fluido exerce sobre 0 sdlido. Mostramos que esta hipGtese pode ndo ser valida
para todos 0os meios anisotrépicos. Em alguns casos as medidas de resistividade dire-
cional sugerem a existéncia do tensor resistividade deixando, no entanto, inteiramente
em aberto a questdo de sua simetria. Nesse sentido é sugerido um esquema para a
determinacdo experimental da parte anti-simétrica do tensor. Concluimos, também,
gue a simetria do material é o Unico conceito macroscopico a impor restricdes sobre
a forma dos tensores resistividade e tensdo extra.

1. Introducéo

Meios porosos anisotropicos ocorrem com freqliéncia na natureza.
resultando dai o grande interesse despertado pelo estudo do escoa
mento através desses meios, em conexdo com problemas de hidréulica
subterrdnea e produgdo de petréleo.
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Usualmente, a andlise de escoamentos nos meios anisotropicos ba
seiase numa forma simplificada da equacdo do movimento, repre-
sentando uma generalizagdo da equagdo de Darcy (ver, por exemplo,
Scheidegger?, 1960, p. 77):

—grad p+ pg=Rq, (1)

onde p e p sdo, respectivamente, a pressdo e a densidade do flido, g
a forca de campo exterior, R 0 tensor resistividade, e q a velocidade
superficial do fluido.

Neste trabalho apresentamos um estudo das condigdes a serem im-
postas sobre uma forma mais gera da equagdo do movimento ne-
cessérias para sua reducéo a equacdo (1). Notamos que equacdo
apresenta 0 equilibrio das seguintes forcas. as forcas superficiais
apresentadas pelo termo - grad p; as forgas de campo apresentadas
pelo termo pg; e as forcas resistivas exercidas pelo fltido sobre o
esgueleto sdlido, representadas pelo termo R g (Le de Darcy).

Com essa interpretacdo, fica aparente que a equacéo de Darcy en-
globa suposi¢cdes sobre o tipo de escoamento considerado (acelera-
¢Oes nulas ou desprezivels), bem como hipdteses constitutivas muito
especiais. Dentre essas, considera-se que a forga resistiva sgga uma
funcdo linear da velocidade superficial.

Mostraremos neste trabalho que, mesmo para escoamentos lentos, a
hipotese de linearidade é forte demais para descrever o comporta-
mento de certos meios sedimentares.

A interpretagdo dada acima para a equagdo de Darcy ndo é a unica
possivel. Nas condi¢es em que o tensor resistividadeé ndo singular,
podemos escrever a equacdo (1) do modo:

q= — K(gradp — pg), (2)

onde K = R™' é o tensor permeabilidade. Sob essa forma, a equacdo
de Darcy pode ser interpretada como uma expressdo linear entre o
fluxo de quantidade de movimento q e a forga que causa esse fluxo,
0 que a colocano campo da termodinémica dos processosirreversives.
Essa interpretacdo ¢ dada por Marle? (1965), que concluiu, com o
auxilio do teorema de Onsager, que a permeabilidade e portanto,
também a resistividade, so tensores Simétricos.
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Outros autores, como Ferrandon® (1948), Matheron* (1966), Whi-
taker® (1969), Lew e Fung® (1970), concluiram também pela simetria
do tensor resistividade, a partir de diferentes modelos simplificados.
No entanto, mostraremos neste trabalho que a néo simetria da resis-
tividade é compativel com todas as leis da fisica macroscopica e que
os dados experimentais de resistividade direcional nada dizem sobre
a parte anti-simétrica desse tensor. Defato, a2.? leé da termodinamica
conduz a conclusdo de que as resistividades direcionais séo néo ne-
gativas e que o tensor resistividadeé positivo semi-definido, mas deixa
inteiramente em aberto a questdo da simetria.

Mostraremos, também, que apenas o grupo de simetria do material
poroso conduz a restricdes sobre a forma da resistividade. Assm,
por exemplo, simetrias materiais do tipo dos sistemas cubico, rémbico,
e agumas clases dos sistemas tetragonal e hexagonal possuem a
resistividade simétrica, enquanto que para o sistemactriclinico a resis-
tividade pode assumir uma forma qualquer. Em outros sistemas,
dois dos tres componentes da parte anti-simétrica sdo necessariamente
nulos.

2. Equagbes da Continuidade e do Movimento

As leis béasicas de conservacdo, que formam o nacleo da teoria do
transporte em misturas, foram estabelecidas por Truesdell’ (1957) g,
maistarde, generalizadas por Kelly® (1964). Com base nessas equactes
e na expressdo do crescimento da entrgpia na forma da desigualdade
de Clausius-Duhem, Eringen e Ingram™ (1965), Green e Naghdi'®~!?
(1965, 1967, 1968, 1969) Green e Steel'* (1966), Ingram e Eringen'
(1967), Bowen'® (1967), Atkins'” (1967), Mills'® (1967), Miiller'® (1968),
Bowen e Wiese?? (1969) e Gurtin?* (1971) desenvolveram uma teoria
de misturas capaz de descrever fendmenos desde a difusdo molecular
e as reagles quimicas, até 0 escoamento em meios porosos (Crochet e
Naghdi??, 1966, e Miiller?3, 1971).

Dentro da linha de idéias desses autores, as equacdes de conservacéo
de massa (equagdo da continuidade) e da quantidade de movimento
do fluido podem ser escritas do modo:

T;j; (e p) + div(p @) = 0, 3)



p [8% (q/¢) t grad (q/e)g] = — gradp + divT—m+*pg, @)*

onde e é a porosidade do meio, T a tensdo extra sobre o flido e m
a forca exercida pelo fllido sobre o esgueleto solido.

Equagdes andlogas a estas foram obtidas por Whitaker?*> (1966, 1969)
Slattery?*:2¢ (1967, 1969), Marle?” (1967) e Brenner?® (1970). Partindo
da equagdo de Cauchy e através do computo de diferentes médias,
esses autores procuraram estabel ecer a equacdo (4). No entanto, apenas
Marle faz um tratamento correto dos termos da aceleracdo e da ten-
S50 extra

Para tornar claras as suposigoes necessérias para reduzir a equagéo
do movimento a equagdo de Darcy, nos limitaremos ao estudo de
hipéteses constitutivas muito simples. Suporemos que a forca re-
Sistiva m e a tensdo extra T sgam determinadas pela configuragdo
do meio poroso e pela velocidade superficia q:

m = fx (Q),

T=a, () (5)
onde y ¢ a configurag&o do meio poroso, isto ¢ uma funcgéo, definida
sobre 0 conjunto das particulas do meio no espaco euclidiano que,
para cada particula P, associa sua posicdo no espago,

X = x(P) (6)

Dada uma configuragdo y do meio e um homeomorfismo H sobre

0 espago, podemos formar uma nova configuragéo H . y definida por

Hoy (P)=H (x(P)). (7

Se, por exemplo, Q é um tensor e a um ponto do espaco, entdo a con-
figuragdo Qw y & definida por

Q-X(P)= Q[x(P)—a]+a. (8)

Sendo Q um tensor ortogonal representando uma rotagéo, a nova con-
figuragao definida em (8) pode ser interpretada como uma rotagdo
em torno 'do ponto a.

*QO primeiro membro desta equagdo advém da hipétese de que 0 momentum do fluido
no meio poroso é dado por
{pevdV,

onde v é a velocidade intersticial (v = g/s).



As funcBes materiais que d&o a forga resistiva e a tensdo extra ndo séo
completamente arbitrérias: devem verificar o principio da invariancia
as mudancas do sistema de referéncia. Isto é devem satisfazer ao
principio de objetividade material (Noli*®,1958). Esse principio pode
ser expresso da seguinte forma

fo Q) =2f, (@
Go x QA =QG, @, ©)

idénticamente para todo o tensor ortogonal Q.

Convem acentuar neste momento a importéncia de evidenciar-se o
papel das configuragdes nas fungdes materiais. Sem essas, 0 principio
da objetividade material n&o poderia ser enunciado com o grau de
generalizacdo das expressbes (9); apenas uma forma particular e
vélida somente para materiais isotropicos poderia ser apresentada

Definamos, agora, 0 grupo de simetria do meio poroso como o con-
junto das transformagdes unimodulares H (istoé tensores cujo modulo
do determinante é unit&rio) que preservam a resposta do meio. Isto
sgnifica que:

fH°x(q) = x(q)
GH"x(q) = Gx(q) . (10)

para todo tensor H pertencente ao grupo de simetria. No que tange
aforcaresistivaeatensdo extra, as duas configuragbesdo meio poroso
¥ € Hoy sdo indistinguiveis uma da outra.

Se um tensor ortogonal Q pertence ao grupo de simetria, entdo, a
conjugacdo da objetividadé material com as equacdes (10) conduzem
ao resultado:

fx(Q q = Qfx (@),
GQq = QG, (@ Q. (11)

E necessariodeixar bem claro que as equagGes (11) sdo vélidas apenas
para os tensores Ortogonais que pertencem ao grupo de simetria do
meio poroso. O ndo conhecimento desse fato conduz a resultados
contraditorios.



Um meio poroso sera chamado de isotropico se 0 seu grupo de sime-
tria contiver o grupo ortogonal. Para esses meios e apenas para esses,
as equagoes (11) se verificam para qualquer transformacéo ortogonal.
Se o grupo de simetria for menor do que o grupo ortogonal, entédo o
meio poroso sera chamado anisotropico.

3. A Forga Redigtiva

Suponhamos que a funcéo f, sgja Frechet-diferenciavel na origem,
isto é:

f(q) =100 + R,a + 9@ q] (12)
onde
lim ¢@q) =0.
hall -0

Nesse caso, podemos demonstrar, por um esguema analogo ao usado
por Coleman e Noll*° (1963), que f,(0)=Q

Na equagdo (12),R, é uma transformacdo linear que denominaremos
tensor resistividade. As equacdes (5); e (12) conduzem a:

m=R,q + 0@q || q]| (13)

Resulta, entdo, que se f, é diferenciavel na origem, verificar-se-a4 a
validade da lei de Darcy para escoamentos suficientemente lentos.

Fagamos agora uma suposi¢do mais fraca do que a da existéncia da
diferencia de Frechet. Suponhamos que existam as resistividades
direcionais para todos os vetores unitarios n, definidas por:

Fym = lim, - o4 !:n .D@} (14)

Notemos que estas representam 0 produto escalar de n pelas deri-
vadas de Gateaux de f, na origem, segundo a direcéo n.

Considerando o escoamento permanente e uniforme na diregdo
n(q= || q|| n) através de um meio de porosidade constante, resulta das

equagles (4), (5) e (14) que:

Fyn = lim”qn_»o;l— (15)

lall”

¢n = [gradp—pg] . n.

onde



A equacdo (15) é a definicdo de resistividade direcional de emprego
mais difundido na literatura. Outra definicdo (Scheidegger', 1968,
p. 78) pode ser representada por

— ||l

Sy.n =]im[‘q||—>o q.n N

onde
h = [ gradp - pg||n.

E fécil verificar que essas duas definigdes devem conduzir, para meios
anisotrépicos, a valores diferentes de resistividade direcional:

Sy 2 Ty

A equacdo (15) mostra que r,,, pode ser determinado experimental-
mente através de medidas de velocidade superficial e queda de pressdo
no escoamento uniforme através de amostras retiradas do meio. De
fato, este esquema experimental ¢ usado por diversos autores, como,
Johnson et al.3!32 (1948, 1951).

Das equagdes (11); e (14) podemos demonstrar que
rx,gn = I'yns (]6)

isto é as resistividadesdirecionais tém valores idénticos para diregiies
gue podem ser levadas uma sobre a outra por um tensor ortogonal
pertencente ao grupo de simetria. Em particular, para os meios cujo
grupo de simetria contenha a inversdo —1, temos:

Tro=n = Ty a7

Esses melos possuem resistividades iguais para diregdes opostas.
Scheidegger (1954) conjetura que esse fato sgja verdadeiro para todos
osmeios, muito emboravariosdaquel esestudados por Johnson et al.3* 32
(1948, 1951) mostrem o contrario. Scheidegger>> (1954) atribui
"discrepancia’ a inomogeneidades do meio e a erros experimentais,
0s quais procura contornar através do computo de médias.

Imaginemos um meio poroso composto de pequenos cones orientados
no mesmo sentido. E bem possivel que nesse caso 0 meio apresen-
te diferentes resistividades em direges opostas. O mesmo pode
acontecer com meios naturais sedimentares, jaque as particul as tendem
a se depositar orientadas no sentido que oferece maior resisténcia
Parece, portanto, temerdrio o procedimento de Scheidegger33(1954)
na andlise dos dados de Johnson e co-autores.



Se, porém, o tensor resistividade existir, entdo resultara das equactes
(13) e (14) que:

Fyn=N.Rn (18)
e a equacdo (17) é verificada

A relagdo (17) é condicdo necessé&ria para a existéncia do tensor re-
sistividade. Por conseqiiéncia, se os dados de Johnson e co-autores nem
todos satisfazem a esse resultado, €es smplesmente indicam a n&o exis
téncia do tensor resistividade para certos meos naturais.

Retornemos ao caso em que a resigtividade existe. Fazendo a de-
composicdo de R, em suas partes simétrica § e anti-simétrica &, e
lembrando a identidade vélida para todo o tensor anti-simétrico

n.4mn=0, (19)
entdo, a equacdo (18) pode ser escrita sob a forma:
r, =nN. §Xn = 11 COS2 oy + )uz COS2 Uy + )»3 COS2 A3 (20)

onde 4; sd0 os autovalores de §, e «; 0s angulos que n forma com as
direcBes principais de §,. Asim, o lugar geométrico dos pontos
1/(r,.»)'1* assindlados a partir de um ponto segundo as diregdes n é
um €elipsdide. Alguns dos dados de Johnson e co-autores®'-*2 (1948,
1951) parecem verificar o elipsoide e, portanto, a existéncia da resis-
tividade.

Costuma-se associar a ndo verificagdo do elipsdide a ndo simetria de
R. Tal interpretacdo é 6bviamente falsa, pois as equagdes (19) e (20)
mostram que a parte anti-simétrica de R, fica eliminada do esquema
experimental. A ndo verificagdo do elipsoide sugere, isto sim, a ndo
existéncia da resistividade.

Em resumo, podemos afirmar que pelo menos parte dos dados ex-
perimentais apresentados na literatura sugerem a existéncia do tensor
resi stividade, mas deixam inteiramente em aberto a questdo da simetria.

Essa questdo vem preocupando um grande nimero de autores. Na
hidraulica subterrénea, a resistividade é técitamente considerada um
tensor simétrico (Polubarinova-Kochina®*, 1962, p. 345).

Diferentesanalises parecem conduzir asimetria: através de um modelo
capilar (Ferrandon®, 1948); através de um modelo espaciamente



periddico (Whitaker®, 1969); através de um modelo estatistico
(Matheron®, 1966; Lew e Fung®, 1970); através de termodinamica
dos processos irreversiveis (Marle?, 1965); através de uma analogia
a teoria simplificada de Ericksen®5 (1960) para cristais liquidos*.

Um possivel esquema experimental para a determinagdo completa de
R, é 0 seguinte: Sgae;, i =1, 2, 3, uma base ortogonal coincidente
com os autovetores de §,, obtida do €lipsdide anteriormente men-
cionado. Fagcamos um escoamento suficientemente lento e uniforme
na direcdo e;, e sgjae; umadirecdo normal ae;. Resultadas equagdes
@), (5) e (13) que:

- ¢;=—¢;.(grad p-pg) = Ry || q | = 4]/ q]] . (21)

Assm, se for constatada uma diferenca de presséo @; na diregdo nor-
mal ao escoamento, devemos concluir que a resistividade é assimé-
trica e sua representagdo matricial na base escolhida sera

i 00 0 a b
Rij =10 )\,2 0 + |—a 0 ¢
0 0 I b ¢ 0 22)

Tal como na resistividade direcional, o grupo de simetria do meio
poroso impde restrigdes sobre a forma do tensor resistividade. Com
0 auxilio das equacbes (11), e (13) podemos concluir que se um tensor
ortogonal pertenceao grupo de simetriado material, entdo ele comuta
com a resistividade:

RQ = QBX’ §XQ =05, /ﬁAQ = Qﬁlx (23)

O problema da determinacdo dessas restricdesé perfeitamenteand ogo
ao abordado por Wang?® (1969) em relagdo ao tensor condutividade
térmica. Seus resultados para os grupos cristalograficos cléassicos sdo
apresentados na Tabela (1).

*Whitaker® supde basicamente que a resistividade é uma fungéo isotropica de um
Unico vetor w denominado diretor: R, = R(w). A concluséo de simetria § portanto,
Obvia, ja que a Unica fungdo isotrépica de um tnico vetor, com valores tensoriais anti-
simétricos é a fungdo idénticamente nula. Porém, se supusermos dois (ou mais) vetores
diretores. R, = R{w;,w,), a parte anti-smétrica da resistividade sera dada por:

4, :OC[W1 QW —W ® Wl]

com
a=ol|w ] w2 ll, wi.ws)



SISTEMA TENSOR RESISTIVIDADE
TRICLINICO R, € qualquer
MONOCLINICO 0 a 0
TETRAGONAL (3 CLASSES) Aj=1|-a 0 0
HEXAGONAL (5 CLASSES) 00 0

l
CUBICO
ROMBICO
TETRAGONAL (4 CLASSES) R, é smétrico

| HEXAGONAL (7 CLASSES)

Tabela 1. Forma do tensor resistividade para os grupos classicos de
simetria.
Para os melos transversalmente isotropicos, isto é agqueles cujo grupo

de simetria contém todas as rotagdes em torno do exo e;, a resistivi-
dade é da forma

)ul a 0
RU = I—a ;LI 0
0 0 Ay (24)

€, para 0S meios isotropicos
R, =R, 1 (25)

Nas condi¢bes que estamos analisando, € possivel demonstrar que
a segunda lel da termodindmica assume a forma m.q > O (ver, por
exemplo, Gurtin,?! 1971). Podemos concluir que as resistividades
direcionais s80 ndo negativas e que 0 tensor resistividade é positivo
semi-definido. As equagdes (13) e (19) deixam, entdo, claro que a
segunda lei é compativel com a assimetria do tensor resistividade.

Assm, podemos concluir que apenas 0 grupo de simetria é capaz
de nos dizer algo sobre a parte anti-simétrica da resistividade.

4. A Tensio Extra

A grande maioria dos estudos sobre as equagfes constitutivas para
0 escoamento de fluidos através de meios porosos se referem a escoa
mentos uniformes. Neste caso, resulta da hipétese (5), que

div T=0, (26)

10



significando que a tensdo extra ndo afeta 0 escoamento, mas influencia
as condic¢des de contorno e de salto nas superficies singulares. Por
essa razéo pouco se sabe sobre ela.

A tensdo extra T, presente na,equagdo(4), ndo € necessariamentesimé-
trica, mas sua parte anti-ssimétrica é equilibrada pela tensdo na fase
solida, de tal forma que a tensdo total é simétrica. E dificil compreender
porque Brenner*¥(1970) pretende associar este fato bem conhecido
na teoria de misturas a particulas espiraliformes (screw-like particles).
Uma andlise mais apropriada pode ser feita em fungdo do grupo de
sSimetria do material.

A funcéo G, pode ser decomposta en uma fungdo simétrica e outra
anti-simétrica:

GAa) = GX(@) + G1(q). 27
E possivd demonstrar que a equagdo (11), é equivalente a:
GiQa) = QGi@Q". G{(Qu) = QG (28)

as quais devem ser satisfeitas para todos os tensores ortogonais que
pertencem ao grupo de simetria.

No caso especial em que 0 meio poroso é isotropico, teremos por um
conhecido teorema de representagdo que

T=Gy@=o(lql) 1+=(ql) a®q,
Gi@) = 0. 29

Neste caso, a tensdo extra é um tensor simétrico cujos autovetores
s30 e, =q/|lq|| e qualquer vetor perpendicular a g no ponto con-
siderado. Além disso, as tensdes principais sdo dadas por:

I =0 +a2(q.-9),
T2=’T3=(X1. (30)

A simetria do tensor tensdo que acabamos de demonstrar depende
da hipétese (5), e de se admitir a isotropia do meio. Deixemos claro
gue se a tensdo depender de outros parémetros cinematicos, como
por exemplo do gradiente da velocidade, entdo ndo serd necessaria-
mente simétrica. O mesmo pode-se afirmar em relacdo aos meios
anisotropicos. Para demonstrar esse fato, basta considerar a seguinte
funcéo:

G (@=4p(ql) [a®R,a-R,9®q]. 31
1



Esta satisfaz 0 principio da objetividade material e todas as restri¢cdes
impostas pelo grupo de simetria. Além disso, G# reduz-sea 0 se o
materia for isotropico.

Vemos, entdo, que a possibilidade da existéncia de uma parte anti-
simétrica da tensdo extra depende da natureza da hipoétese constitutiva
edo grupo desimetriado material. Essasconclusdespodem ser obtidas
por consideragfes puramente macroscopicas e sem apelo a considera-
¢Oes sobre a forma das particulas.

5. Equacdo de Darcy. Conclusdes

Fizemos, nos itens (2) e (3), uma distin¢&o entre le de Darcy e equacéo
deDarcy. A primeiraé uma hipétese constitutiva linear de dependéncia
da velocidade superficial na forga resistiva,

m’—“lgxq

e a segunda é a equacdo de campo obtida da equacdo do movimento
guando eliminamos alguns de seus termos e consideramos como
vélida a lé de Darcy:

—(grad p - pg) = R, q.

Os termos eliminados 2 referem a aceleracdo e a tensdo extra do
fluido:

) [e%m) + grad (g/2) q] =0

div T=0.

Dentro da hipotese constitutiva (5);, a lel de Darcy representa a forca
resistiva m para o caso do escoamento suficientemente lento, sempre
gue esta for Frechet-diferenciavel na origem.

Quanto as simplificagdes acima mencionadas, estas sdo exatas quando
0 escoamento for permanente e uniforme. Em outros casos, tanto
a aceleracdo quanto a divergéncia da tensdo podem ser importantes.
Em relacdo a essa Ultima, mencionamos o fato de que uma quantidade
limitada de dados experimentais obtidos por Fernandes®” (1972)
parecem confirmar a equagdo (29);, principalmente para 0 escoamento
de fluidos n&o-newtonianos.
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Mostramos no item (3) que os dados relativosao escoamento de fluidos
através de meios anisotropicos s referem a medidas de resistividade
direcional, cuja existéncia ndo implica na existéncia do tensor per-
meabilidade. Embora alguns dados experimentais parecam confirmar
a existéncia do tensor, outros parecem indicar o contrério. A con-
clusdo a que se chega ¢ portanto, a de que nem todos os meios tém
a d associados um tensor resistividade.

Ainda no item (3), apresentamos um esquema que permite verificas
a natureza do tensor resistividade. Este é classicamente considerado
como sendo simétrico, sem que sgja conhecida uma verificagdo experi-
mental do fato. Na realidade, é apenas o grupo de simetriado material
poroso que impde restricdes na forma da resistividade.
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