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A simple Markovian model is made and used te analise the freshmen classes evolution in
time conducted by the Keller plan in the Institute of Exact Sciences of the University of Bra-
silia. Regularities in the behavior of the students is discussed and a possible interference
with aparallel course in Biology is pointed out. The influence of the selection by the entrance
examination on the performance of the classes is briefly discussed.

Um modelo Markoviano simples e apresentado e usado para analisar a evolucéo temporal
das classes de primeiro ano conduzidas pelo Método de Keller no Instituto de Ciéncias Exatas
da Universidade de Brasilia. E discutida a regularidade de comportamento dos alunos e
uma possivel interferéncia do curso em paralelo de Biologia, bem como a influéncia da selegdo
do vestibular nos desempenhos das classes.

1. Introducgdo

Em trabalho anterior' descrevemos a aplicagio do Método de Keller?
para diversas classes de uma mesma disciplina, na Universidade de Bra-
silia e estudamos alguns resultados estatisticos do comportamento dessas
classes. Nao obstante a influencia dos instrutores sobre as classes, veri-
ficamos que a variacdo das taxas de testes aprovados nas classes de uma
mesma disciplinag, expressa pelo desvio padrdo. foi inferior a 6%. Essa
variacdo é suficientemente pequena para que possamos agregar todas
as classes de uma disciplina em uma Unica massa de alunos e estudar a
evolucdo temporal do agregado. Nosso objetivo neste trabalho é o de
apresentar um modelo tedrico de comportamento probabilistico que.
guando comparado aos dados obtidos. nos permita ter uma melhor vi-
sdo do que ocorre num curso ministrado pelo método de Keller.
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Essa idéia de se introduzir modelos probabilisticos para o tratamento
tedrico da aprendizagem ja é bastante conhecida em psicologia mateméa
tica. Um dos primeiros tratamentos sisteméaticos desses modelos foi dado
por Bush e Mosteller® e uma revisdo da matéria é dada por Norman®.
Parece-nos, entretanto, uma novidade o tratamento da aprendizagem
de nivel universitario por modelos estocasticos. A razdo é simples. até
entdo ndo houve dados significativos que permitissem uma verificacdo
experimental de tais modelos. E um dos méritos do método de Keller
gue dados possam ser facilmente obtidos de disciplinas ministradas por
esse método, que se adaptou a uma descrigdio por pProcesso estocastico.

Tal como no trabalho anterior', restringiremos nossas andlises as dis
ciplinasde Calculo | e Introducao a Fisica. do primeiro semestre de 1971,
dos Departamentos de Fisica e Matematica da Universidade de Brasilia.
Restringir-nos-emos também aos alunos que ingressaram nesse semestre
na UnB e que ndo cancelaram ou trancaram suas matriculas nas referidas
disciplinas.

2. Os Dados Estatisticos

Registramos todas as corregfes de testes nas disciplinas em considera-
¢do anotando, em particular, a secdo em que o teste era corrigido, o resul-
tado da corregdo e a que unidade pertencia. Por meio desses registros
pudemos determinar a distribuicdo de alunos por unidade ao término
de cada sec8o. Na realidade, nossos registros de dados forneceram-nos
a distribuicdo de frequéncias

gile, m, s, t. )
gue é o nimero de alunos aprovados na classe ¢. pelo monitor m, na secdo
s, no teste t da unidade u.
O agregado
flu, =YY Ygile, m s, t, u). 21
4 m t
representa 0 nimero de alunos aprovado:; na unidade u, durante a rea-

lizacdo da secdo s (nota 5). A distribuicdo de frequéncias F(u, s) de alunos
por unidades na se¢do s, fica dada por

F(u,s)=Fu,s — 1) - f(u,s)t fu—1.5). 22
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Dessa expressdo. pode-se calcular as disti-ibuicbes de alunos apbs cada
secdo, desde que a distribuicdo inicial F(u, 0) sga dada. Como todos
nossos alunos iniciaram o curso na unidade zero, isto e. logrando passar
no teste da unidade 1, devemos escrever

F(0,0) =N
(2.3)
Fu,0) =0, u>0,

onde N e o nimero de alunos de nossa amostra.

3. O Modelo

Duas hipéteses fundamentais faremos para a elaboragio de nosso modelo.
Primeiramente, admitiremos que cada aluno ga individualmente, inde-
pendentemente de seus colegas, no que toca a4 sua decisdo de estudar a
unidade e solicitar testes. Em segundo lugar, admitiremos que a probabi-
lidade do aluno lograr aprovacdo na secéo s, na unidade u ndo depende
de s, isto é probabilidade p, é constante durante todo o semestre.
Que esta probabilidade depende de u é de s esperar pois €la, en particular,
depende da programacdo feita para a unidade e dos testes elaborados,
gue sdo prerrogativas do professor. Comc durante a execucdo do curso,
o professor ndo modifica a programacdo riem os testes elaborados, qual-
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Fig 4.3 - Distribuicdio dos alunos nas dezessete unidades de Calculo da vigésima secéo
do curso
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guer variacdo temporal de p, reflete o comportamento do aluno no curso,
diferente daquele que queremos descrever. Podemos, talvez, afirmar
guea constanciade p, em todas as secOes reflete a peculiaridade do modelo
gue admite a existencia de um reforco constante agindo sobre o aluno
em todas as se¢Oes do semestre. Como é de se esperar, os dados de nossas
classes virdo mostrar desvios significativos desse modelo simples. 1sso
ndo invalida a utilidade do modelo pois. como mostraremos, ele serve
de termo de comparacdo para diversos comportamentos tipicos.

Das hipotese apresentadas podemos de imediato estabelecer a equacdo
para a distribuicdo de alunos por unidade por secdo s

Fu,s)=(1-1p) Fu.s—- 1)+ p,_, Fu -1, s 1). (3.1)

Admitindo a mesma condigdo inicial dada pela Eq. (2.3). podemos, a
partir da Eqg. (3.1), calcular a distribuicdo para qualquer futura secéo,
se conhecermos 0S p,.

A semelhanca do modelo com a descri¢do do movimento browniano a uma
dimensdo é flagrante e talvez sgja conveniente compararmos melhor essas
duas descrigdes. No movimento browniano, que descreve o movimento de
particulas sujeitas a impactos aleatdrios, a equacdo da distribuicdo de
particulas é a seguinte:

Yx, 7+ ) =p.y; Yx+L+qg,-, Ylx -1,71), (3.2)
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Fig. 4.4 - Distribuicéo dos alunos nas doze unidades de Fisica na vigésima se¢8o do cur so.
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onde p,,, e a probabilidade da particula que se encontra na posi¢ao
s 1. deslocar-se para tras (x). no préxirno intervalo de tempo. 4, .,
idem. para frente e y(x, 7) e a probabilidade da particula se encontrar
na posicdo x. no instante t.

No nosso modelo ndo existe a probabilidade do aluno andar para tras
(para a unidade anterior). somenté pode ¢ aluno mover-se para frente
(para a unidade seguinte) ou permanecer parado. na mesma unidade.

Observamns que a equagdo do movimento browniano é de segunda ordem

na coordenada espacial e quando passada zo limite de intervalos de tem-

pos e de espagos infinitesimais leva & bem conhecida equacdo de difusdo
% 0 (x.
a_fQEL) 2 af(x.t) D &f(x t).

ot x ox?

onde ¢ e a velocidade de arrastamento e ) o coeficiente de difusao®.

(3.3)

Por outro lado. a equagdo do “moviment>” do aluno no curso. como

descrita pela Eqg. (3.1). é de primeira ordem na -'coordenada” unidade

e seu limite para etapas infinitesimais toma a forma
OF(u.s) OF(u. s)

AT = v(u. s)

onde i(u.s) ¢ uma velocidade caracteristica do movimento do aluno.

(3.4)

A presenca da derivada de segunda ordem na equacdo (3.3) é responsével
pelo processo de difusdo. A auséncia dessz termo na Eq. (3.4) significa
que. no limite de unidades pequenas (instru¢io programada. propria-
mente dita) devemos esperar que a velocidade de qualquer aluno sga a
mesma para cada unidade. isso mostra que, pelo nosso modelo tedrico.
é o fato das unidades. no método de Keller, serem etapas suficientemente
grandes que provoca o alargamento da distribui¢do de alunos no decorrer
do semestre. ou sgja. que permite a maior expressividade da personalidade
do aluno no andamento da classe.

Para comparar nosso modelo com os dados obtidos das disciplinas. pre-
cisaremos determinar p,

O fluxo médio ¢, de alunos aprovados na unidade u é dado por

b, = 1 Szof(u. 3). (3.5)

SO s=1
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Fig. 45 - Desvios padroes calculados e observados do curso de Célculo para a opgao de
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Fig. 4.6 - Desvios padroes calculados e observados do curso de Fisica para a opgao de
Engenharia.
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enquanto que o ndmero médio ¢,, de alunos que se encontram na uni-
dade u, pode ser escrito como

so—1

Y F(u,s), (3.6)
50 s=0
onde s é 0 nimero de segOes redlizada;; no curso. Tomamos para p,
o valor

Py = ﬁ» 3.7)

gue representa 0 valor médio esperado de p. Para a Ultima unidade
U,, devemos ter necessariamente p,, = G.

4. Resultados

Para compararmos os resultados previstos com os resultados observados
nas disciplinas de Calculo | e Introdugéo & Fisica, comparamos os valores
das unidades médias i (s)e do desvio padriio D(s) de u, em funcdo da se¢do,
definidos por

u(s) = ZO F(u, s)/ 4.1)

1172

I R SR~ RPN
D(s) = [ﬁ_ lu;) (u — 0()? . Flu, S),Ja (4.2)
onde u, ¢ o nimero de unidades da disciplina

A fim de tornarmos nossa analise mais interessante, separamos 0s alunos
em quatro grupos de opcoes feitas no vestibular: Engenharia. Medicina,
Ciéncias Exatas e Biologia’ e as Figs. (4.1) e (4.2) mostram o0s resultados
das unidades médias calculadas e observadas.

Como se observa, a comparagdo é razoavel para varias opcdes. |sso
ndo nos deve surpreender, uma vez que os valores tomados para p, Séo
aqueles que ddo um bom ajuste & unidade média da classe®.

E interessante observarmos também que a velocidade média da classe
¢ razoavelmente constante, s6 diminuindo no fim do semestre, diminui-
céo resultante do fato dos alunos que concluem o curso pararem
necessariamente de progredir. Poderiamos entdo, perguntar porque,
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sendo a velocidade constante, ndo poderiamos conduzir o curso a um
ritmo constante, tal como se pressupde no ensino tradicional? As figuras
(4.3) e (4.4) nos d&o as distribuicdes dos aiunos no meio do semestre (se¢éo
20). Vemos assim que 0 uso pelo método tradicional do conceito de aluno
médio e desprovido de objetividade no sentido de que os alunos se en-
contram distribuidos por todas as unidades do curso. O aluno médio,
ao qual o professor se dirige no método tradicional ¢ na melhor das hipé-
teses, somente Uma peguena por¢do da classe.

Nas figuras (4.5) a (4.12) temos os resultados dos desvios padrdes para
as mesmas opcoes, referentes a Célculo e Fisica. Como podemos observar
agui. a concordancia nem sempre é boa, 0 que mostra que o alargamento
da distribuicdo de alunos é bastante sensivel as hipoteses do modelo.

Observamos primeiramente que os alunos optantes de Engenharia, em
Célculo, comportam-se semelhantemente ao previsto pelo modelo como
mostra a Fig. (4.5). Em Fisica, por outro lado, esses mesmos alunos apre-
sentam em meados do semestre um aumento acentuado da largura da
distribuicdo, quando comparados com os resultados esperados do modelo
como podemos observar na Fig. (4.6). Uma das hipéteses do modelo é
a de que a motivacdo do aluno permanega constante durante todo o se-
mestre. Entretanto, se admitirmos que, sendo 0 curso "facil", o aluno
tenha a alternativa de relaxar seu progresso em meados do semestre. a
presenca dessa alternativa acarreta necsssariamente um alargamento
da distribuicdo, como observado para os optantes de Engenharia, no
curso de Fisica. A proximidade do final do semestre, faz com que esses
alunos recuperem, devido a "facilidade" do curso, o tempo perdido, dai
porque as curvas dos desvios voltam a se encontrar no fim do semestre.
Esse comportamento ndo deve ser observado por esses alunos em Calculo
por ser um curso mais "exigente"”.

O caso da opcéo de ciéncias exatas é de facil interpretacdo. Nem todos
os alunos seguem trabalhando regularmente no curso e alguns desistem
de progredir a partir da segunda metade do semesredd  Nas figuras (4.13)
e (4.14) mostramos a distribuicdo final dos alunos da op¢éo de ciéncias
exatas em Célculo e Fisica, comprovando nossas expectativas. Claro
é que, sendo o curso de Fisica mais "facil" que o de Calculo, a discrepan-
cia entre o calculado e 0 observado é muito mais pronunciada nesta Ultima,
como se observa pelas figuras (4.7) e (4.8) assim como a freqiiéncia de
desisténcia ¢ menor em Fisica do que em Célculo.

Os optantes de Medicina mostram um efeito surpreendente pois, o desvio
observado em Célculo é sistematicament: menor que o previsto. A sur-
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presa desse resultado se prende ao fato que, na hipétese do aluno ter outras
alternativas de decisfes. a presenca dessas outras aternativas s6 pode
aumentar o desvio e ndo, diminui-lo como observado. Entretanto, se
ese grupo de alunos, por alguma razdo, tem um comportamento coletivo
com respeito as suas decisdes de solicitar testes, podemos esperar uma
diminuicio do desvio. E interessante observar que a opgdo de ciéncias
biol6gicas tem comportamento semelhante a0 deo< optantes de Medicina,
excetuando-se no final do semestre, onde o efeito de desisténcia de pro-
gresso mascara o efeito observado nos alunos de Medicina en Calculo.
Essa coincidéncia de comportamento na area bioldgica nos sugere uma
hipétese plausivel para o efeito coletivo.

O ciclo geral da area de ciéncias consta de quatro disciplinas obrigatorias:
Biologia, Quimica e asdisciplinasque estamos analisando, Fisicae Célculo.
Quimica foi conduzida de forma tradicional, com aulas expositivas e
provas mensais, Biologia porém, foi programada em unidades semanais
sendo os aunos obrigados a s submeterem a um teste semanalmente
(a0s sébados). Isto ¢ Biologia teve a caracteristica de um curso progra-
mado em ritmo constante. Sendo o curso de Biologia pré-requisito para
0s cursos futuros dos alunos optantes de Medicina e ciéncias biolégicas,
a maioria dos alunos dessas opgdes 0 cursaram no semestre em considera-
¢a0 e ese efeito ritmado do curso de Biologia‘induz um comportamento
coletivo nas disciplinas programadas pelo método de Kdler. Acreditamos
S ese 0 comportamento coletivo imposto por fatores externos (o0 curso
de Biologia) gue contribui a0 comportamento surpreendente dos optantes
da érea biolégica. Em outras palavras, esse é o fenomeno de interferéncia
do curso de Biologia sobre 0 curso programado de Célculo. Nao sendo
0 curso de Biologia pré-requisito para os alunos optantes de Engenharia
e Ciéncias Exatas, 0 nimero de alunos dessas opcdes que cursaram, no
primeiro semestre de 1971, com sucesso, a disciplina de Biologia fo pe-
gueno ndo sendo possivel assim observar ese efeito coletivo. Na dis-
ciplina de Fisica, o efeito constatado na opcdo de Engenharia, isto § 0
adargamento da distribuicdo, mascara interferéncia da disciplina de
Biologia, ndo sendo assim possivel observar o comportamento coletivo
da opcdo de Medicina, na disciplina de Fisica, como mostram os dados
das Figs. (4.10) e (4.12).

Asfiguras (4.15) e (4.16) mostram a dependéncia de p, na unidade, respec-
tivamente para Célculo e Fisica, para as diversas opgdes consideradas.
Observamos que tanto em Fisicacomo em Calculo os valoresde p, oscilam
rapidamente de uma unidade para a seguinte. 1sso é devido a programa-
¢80 do curso pelo professor e ndo se refere ao comportamento dos alunos,
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uma vez que essas variagbes sdo acompanhadas por todas as opcdes.
O aspecto dessas probabilidades que reflete 0 comportamento do aluno
no curso é o fato de inicialmente. 0s optantzs para ciéncias exatas e biol6-
gicas se agregarem de um lado. com valores mais baixos das probabili-
dades de aprovacgéo e os optantes de Engenharia e Medicina se agregarem
em vaores mais altos dessas probabiiidsdes nas primeiras unidades,
gue sio estudadas no inicio do semestre. Isso claramente é o efeito da
selecdo do vestibular. ja que os alunos dz Medicina e Engenharia por
concorrerem a um ndmero de vagas relativamente inferior, sdo "'melhor"
selecionados. O que talvez pareca surpreendente é o fato desse efeito desa-
parecer com o correr do semestre. como mostraram as figuras (4.15) e
(4.16) pois, nas Ultimas unidades quase nio existe diferenca entre as op-
¢Oes. das probabilidades de aprovacdo. Podemos entender esse efeito
como sendo. de um lado. a “filtragem™ natural quea programagao do curso
exerce sobre os alunos. pois como mostramos para 0s optantes de ciéncias
exatas e bioldgicas. existe uma percentagem significativa de alunos que
ndo alcancam as Ultimas unidades e que devem ser responsaveis pelo
abaixamento da probabilidade média nas primeiras unidades dessas
opcbes. Por outro lado. devido ao encaceamento ldgico das unidades,
as vantagens trazidas pelo melhor treino preparatério para o vestibular
dos optantes de Engenharia e Medicina, deixa progressivamente de se
fazer sentir nas unidades subseqgiientes. =nquanto que 0s aunos com
deficiéncia de preparacdo. das areas de ciéncias exatas e bioldgicas, devido
ao critério de 1007, de acerto nos testes, se recuperam de suas deficiéncias
nas primeiras unidades das disciplinas. resultando dai a homogeneizagio
dos alunos que concluem todas as unidades durante 0 semestre.

5. Conclusdes

Mostramos que um modelo dinamico probabilistico simples explica uma
boa parte do comportamento observado dos alunos nas disciplinas de
Cdlculo e Fisica. programada pelo Método de Keller. Mais importante
ainda. é o fato do modelo servir de termo de comparagdo. permitindo
uma andlise mais profunda do comportamento das classes. Podemos
assim caracterizar um curso "facil" (Fisica. para os optantes de Medicina
e Engenharia). "dificil" (Célculo. para os optantes de Ciéncias Exatas
e Bioldgicas) e aparentemente. uma possivel interferéncia do curso de
Biologia. programado em ritmo constante. sobre o andamento da classe
de Caélculo.
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Fig. 416 - Idem para o curso de Fisica.

Esses resultados nos parecem animadores e acreditamos que modelos
mais elaborados, levando em consideragdo outros estados possiveis dos
alunos durante o curso. devam ser considerados.

Desejamos agradecer aos Departamentos de Matemdtica e Fisica da Universidade de
Brasilia, pela colaborag8o prestada. Um de nés (L. C. Gomes) desegja agradecer ao Instituto
de Fisica da Universidade de S@o Paulo, pela licensa concedida para experimentar na
Universidade de Brasilia. o Método de Keller para classes de Fisica.
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homogénea. A opcédo ciéncias bioldgicas inclui as carreiras em Biologia e Psicologia.

8. Na&o nos pareceu justificavel, devido a simplicidade do modelo, procurar os valores de
p, que dessem o melhor gjuste a (g).

9. A introducdo de um comportamento de desisténcia no modelo explicaria 0 aumento
quase linear do desvio padrdo observado como se pode facilmente verificar.
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